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Kozonséges differencialegyenletek

Egy ismeretlen egyvaltozds y(x) fliggvényt keresiink, egy olyan egyenlet alapjdn, melyben az x

véltoz6 az y fiiggvény és az v, y”, ..., y™ derivaltak fordulhatnak eld.

Példa: y’ = cos x. Mivel f cos xdx = y = sinx + ¢ végtelen sok megoldast adna attdl fiiggden, hogy
¢ milyen értéket vesz fel.
Azonban ha van kezdeti érték feltétel is, mint példaul y(r) = 1, akkor sinzw + ¢ = 1, azaz ¢ = 1, ami

miatt az egyenlet megolddsa: y(x) = sinx + 1.

Tehét 4ltalanosan a differencidlegyenlet megoldasa nem egyértelmii. Ahdnyad rendi differencidl-
egyenletrdl beszEliink, annyiféle konstans jelenik meg a megoldasban. Ezért partikuldris megoldast
keresiink, azaz egy adott ponton dtmend megoldast. Ez azt jelenti, hogy kezdeti érték feltétel is

megadasra kertil.

Példa (Az informacio terjedésének modellezése): Tegyiik fel, hogy egy Uj informaciét ismerSk
ardnya (valoszinlisége) y. A hir terjedéséhez a hirt nem ismer6 emberekkel kell taldlkozni. Ezek
ardnya 1 —y.

A taldlkozas valdszintisége: y(1 — y).

A sikeres informaciddtadds egy pozitiv « szorzdval jellemezhetd.

Minél tobb id6 all rendelkezésre, anndl elterjedtebbnek vehetjiik a hirt (a Az idével mondjuk lineéari-
san).

Ha a ¢ id6pontban y(¢) a hirt ismerdk ardnya, akkor a ¢ + At id6pontban:

y(t + At = y(1) + Arary(r) (1 - y(1)).
Némiképp atrendezve ez:

y(t + An)—y@) B
A ay(t) (1 — y(@)).

Ha vessziik a limy,_,¢ hatdrértéket, az egyenlet a kdvetkez6 alakba irhat6 ét:
y' (@) = ay@) (1 - y@).
Roviden

y =ay(l-y).
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Az egyenlet egzakt megolddsa:

dy
= = 1 -
o - vd-y
! d dr
=
y(d-y"’
Mindkét oldal integraljat véve:
1
f dy = f adt,
y( -y
melybdl
1 1 1

= - 4+ —
yd-y) y 1-y
miatt kapjuk, hogy

Inly| - In|l1 —y| = at +c.

Tovabb alakitva:

In ‘ =at+c,
l-y
Minkét oldalt e kitevGjeként beirva:
y — eat+c — C2 ea/l'
-y
Ezt tovabb szamolva:
-y 1
y - cy et
1 1
Z_1=
y cy et
1 1
- = +1=ce+1
y C2 eat

1 1
ce @+ 1 1+ creat’

y =
Kezdeti érték feltétel: O idSpontban.

Ha adott y(0) kezdeti érték, akkor az 4ltalanos megoldasbol a ¢* kifejezhetd:
1 1

0) = = .
y(0) 1+cte 20 14c¢*
Eszerint
1
= —-1.
y(0)

Tétel: Az y'(x) = f(x,y(x)), y(xo) = yo kezdeti érték feladat egyértelmtien megoldhato, ha

a) f folytonos az els6 véltozdjdban

b) f eleget tesz a Lipschitz feltételnek a médsodik véltozdjaban, azaz

|f(x,y1) — f(x,y2)| < Ly — yal

valamely L konstanssal.

A példa feladat esetén f(t,y) = ay (1 — y), melyre

a) teljestil



3

b) [f(x,y) = fy)l =layi (1 —y) —ay (L =)l = lay, —ay; —ay +ay3| = la (g1 —y; —yo +
Y = alyi —y2) = U7 =)l = alyi = y2) = (1 — )1 + Yl = @y — y)(1 = (1 + )| <
alyr —ya| - 11 —y1 — yal.

Mivel yy, y, € [0, 1], hiszen valészintiségek, ezért |1 — y; — y,| < 1.

Ezért aly; — yol - 11 —y1 —yo| < @ lys — yal.

Differencidlegyenletek kozelité megoldéasa

y'(x) = f(x y(x), y(xo) = yo.
Cél: az xy + h pontban az y fiiggvényérték becslése (2 nem nagy).

1. Taylor modszer (hatvanysorok modszere)

1 1 1
y(x+h) =~ y(x) + hy'(0) + §h2 y'(x) + §h3 y )+ .+ —h" ¥ (x)
. n.

Példa: iy = —xy” (y'(x) = —xy*(x)) és y(0) = 2. Ennek ismeretében hatdrozzuk meg y(0.1) értékét!

Megoldas: Ahhoz, hogy y(0.1) értékét kozelitsiik, el6szor is meghatarozzuk a hA-t: 0.1 — 0 = 0.1.
Tehat h = 0.1.

A Taylor médszer szerint, ha legalabb az els6 négy taggal szeretnénk kozeliteni y(0.1) értékét, akkor
meg kell hatdroznunk y els6 harom derivaltjit, melybdl az elsd a feladat megadasakor meg lett adva.
Igy mindossze a masodik és harmadik derivaltat kell kiszamolnunk:

Y = (—x?) = - - x2yy’ =~ - x2y(—xp?) = 7 + 22

y" = (—y2 + 242 y3), = 2yy +4x y3 +2x?% 3y2 y = -2y (—xyz) +4x y3 + 2x?% 3y2 (—xyz) = 2)6‘1/3 +
4xy’ - 6x3 y* = 6x1° — 63 i

Ezeket figyelembe véve

y(0) =2

y'(0)=-0y7(0)=0

y'(0) = —y*(0) +2- 0*y*(0) = —y*(0) = -2° = —4
y"(0)=6-0y°0)~6-0°y*0) =0

A kapott értékeket visszahelyettesitve azt kapjuk, hogy

0.12(-4)

1 1
y(O.l)%2+0.1~O+§O.12~(—4)+60.13~0=2+ =1.98

Ehhez képest a pontos megoldés (mivel tudjuk, hogy y = =)

2 2
0.1) = = = =1.9802.
vO-D =1 or =101 -

Altaldban azonban nem tudhatjuk, hogy mennyire dolgoztunk j6l.




2. Euler médszer (érintok modszere)

Felhasznéljuk, hogy tga = %’, melybdl d = tga - h adédik. Egyuttal a tangens fliggvény definici6
szerint az x, pontbeli érint6 meredekségét, és igy derivaltjat is megadja: tga = y'(xp). A kettd
egyiittesen azt mutatja, hogy
d=h-y'(xp) ésmivel y = f(x,y(x)), ezértd = h - f(xo, y(xp).

Azy, =ylxo+h) =yo+d=1yo+h- f(xo,y(xo), melyet ha iterdlunk:
Yt = Yn + 1+ [0, y(x,)), ahol y(x,) = y.
Az x, az xy-tol nh tdvolsagra van, azaz x, = xo + nh

Példa: i = 3x+ %, y(0) = 1, h = 0.05, y(0.1) =?

Megoldas: xo = 0, yy = 1 értékek leolvashatok.

y1 =y(0.05=1+0.05-3-0+1%)=1.05

y> = y(0.1) = 1.05 + 0.05 - (3 - 0.05 + 1.05%) = 1.112625
A sort birmeddig tudnank folytatni.

3. Runge-Kutta tipusi modszerek

r = l-rendd eset: maga az Euler-mddszer

r = 4-edrendd eset képlete: y; = yo + %(kl + 2k, + 2k3 + k4), ahol
ki = h- f(x0,Yo0)

ko =R f(xo+ 4,50+ 3)

ks =h f(xo+ 5,50+ %)

ke =h- f(xo+ h,yo + k3)

Példa: i = 3x+ 4%, y(0) =1, h = 0.1, y(0.1) =?

Megoldas: A képletek szerint

ki =0.1-3-0+1%)=0.1

ky =0.1-f(0.05,1+%) =0.1-(0.05,1.05) = 0.1 - (3-0.05 + 1.05%) = 0.12525

ky =0.1-£(0.05,1 + %122) = 0.1 - £(0.05,1.062625) = 0.1 - (3 - 0.05 + 1.062625%) = 0.12792

ky = 0.1+ £(0.1,1.12792) = 0.1 - (3 - 0.1 + 1.12792%) = 0.15722 A ky, ..., k4 értékeket felhaszndlva
azt latjuk, hogy y; = y(0.1) = 1 + £(0.1 +2-0.12525 + 2 - 0.12792 + 0.15722) = 1.12726



