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Matrixok sajatértékei, sajatvektorai

Definicio: Legyen A € C™" tetszSleges matrix. A A € C szdmot az A matrix sajatértékének, az
x € C" (x # 0) vektor pedig a A sajatértékhez tartozo sajatvektornak nevezziik ha Ax = Ax teljesiil.

Azaz a sajatvektort az x — Ax leképezés sajat hatdsvonalan hagyja.

Alkalmazasok:

o f0irdnyok, melyekben csak huzofesziiltségek ébrednek, melyek nagysdga éppen a sajatérték

e Page Rank algoritmus internetes oldalak rangsoroldsara.

Definicio: A det(A — AE) = 0 egyenletet az A matrix karakterisztikus egyenletének nevezzik. A

determinéns kifejtésével kapott n-edfoku polinomot pedig karakterisztikus polinomnak.

Példa:
13 1-21 3 )
A= , det(A — AE) = =(1-2D2-1)-3-2=2"-31-4=0.
2 2 -1
/7.1:4, /12:—1.

A karakterisztikus polinom zérushelyei a métrix sajatértékei.
Tétel: Egy A € C™" matrixnak a multiplicitdsokat is figyelembe véve pontosan n sajatértéke van.
Tétel: Ha x a A sajatértékhez tartozo sajatvektor, akkor minden 7 € C \ {0} esetén ¢ - x is az.
Definicio: Egy matrix sajatértékeinek 0sszességét a matrix spektrumanak nevezziik.

Definicio: Legyen A € C™". A spektralnormdja:

Al = \/AT - A vagy A - AT legnagyobb sajatértéke

13 o2 . 5 7
A= R Al = Al A=
2 2 3 2 7 13

‘:(5—/1)(13—/1)—7~7:/12—18/1+16.

Példa:

7 13-21




18+ V182 -4-16 18+ V260 18 +16.1245
2 B 2 B 2
A, = 17.06225 A, = 0.93775

Al = V17.06225 = 4.1306

/11,2 =

Tételek a sajatértékekkel kapcsolatban

(1) A sajatértékek szorzata a matrix determindnsaval egyezik meg.

(2) A sajatértékek Osszege a matrix nyoma (trace), azaz a f6atlobeli elemek Osszege: tr(A) =
Ai+...+4,.

(3) Egy maétrix akkor és csak akkor invertdlhatd, ha egyik sajitértéke sem zérus.

(4) Egy maétrix akkor és csak akkor pozitiv definit, ha minden sajatértéke pozitiv.

(5) Ha az A métrix sajétértékei A;, Ao, . . ., 4,, akkor A* sajétértékei 2%, 45, ..., AL,
Ugyanis A*v = A(A(--- A(Av))) = A*v, mivel minden egyes 1épésben egy Av tag étirhaté Av
alakba beliilrdl kifelé haladva.

(6) Ha A invertdlhat6 és A egy sajatértéke, x pedig a A-hoz tartozé sajétvektor, akkor A~'-nek egy
sajatértéke L és x a hozz4 tartoz6 sajdtvektor.
Mivel Av = Av, ezért v = A~ Av, melybdl }lv = Ao

(7) Diagonadlis és haromszog matrix esetén a sajatértékek megegyeznek a f6atldbeli elemekkel.

A sajatértékek elhelyezkedése

Tétel: Legyen A az A matrix tetszGleges sajatértéke. Indukalt matrixnorma esetén fenndll a || < [|A]|

egyenldtlenség.
Bizonyitas: |A] [|x]| = ||Ac|| = ||Ax]| < [|A]l||x]]. Mivel ||x|| # 0, ezért oszthatunk vele.

Gersgorin tétele: Legyen

n

A€ Cnxn’ r, = Z |Cl,‘j|
Jj=1, j#i

€sD; ={ze€C : |z—ay <r}i=12,...,n (Gersgorin-korok). Ekkor az A métrix minden A
sajatértékére fenndll, hogy A € U, D;.

Bizonyitas: Legyen v # 0 egy tetszdleges A sajatértékhez tartozo sajatvektor. Az Av = Av egyenlet-

rendszernek vegyiik azt az egyenletét, ahol |v;| maximalis:

n n

/ll)i = E Clijl)j = a;v; + E ClijUj.

j=1 Jj=1, j#i



n n n n
|Av; — a;ivil = (A = a;)vi|l =14 — ;| [vi] = Z a;jvj| < Z a;;vi| < Z la;jl lvi| = |vj] Z |a;;l
j=1, j#i j=1, j#i =1, j#i j=1, j#i
Mindkét oldalt osztva |v;|-vel:
n
A —a;l < Z la;;| = r;,
=1, ji

tehat A benne van a D; korlemezben, azaz a D;-k egyesitése (unidja) az 0sszes sajatértéket tartalmazza.

A hatvanymodszer

A sajatértékeket nehéz kiszamitani, illetve gyakran nincs is sziikség az Osszes sajatértékre, hanem
csak egyre. A Von Miesestdl szarmazo eljards a legnagyobb abszolut értékli (domindns) sajatértékek
és a hozz4 tartozo sajatvektorok eldallitdsara szolgal.

Tegyiik fel, hogy A € R™" sajatértékei valds szamok, és egyetlen legnagyobb sajatérték van: |4;| >
[Aa] > 3] > ... > |4,

Jelolje x; a A;-hez tartoz sajatvektort, és legyen v'® olyan vektor, mely felirhaté a sajatvektorok

linedris kombinacidjaként ugy, hogy x; is szerepel a felirdsban:
©0) _
V'V =X taryXxp +... X,

ahol a; # 0.

Képezziik a v» = Av*=D = Ak© vektorsorozatot:
D = Av? = Al x1+@xa+. . A @ux,) = QIAX F@AXs +. . A AX, = AL X+ X0+ . @A,

Illetve

k k
A A
o0 = Ap*D = alxllfxl + aleéx2 +otadix, = Alf (a/lxl + an (/1—?) Xo+ ...+, (—”) x,,)
Igazolhat, hogy ha v® i-edik koordinétdja nem 0, akkor
D
i

a v™® sorozat pedig a A;-hez tartozé sajitvektorhoz tart.

Megjegyzés: A hatvanymoddszer algoritmusa a |1, /4| nagysagrend;jétdl fiiggd konvergencia sebes-

séggel rendelkezik. A médszer erésen érzékeny a v¥ kezdvektor megvalasztasdra is.



Az inverz hatvanymodszer

Ha A~!-re alkalmazzuk a hatvanymddszert, akkor A~! domindns sajitértékének meghatarozédsa utén
reciprokvétellel kapjuk A legkisebb abszoltt értéki sajatértékét, hiszen kordbban szerepelt, hogy ha
A sajatértékei || < |45 < ... < |4,|, akkor A~! sajatértékei:
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A QR-modszer

Definicio: Legyenek A, B € C™". Azt mondjuk, hogy az A és B matrixok hasonléak, ha van olyan
T € C™" invertalhat6 matrix, hogy B = T~'AT.

Tétel: Hasonl6 matrixok sajatértékei megegyeznek. Ha x az A métrix sajatvektora, akkory = T-'x a

B sajatvektora.

Bizonyitas: Ax = Ax-bdl kivetkezik, hogy T'Ax = AT 'x, melyet kiegészitve mindkét oldalon
T T-'-gyel az x tag el6tt: T'ATT'x = AT 'TT'x adédik.

Csoportositva ezeket: (T'AT)(T 'x) = A(T~'T)T ' x).

Felhaszndlva, hogy B = T~'AT: B(T 'x) = A(T 'x).

Ha bevezetjiik az y = T~'x jelolést, azt kapjuk, hogy By = Ay, vagyis y = T~'x valéban a B sajatvek-

tora.

Tétel (négyzetes matrix QR-felbontasa): Minden A n X n négyzetes matrix el6all A = QR alakban,

ahol Q ortogonalis matrix (azaz Q7 Q = E) és R felsé haromszdogmatrix.
Egy matrix QR-felbontédsat leggyakrabban Gram-Schmidt ortogonalizécids eljardssal hatdrozzak meg.

A QR-médszer: Altaldnos eljirds egy matrix osszes sajatértékeinek meghatdrozasara.

A} = A = QiR (nem elfelejtendd, hogy a Q-k ortogonélisak, a R matrixok pedig fels6 haromszog-

matrixok).
Az A, = R, Q; matrix hasonlé A;-hez, azaz A-hoz, mert R| = QIlAl és A, = Ql‘lAlQl.
Ezért az Ay = Ri—10k-1 = OkRy (k = 2,3,...) sorozat minden eleme hasonlé A-hoz, igy a sorozat

elemeinek ugyanazok a sajatértékei.

Ezt a sorozatot haszndlhatjuk a sajatértékek meghatdrozdsara: bizonyos feltételek mellett az A; sorozat
foatlobeli elemei a sajatértékekbdl allo vektorokhoz kozelitenek:

A =A= QiR

Ay =RiQ1 = Ry

A3 = R,0, = O3Rs.



Tehat minden 1€pésben felbontjuk az aktudlis ortogondlis és felsé hdromszogmatrix szorzatara,

melyet a kovetkez6 1épésben forditott sorrendben szorzunk dssze. Az igy kapott szorzatot tjra felbon-

2 2

tjuk. Az igy kapott sorozat f6atlobeli elemei elemenként tartanak az eredeti A métrix sajatértékeihez.



