NUMERIKUS MODSZEREK
BEVEZETES A NUMERIKUS MODSZEREKBE

ELBADAS JEGYZET — 2020. NovEMBER 10.

KESZITETTE: DR. NAGY NOEMI

Newton mddszer (folytatas)

Tétel (A Newton mdédszer konvergenciaja): Tegyiik fel, hogy teljesiilnek az alabbiak:

(1) f € C*a,b], azaz f kétszer folytonosan differencialhaté [a, b]-n.
(2) f'(x) #0é&s f"(x) # 0, ha x € [a, b], ugyanis
ha f’(x) = 0 lenne, akkor x-ben az érint6 parhuzamos lenne az x-tengellyel és
ha f”’(x) = 0 lenne, akkor x-ben inflexids pont lenne, igy eze esetekben megakadna az iter4cio.
(3) f(x) = 0-nak van megoldasa [a, b]-n, azaz f(a) - f(b) < 0.
(4) xo € [a, b] kezd6pont vélasztdsa: olyan pontot kell valasztanunk, mely [a, b]-beli és f(xy) és
f"(xp) elgjele azonos, azaz f(xy) - f"'(x9) > 0.
Ha az (1)-(4) feltételek teljesiilnek, akkor az x, pontbdl inditott
S ()
)

sorozat az f(x) = 0 egyetlen [a, b]-beli x* megoldasdhoz konvergal és érvényes az aldbbi hibabecslés:

Xk+1 = Xk

M
e — x| < 2_(xk+1 - x0)%
m
ahol M > |f”(x)| és 0 < m < f’(x) minden x € [a, b] esetén.

Bizonyitas: Ha f'(x) # 0 (x € [a, b)) teljesiil, abbdl az kovetkezik, hogy az f fliiggvény szigorian
monoton, ezért az f(x) = 0 egyenletnek egyetlen megoldasa van.

[’ és f” eldjelei alapjan négy esetet kiilonboztethetiink meg:

e f szigorian monoton névekvd és konvex
e f szigortian monoton névekvd és konkav
e f szigorian monoton csokkend és konvex

e f szigortian monoton csokkend és konkav

7 2z

Ezek hasonldan targyalhatok, ezért csak az elsd esetet vizsgéljuk (itt az f fliggvény els6é €s masodik
derivaltja is pozitiv):

o xo-t a (4) feltétel miatt gy kell megvalasztanunk, hogy xy > x*

e a konvexitds miatt (azaz hogy az érint6 a gorbe alatt van): x; > x*, hiszen az x;-k az érinték

z€rushelyei az x tengelyen



e a sorozat képzési szabalya miatt (monotonitdsi tulajdonsag) x; < x;_;

e x; sorozat csokkend €s alulrdl korlatos, vagyis l1étezik a hatarértéke €s korlatos.

Ahhoz, hogy az utolsé pontot igazoljuk, jelolje ¢ az (x;) sorozat hatarértékét. Ekkor az

Y= - S (X1
S (X1
iteracioban ha vessziik minden x; és x;_; hatartértékét, ezek r-nek adédnak, azaz
_. SO
A0
Némiképp atrendezve azt kapjuk, hogy
@
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0-hoz tart, azaz f(¢) = 0. De mivel az adott intervallumon egyetlen megoldds van, és ez x*, igy t = x7,

azaz lim x;, = x".

A hibabecslésre vonatkozé képlet igazoldsdhoz Taylor polinomokat fogunk felirni x;-kal (els6foki)

az x* kozépponttal:

L Fx) = f(x7) + f () = x7), c €la,b]
xx-ban mésodfoki Taylor polinom x;_; koriil:
IL. FO0) = ) + /)0 = ) + 5200 - xn)?,  d€a,b]
Az 1. egyenletben nyilvan f(x*) = 0, a II. egyenlet jobb oldaldn az els6 két tag Osszege szintén 0,
hiszen az
Y= X — S (X1
I (X

mindkét oldaldt megszorozva f(x;_1)-gyel

S - x = /(1) - Xaer — f()
adddik, melyet atrendezve és f’(x;—;)-et kiemelve az
JO1) = = f (r) - (= Xim1)
egyenletet kapjuk. Tehat

Fxim) + f/(xmt) - O = x21) = 0.

Ebbdl adéddan az 1. és 1. egyenletek a kovetkez6 alakra redukdlédnak:

L S = f(©)(x — x7), c € [a,b]
IL. foo) =52 -xa?, delab]
Ezeket 6sszevetve azt latjuk, hogy
, o J'(d)
SO —x7) = ) (X — X-1)’
Ha a kapott egyenletet f”(c)-vel osztjuk és vessziik mindkét oldal abszolit értékét:

144 d M
- x| < 2|]|€f’((c))|l(xk - x-1)’ < %(Xk - X-1)’

Megjegyzés: A modszer a leggyakrabban hasznalt mddszer egyenletek megolddsanak kozelitésére,

|x
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tekintettel a hibabecslésbdl ad6d6 négyzetes konvergencidra, aminek kdszonhetden altaldban gyorsan

a keresett gyok kozelébe jut az iterdcids sorozat.

Fixpont iteracio

Itt f(x) = O helyett x-et kifejezziik: x = g(x) alakban vizsgaljuk az egyenletet. Példaul ilyen a
Jacobi- és a Seidel iteracio is.

Legyen x( a kezd6pont. Ekkor x; = g(xp), x, = g(x), stb. Altaldnosan: x; = g(xe_1).

Tétel: Tegyiik fel, hogy g(x) folytonos [a, b]-n és a fiiggvény értékei [a, b] kozott vannak: a < g(x) <
b, ha x € [a, b]. Ekkor x = g(x)-nek van legalabb egy megoldasa.

Definicié: Legyen g(x) folytonos [a, b]-n (g € Cla, b]). Azt mondjuk, hogy g kontrakci6 (6sszehtizas)

az [a, b] intervallumon, ha létezik olyan 0 < g < 1 szdm, hogy

lg(x1) — g(x2)| < glx1 — X2

minden x;, x, € [a, b] esetén.
A definici6 szerint ez azt jelenti, hogy a pontok képei kozelebb vannak egymdshoz, mint maguk a

pontok.

Tétel (Banach-féle fixpont tétel: Ha g(x) € Cla,b], a < g(x) < b (x € [a, b]) és g(x) kontrakcid
[a, b]-n, akkor pontosan egy fixpont 1étezik [a, b]-ben.

Példa: g(x) = x kontrakcid [1, 1]-en:
1
Xt — 5] = 1(x1 = x2)(x1 + x2)| < |1 = xa] |31 + xa| < b -

mivel x; + x; < %

Azonban a [0, 1] intervallumon ez a leképezés méar nem lenne kontrakcid, tehat az intervallum fontos.
Tétel: A g(x) € Cla, b] kontrakcié az [a, b] intervallumon, ha max cj, 4 lg'(x)| = g < 1.

Tétel: Tegyiik fel, hogy g(x) folytonos fiiggvény az [a, b] intervallumon, azaz g(x) € Cla, b]. Tovabba
g értékei a és b kozottiek (a < g(x) < b) minden x € [a, b] esetén és g kontrakcid [a, b]-n (0 < g < 1).

Ekkor minden xy € [a, b] esetén az

=g, k=12,
sorozat az x = g(x) egyenlet [a, b]-beli x* megoldasdhoz konvergal.
Hibabecslés: )
I — x| < e = xp—1| < X1 = xol-
1-¢g 1-¢g

Utébbi képletet ritkdbban hasznaljuk. Egyuttal észrevehetjiik, hogy a Jacobi-iterdcié hibaképlete

ugyanez. A két médszer hasonl6 elven miikodik.
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Megjegyzés: Amit keresiink, az az x +— ¢g(x) leképezés fixpontja (x*), azaz az x = g(x) egyenlet

megoldasa.

De honnan tudjuk, hogy g kontrakci6?

Tétel (a kontrakcio eldontésére): Tegyiik fel, hogy g € C'[a, b]. Hag = |g’(x)| < 1 minden x € [a, b]

esetén, akkor g kontrakci6 [a, b]-n, g kontrakcids tényezdvel.

Példa: x> — x — 2 = 0 megoldésa fixpont iterdciéval.

Els6ként szamitsuk ki a pontos megoldédsokat:

1+ \/1+8_1¢3
2 2

X12 =

Tehdt a megoldasaink: 2 és —1. Ezek koziil keressiik a 2-t.

Elsd 1épésként fejezziik ki x-et: x = x> — 2 = g,(x). Ennek deriviltja: g)(x) = (xX*=2Y =2x ¢ 1,
tehat ez nem kontrakcid.

Ha x-et masképpen fejezziik ki: x = Vx+2= go(x) (x > 0).

Tehat most g(x) = Vx + 2, ami x € [0, +oo[ esetén szintén a [0, +oo[ intervallumba esik.

g (x) = 2\/1? < 2( <1,hax>0. Igy max |g'(x)| = —= 7 < 1 kontrakcio.

Maga az iteracio, példaul az x, = 7 pontbol 1ndulva.
=\V7+2=

X, = V3+2=2236
= V2.236 + 2 = 2.058

Xy = V2.058 +2 =2.0144

Ha a —1-et keresnénk, vizsgdlhatndnk az x = — Vx + 2 alakot az x €] — oo, 0] intervallumon.

Nemlinearis egyenletrendszerek megoldasa

Tekintsiink egy n egyenletbdl all6 n ismeretlenes egyenletrendszert az aldbbi alakban:

Silxi,x2, ..., x,) =0

Jo(x1, X2, ...,x,) =0
Ez roviden az F(x) = 0 formdban is felirhat6, ha F : R" — R” tipust fiiggvényt, x az ismeretlenekbdl
all6 vektort, a jobboldali 0 pedig az n dimenzids zérusvektort jeloli. A tovdbbiakban az egyvaltozds f
figgvénnyel felirt f(x) = 0 egyenlet kozelitd megoldasdra szolgdlé Newton-mddszer dltaldnositasat
adjuk meg az egyenletrendszer esetére. Az egydimenzids esethez hasonldéan egy alkalmasan vélasz-

tott x@ € R" kezdeti vektorbdl indulva eléllitunk egy x* sorozatot, mely reményeink szerint az

egyenletrendszer megoldasdhoz konvergél. Ehhez az egyes fi(xi, x2,...,x,) = 0 skalaregyenleteket
linearizdljuk az x® = [x,x",...,x"]” € R pontban, azaz az els6foki Taylor polinomokkal



helyettesitjiik a baloldalon 4ll6 kifejezéseket:
50
ook k Kok k k
filxnxa, o) & [0 X0, a0y + Z aﬁ(x( ),x;),...,x,g))(xj —xi.)).
=10

A gradiens vektor alkalmazdséval a fenti kozelités tomorebben is kifejezhetd:

i) = fix®) + VAT (x - x®)

Jox) = fux®) + V£, )T (x = x)

ahol Vf,(x®) jeloli az i-edik skalér fiiggvény gradiens vektorét (azaz az f; fiiggvény parcialis de-

///////

linearizalt egyenletrendszer

fl(x(k)) + VA (x(k))T(x _ X(k)) ~0

Six®) + VAGO (x = x0) =0
megold4sat. Ennek a linedris egyenletrendszernek a megolddsa szolgéltatja az x**1 vektort, azaz a
kovetkezd iteraltat a megoldashoz kozelitd vektorsorozatban.
Az F fiiggvényt és
VAEO)T

T = [aﬂx)]

dc; ij=1

V fux®)T

Jacobi-matrixat haszndlva még tomorebben leirhatjuk a fenti linearizdlt egyenletrendszert:
F(x®) + 1) (x = x®) = 0.
Ennek megoldésat az x**V vektort az x véltoz6 kifejezésével kapjuk:
A D =y _ [J(x("))]_l FO®)y  (k=0,1,...).

Az {x(“} sorozat el6z6 formuldval val6 elballitdsat nevezziik Newton-mddszernek. Amennyiben a
skalar szammal val6 osztést tigy tekintjiik, hogy az az inverzével (reciprokdval) balrdl torténd szorzast
jelent, akkor tokéletes analogidt kapunk a képlet és az egydimenzids Newton-modszer

J(x)

I (x)

iteracios formuldja kozott. Ugyanigy az algoritmusok kozott is, annyi eltéréssel, hogy a gyakorlatban

Xk+1 = X —

soha nem invertdljuk a J(x*®) Jacobi-métrixot. Helyette a F(x®) + J(x®)(x — x®) = 0 linedris

egyenletrendszert oldjuk meg valamely alkalmas mddszerrel.

Példa: Hatdrozzuk meg Newton-moédszerrel az x> + y* = 2 egyenlet( kor és az x> — y> = 1 egyenleti

hiperbola els6 siknegyedbe esd metszéspontjanak a koordinatdit.

Megoldas: A megoldandé egyenletrendszert F'(x) = 0 alakba irva és az x; = x, x, = y helyettesitést

alkalmazva:



¥+x-2=0
2 2 _
x—x—-1=0
Az
filxy, xp) = x% + x% -2
flx,x) =x— x5 — 1
rendszerhez tartozd Jacobi matrix:
2x1 2X2 ]

X1 —2)C2

J(x1,x) = [

Mivel elsé siknegyedbeli megoldést keresiink, ezért a kezdovektor mindkét koordindtdjat pozitivnak

NOp !
1

Ezért a linedris egyenletrendszer aktudlis alakja:

valasztjuk. Legyen

F(x9) + 76X (x = xX) = 0,

amibd] majd x-et kifejezve megkapjuk x;-et. Az x¥ vektor behelyettesitésével kapott egyenlet:

Bt

A vektor-matrix miiveleteket elvégezve az alabbi linedris egyenletrendszer adddik:

2)61 +2X2 =4
2x1 —2)62 =1

A rendszer megoldésa adja az x") vektor két koordinatajat:

|12
0.75

Az egyenletrendszer jelenlegi alakja:
FY) + 7 M)(x - xV) = 0,

melybe behelyettesitve az x1 vektort:
0.125 N 25 15| |(x—-125 |0
0 25 -1.5]|[x%-075] |0

2.5x; + 1.5x, = 4.125
25x1—=15x =2

Elvégezve a miiveleteket az

egyenletrendszert kapjuk, melynek megoldasa

o _ |12
0.7083
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Ezutan x®-t kell djra az egyenletrendszerbe helyettesiteni és megold4dsaként megkapjuk a kovet-

kez0 iteraltat:

o _[12247
0.7071

Ez a vektor mar a 4 tizedesjegyig pontos kozelitése a metszéspontnak. Errdl Ggy gydzddhetiink
meg, hogy elemi tton megoldjuk az eredeti egyenletrendszert. A kor és hiperbola egyenletének
osszeaddsdval a 2x? = 3, azaz x> = 1.5 egyenletre jutunk, amib8l x = + V1.5 és visszahelyettesitéssel
kapjuk, hogy y = + V0.5.

Az el6jelek Osszes lehetséges kombindcidjaval négy megoldast kapunk, koziiliik az alabbi pont esik
az els6 siknegyedbe:

V0.5

. [vis
X =
0.70710678

[1.22474487]



