OPTIMALIZALAS

KESZITETTE: DR. NAGY NOEMI

1. LLINEARIS EGYENLETRENDSZEREK MEGOLDASA PIVOTALASSAL

sz 7

Az Ax = b linedris egyenletrendszer pivotdldssal torténé megolddsa sordn az egyenletrendszert
tablazatos forméba rendezziik és minden egyes egyenlethez hozzarendeliink egy-egy e;-t (bazis). Igy
a tablazatunk fels6 sordban az x; ismeretlenek, az elsé oszlopban pedig az e;-k fognak szerepelni.

A mddszer sordn baziscseréket fogunk alkalmazni. A béaziscsere a kovetkez6 1€pésekbdl all:

e a pivotelem (p) kivélasztdsa (nem nulla érték)
e a pivotelem helyére a reciprokét irjuk (1/p)

e a pivotelem sordban osztunk p-vel

e a pivotelem oszlopaban —p-vel osztunk

e atobbi elem helyén a téglalapszabélyt alkalmazzuk: x helyére x — 2 keriil, ahol @ a pivotelem

p
sordnak és x oszlopdnak metszetében 1€vS elem, b pedig a pivotelem oszlopdnak €s x sordnak

metszetében 1évl elem.

Az algoritmust addig folytatjuk, amig mar tobb e;-t nem tudunk az elsé oszlopbdl kivinni.
Megjegyezziik, hogy amennyiben kézzel oldjuk meg a feladatot, érdemes 1-et vagy —1-et vdlasztani

pivotelemnek, mivel igy a kovetkezd pivottabldban sem fog tort megjelenni.

1.1. Példa. Adott az alabbi Ax = b egyenletrendszer. Oldjuk meg az egyenletrendszert pivotalassal,

valamint hatdrozzuk meg az egyiitthatomatrix determindnsat és inverzét!

=2x1 + xo + OX3 =-5
—10x; + 5x — x3 = =23
Ox; +X2—2X3 =5

Megoldas. Elsd 1épésként irjuk at az egyenletrendszert matrixos alakba:

-2 1 0 -5
A=|-10 5 -1|, b=|-23
0o 1 -2 5

Ezt kovetden készitsiik el az induld pivottablankat:

X1 X2 X3 b
€ -2 1 0 -5
e | -10 5 -1|-23

e3| 0 1 =-2| 5
1
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Legyen az elsd pivotelemiink az e; — x, metszetében 1év6 elem (1) és a baziscsere utdn irjuk be ennek

reciprokat:

X1 €3 X3 b
€
(%)
X 1/1

A sordban a pivotelemmel, az oszlopdban a (—1)-szeresével osztunk:

Xy e3 X3 b X, ez x3|b
e 1/(=1) e -1
=
e 5/(=1) e -5
x| 0/1 1 -2/115/1 |0 1 =215
Majd a tobbi értéket szamoljuk ki a "téglalapszabaly" segitségével:

X €3 X3 b X1 e3 x3| b

el 2—% -1 —% —5—% er| -2 -1 2 |-10
=

er|-10-% -5 —]-=23]-23_23 er|-10 -5 9 | -48
X 0 1 -2 5 x| 0 1 =-2|5

Majd djabb pivotelemet vélasztunk. Azonban most mar figyelniink kell, hogy a pivotelem csak e;

sordbdl és x; oszlopokbdl valaszthato.
Megjegyezziik tovdbba, hogy amennyiben az egyiitthatomatrix inverzét nem kérné a feladat, az e;

oszlopot torolhetnénk is.

Legyen a kovetkezd pivotelem az e; — x3 metszetében allo 2:

X es e | b X e3 el b
X3 1/2 % =2/2 -1/2 1/2 -10/2
€ € 9/(=2)
X2 X2 -2/(=2)
X1 €3 (4] b
x| -1 -1/2 1/2 | -5
=
() —9/2
X 1
A tobbi értéket a "téglalapszabaly" segitségével szamoljuk:
X es el b X e3 el b
X3 -1 -1/2 1/2 -5 _ x|—-1 —-1/2 1/2 | -5
e | -10-22 520 g/ | 43210 er| -1 —-1/2 -9/2|-3
X022 e s C0E x|-2 0 1 |-5
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Az utolso pivotelemiink az e, — x; metszetében taldlhatd: —1

%) e e |b e e3 e b
X3 ., M (-D/1
x| 1/(=1) x| =1 (=1/2)/(=1) (=9/D/(=1) | (=3)/(=1)
X x| (=2)/1
(23 e3 el b e e3s e | b
R e e e D el B R e N 1 e B U I
x| -1 1/2 9/2 3 xi| -1 1/2 9/2| 3
X[ -2 -2 OB 5 ) x[=2 1 101

Miutédn a bazis mar "tele van" x-ekkel, eljutottunk a megoldashoz, mar csak annyi dolgunk van, hogy
leolvassuk azt:

A megoldast az elsé €s utolsé oszlopbdl olvashatjuk le:

b
X1:3

X3 |- -2
il xy =1

Xy |- 3
X3:—2

Xy |- 1

Az egyiitthatomaétrix determindnsa a kovetkezd képlettel adodik:
det(A) = pivotelemek szorzata - (—1)cserek szima

A cserék szama ugy értendd, hog megnézziik az utolsé kapott tdbldban az indexet az elsd sorban
(2,3, 1) vagy els6 oszlopban (3, 1, 2) és megszamoljuk, hogy hany szomszédos elem cseréjével tudjuk
ezeket sorba rakni, azaz (1,2, 3) sorrendbe rendezni.
PL: (2,3,1) — (2,1,3) — (1,2, 3) két cserét jelent.
Ugyanigy a (3,1,2) — (1,3,2) — (1,2, 3) szintén két csere.

Tehdt az egyiitthatémadtrix determindnsa: det(A) = 1-2-(=1) - (=1)> = -2.

A métrix inverzének meghatarozasdhoz az utolsé pivottdbla sorait €s oszlopait kell rendezni (ey, e,

e3 €s x1, Xy, x3 a megfeleld sorrendbe tételével):

€ €3 €] ey e e3
x3|—-1 0 5 x119/2 -1 1/2
==
x| -1 1/2 9/2 x| 10 =2 1
x| -2 1 10 x|l 5 -1 0
Tehat az A matrix inverze:

9/2 -1 1/2

inv(A)=A"'=|10 -2 1

5 -1 O

Akar egy egyszert szorzéssal ellendrizhetnénk is, hogy a kapott métrix tényleg A inverze-e (hiszen
A-A7' = E = A7'. A), de ezt most mell8zziik.
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1.2. Példa. Pivotdlassal hatdrozzuk meg az aldbbi egyenletrendszer bazismegoldasait!

2X1+5X2—X3+3X4:—2
—X1+2X2+X3:3

—4)61 — X2+ 3x3—3x4 = 8

Megoldas. A bazismegolddsok valdjaban azt jelentik, hogy minden lehetséges véltozatban be kell
vinniink az ismeretlenjeinket a bazisba. Azonban els6 fazisban elegendd, ha egy bazismegoldashoz

eljutunk (amennyi x-et csak tudunk, bevisziink a bdzisba), majd ennek segitségével (ezt tovibbsza-

molva) tudjuk a tovdbbi bazismegolddsainkat meghatdrozni.

Mivel latjuk, hogy a feladat minddssze a bazismegoldasokat kéri, ezért majd amint kikeriilt a bazis-

bol valamelyik e;, annak oszlopat elhagyhatjuk.

A feladat megoldédsdhoz el6szor készitsiik el a pivottdblankat és toltsiik fel a megfeleld értékekkel:

X1 X2 x3 x4 | b
et 2 5 -1 3|2
ea|-1 2 1 0|3
e3|-4 -1 3 -3
Legyen a pivotelemiink a tabldzat egyetlen egyese (e, — x3 metszete) és szamoljuk ki a kovetkezd
tablat (a 1épéseit most mdr nem irom le részletesen):
X Xo e x4 | b
er| 1 7 1 3
x|-1 2 1 013
es| -1 -7 -3 -3|-1

Ahogyan az eldljaréban felvazoltuk, elhagyhatjuk e, oszlopat és tovabb szamolhatunk a kovetkezd

pivotelemmel (mondjuk az e; — x; metszetében 1€vo 1-gyel):

X1 X2 X4 b €1 X2 X4 b

€] 1 7 3 1 X1 1 7 1
-

X3 -1 2 0 3 X3 1 9 4

e3 | -1 =7 -3 |-1 e[ 1 0 010

Ismét elhagyjuk az e; oszlopot €s azt latjuk, hogy az e; sordban kizardlag O értékek szerepelnek.

Xy x4 | b
x| 7 3|1
x3]19 314
e3| 0 010
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Ez azt jelenti, hogy ha visszairnank az utolsé egyenletet, akkor az a kdvetkezOképpen nézne ki: Ox; +

Ox4 = 0, azaz 0 = 0. Tehat az utolso sor is elhagyhat6:

‘ X2 X4 ‘ b
X1 7 3 1
x309 3|4

Megjegyezziik, hogy amennyiben valamelyik sorban azt latjuk, hogy az x-ek oszlopaiban 0, b
oszlopaban pedig 0-tdl kiillonboz6 érték szerepelne, akkor az azt jelenti, hogy az egyenletrendszer
ellentmonddsos, igy nincs megoldésa.

Azonban ez a helyzet itt nem all fenn, leolvashat6 az egyenletrendszer egyik bazismegoldésa:
Amennyiben valamelyik valtozé a bazisban szerepel, annak értéke a b oszlopdban lathato,
amennyiben a bézison kiviil szerepel, az értéke O lesz.

Ez tehat az elsd esetben azt jelenti, hogy az elsd bazismegoldasunk:

X]ZI
‘XQ X4‘b
XZZ()
X1 7 3
X3:4
x3|9 3|4 0
X4 =

A tovébbi bazismegolddsok szdma a kovetkezd képlettel hatdrozhaté meg:

bazisban szerepld elemek szama
ismeretlenek szdma

4
Jelen esetben ez ( 5 ) = 6. A bazismegolddsok ugy kaphatok meg, hogy a fenti tdblazat minden

elemét pivotelemnek valasztjuk (ez 4 4j tablat jelent), az utolsé elem pedig az lesz, ahol x,-t és x4-et
irjuk a bazisba.

® x| — X, cseréje:

X1 = 0
| x| b % =1/7
x| 1/7  3/7 | 1/7 o = 19/7
x| =917 -6/7[19/7 ;_O
4 =
® x| — x4 cseréje:
X1 = 0
‘ X2 X1 ‘ b
X2:O
x4 | 7/3 1/3|1/3
X3:3
x3| 2 =113
xy=1/3
® X3 — X, cseréje:
x; =-19/9
‘ X3 X4 ‘ b
)C2:4/9
x1 | =7/9 6/9]-19/9 0
X2 =
x| 19 3/9| 4/9 }

X4:O
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® X3 — x4 cseréje:

X1 = -3
‘ X2 X3 ‘ b
Xy = 0
x|-2 -1]-3
X3 = 0
xg | 3 1/314/3
Xq4 = 4/3
e utolso tabla (pl az el6z6 tabldban az x; — x; cseréjével):
X1 = 0
X X3 b
X, =3/2
x| =1/2 1/2 | 3/2 0
X3 =
3/2 -7/6|-19/6 *
xg | 3/ / / e = —19/6

Leellendrizhets, hogy ezek mind megoldasai a feladatban szerepld egyenletrendszernek.
2. ALTALANOS ALAKU LINEARIS PROGRAMOZASI FELADAT STANDARD ALAKURA HOZASA

A linedris programozasi feladat sordn bizonyos linedris feltételek teljesiilése mellett kell egy linedris
fliggvény szE€lsdértékét (minimumat vagy maximumat) meghatdroznunk, azaz megtaldlnunk azokat az
x; ismeretleneket, melyek eleget tesznek a feltételeknek és ekozben a célfiiggvény felveszi - a feladat
tipusatdl fiiggden - a maximumat vagy minimumat.

Egy dltaldnos alaku linedris programozasi feladat a kovetkez6képpen néz ki:

o afeltételeink linedris egyenlGtlenségek, azaz "<", ">" vagy "=" dllhat a két oldal kdzott, egyéb
megkotés nincs

e az ismeretlenekre nem feltétleniil van korlatoz6 feltétel (esetleg pozitivnak vagy negativnak
irjuk el6 6ket)

e a célfiiggvényiink maximumat €s minimumat is kereshetjiik.

Ez sajnalatos moédon megneheziti az optimalis érték meghatarozasat, ezért ha ilyen feladattal taldl-
kozunk, érdemes els6ként a feladatot standardizélni (standard alakra hozni).

A standard alaku linedris programozasi feladat a kovetkez6képpen néz ki:

e A-x=b(b2=20)
e x>0
e ¢'x — max

Ezek a feltételek mar joval 4ttekinthetobbé teszik a feladatot é€s ebben az alakban mar a megoldasuk

is konnyebb (a médszert maga késébb keriil ismertetésre).

A standard alakra hozas 1épéseit a kdvetkezd példa sordn irjuk le:

2.1. Példa. Hozza standard alakira a kovetkezs linedris programozasi feladatot:
Sx14+2x+3x3>2
—Xx1 + 5%, + 2x3 = =5
X|—2x+x3 > -3

x1 £ 0, x; elojelkotetlen, x3 > 0
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2x1 — 2Xxy + X3 —min

Megoldas. Amint latjuk, a feladat nem standard alaku, hiszen a feltételeink némelyike nem egyen-
16ség, az egyenletek €s egyenlGtlenségek jobboldaldn helyenként negativ értéket latunk, az x-ekre

vonatkoz6 el6irasok sem mindig "> 0"-k, valamint a célfiiggvény minimumaét keressiik.

o Az elsd 1épésben azokat az egyenleteket szorozzuk (—1)-gyel, ahol a jobboldalon negativ

értékek szerepelnek. Ugyanezt tessziik a célfiiggvénnyel is, ha annak minimumat keressiik:

5x1+2x +3x3 > 2
X —5x—-2x3=5

X1 +2x—-x3<3
X150, ,eR, x3>0

—2x1 + 2x7 — X3 —max

o A kovetkezd 1épésben az ismeretleneket vessziik kezelésbe:
Amennyiben valamelyik x; ismeretlenre az a feltétel, hogy "< 0", ott bevezetiink egy x; = —x;
véltoz6t, mely mar > 0,
valamint ha valamely x; értékre nincs feltételiink, azaz elGjelkotetlen, két uj valtozot (x; x}’)
vezetiink be s x; helyére az x, — x7/ kifejezést irjuk, ahol x’, x7 > 0, hiszen barmely szdm

eldéllithat6 két pozitiv szam kiilonbségeként.

Itt most az els6 és masodik véltozo helyett kell 4j valtozdkat bevezetniink: x| = —x;, x; =
X, — x5

S(=x1) +2(xy — x)) +3x3 > 2
X1 = 5(x, —x))—2x3=35
—(=x) +2(x; —x))—x3 <3
X1, X5, Xy, x3 20
=2(=x1) + 2(x} — xJ) — x3 —»max

A zardgjelek felbontdsa utdn:

=5X1 +2x, = 2x5 +3x3 > 2
—X| = 5x, +5x5) —2x3 =5
X+ 2(x = 2x) —x3 <3
X1, x5, x5, x3 >0

2x) + 2x, — 2xJ — x3 —max

o Végiil a feltételeket kell atalakitanunk, hiszen a standard alaku linedris programozasi feladat
feltételei egyenloségek:
A "<" feltételek esetén hozza kell adnunk egy-egy 1j ismeretlent: +u;
A ">" feltételek esetén ki kell vonnunk egy-egy j ismeretlent: —v;
hogy az egyenlGtlenségeinkbdl egyenldségek legyenek. Természetesen az u €s v valtozok

nemnegativak. Igy a kovetkezd 1épésben maér a standard alakra hozott linedris programozasi
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feladatot l14tjuk:
=5X1 +2x, = 2x5 +3x3—v; =2
=X = 5x, +5x5) —2x3 =5
X +2(x5 = 2x) —xz3+tu3 =3
X1, X5, Xy, X3, 01,43 > 0

2x) + 2x5 — 2xJ — x3 —»max
3. LINEARIS PROGRAMOZASI FELADAT MEGOLDASA SZIMPLEX MODSZERREL

Amint az el6z6 rész végén lattuk, a feltételrendszer mar linedris egyenletekbdl all, melyet piv-
otadlassal konnyen meg tudndnk oldani. Ezzel azonban minddssze az egyenletrendszer bazismegolda-
sait tudndnk leolvasni, figyelmen kiviil hagyva a maximalizaland6 fiiggvényt és az ismeretlenekre
vonatkoz6 nemnegativitasi feltételeket.

Azonban a megoldést ugy is megkaphatjuk, ha a feltételrendszeriinket abrdzolni tudjuk (azaz két

ismeretlennel dolgozunk, hiszen az két dimenziéban még dbrazolhatd).

3.1. Példa. Egy anya kétféle szendvicset készit a gyermeke sziiletésnapi bulijara. Egy szalamis
szendvicshez 3 gramm vajra, 3 szelet tojdsra és 2 szelet szaldmira van sziikség. Egy sonkds szend-
vicsben 4 gramm vaj, 2 szelet tojas €s egy szelet sonka van. A szendvicskészités sordn rendelkezésre
all 100 szelet szaldmi, 40 szelet sonka, 170 szelet tojas és 220 gramm vaj. Melyik szendvicsbdl hany

darabot készitsiink ahhoz, hogy a szendvicsek szdma a lehetd legtobb legyen?

Megoldas. A feladat matematikai modellje:

3x; +4x, <220
3x; +2x, <170
2x; < 100
X, <40
X1, % >0

X1 + x, —>max

Megoldas grafikusan. Els6ként még nézziik meg, hogyan oldhaté meg a feladat grafikusan.
Ehhez els6ként dbrazoljuk a feltételeket. A feltételek dltal meghatarozott teriilet a lehetséges halmaz,
amelyen az optimadlis értéket (jelen esetben a célfiiggvény maximumat) keressiik.

A kovetkez6 oldalon 1évd dbran 1 négyzetracs 5 egységet jelent és a narancssarga vonalak jelolik a
feltételeket hatarol6 egyeneseket. A feltételek dltal meghatarozott teriileteket kék szinnel jeloltiik.

A feladat optimadlis értéke a lehetséges halmaz sz€lén (valamely csticspontjan vagy valamely hata-
rol6 szakaszon) taldlhatd. Ehhez célszeri meghatarozni (leolvasni) a csucspontokat és kiszamitani a
célfiiggvény értékét az adott csicspontban.

A masik lehet6ség, hogy a célfiiggvény egyiitthat6ibol készitiink egy vektort. Ez jelen esetben az
(1, 1) vektor lesz. Erre merdleges egyenest allitunk és maximalizdlas esetén ezt az ugynevezett "céle-

gyenest" felfelé toljuk a lehetséges halmaz hatdrdhoz, minimalizalés esetén pedig lefelé tolnank. Ahol
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ez az egyenes eléri a lehetséges halmaz hatérat - fiiggetleniil attdl, hogy a feladatban minimalizalunk
vagy maximalizdlunk -, az érintett pont lesz az optimalis megoldas.

Jelen esetben ez koriilbeliil az x; = 40, x, = 25 pontban van (lehet).

|
a2

[ 5 1
. Tedtétel
|3 et I I |
LI T LI

Megoldas szimplex médszerrel. A feladat szimplex moédszerrel is megoldhaté. Itt els6ként a te-
endbnk, hogy a "<" feltételeket egyenldséggé alakitsuk, azaz a baloldalon szerepld értékek minde-

gyikéhez hozzaadjuk u; nemnegativ értékeket:

3x1 +4x; + u; =220
3x1+2x +upy =170
2x1 + uz = 100
X + uy =40
X1, Xp, Uy, Uy, Uz, Uy > 0

X1 + X, —>max

A korabban leirt pivotalashoz képest a szimplex mddszer annyiban tér el, hogy itt méar célfiiggvényiink
is van:

Ha a célfiiggvény maximumot keres, a célfiiggvénynek "fenntartott" sorban —z, a célfiiggvényben
szerepl egyiitthatok, b oszlopaba pedig 0 {frando.

Minimumfeladat esetén a célfiiggvény sordban z, az egyiitthatok (—1)-szerese €s b oszlopaban 0 lesz.

A bevezetett u;-k rogton a bazisba keriilhetnek a pivottablaban:

X1 x| b
u | 3 41220
u, |3 21170
us | 20| 100
ugy | 0 1| 40
-z|1 1] 0
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A pivotelem vdlasztasa némiképpen bonyolultabb, mint kordbban, ahol minddssze annyi volt a

kikotés, hogy p # 0.

A nemnegativ (!!!) pivotelemet itt azokbdl az oszlopokbdl vélaszthatjuk, ahol az z (vagy —z) sordban

nemnegativ elem van és kiszamoljuk a b oszlop és az aktudlis oszlop hanyadosat. Ahol az adott

oszlopban ez a hdnyados a legkisebb, ott lehet a pivotelemiink. Minden nemnegativ oszlophoz tartozik

egy-egy pivotelem. Ezek koziil azzal a pivotelemmel szamolunk, amelyik szimpatikusabb szdmunkra

(példaul ha van 1 a lehet6ségek kozott, nyilvan azzal érdemes tovdbbszamolni).

X X b
uy | 220/3 220/4 | 220
u, | 170/3 170/2 | 170
uzy | 100/2  —— | 100
u, | —— 40/1 | 40
-z 1 1 0

X1 X b
u | — —— 1220
u | —— —— 1170
us | X —— 100
Ug | —— X 40
-z| 1 1 0

Tehat azt 1atjuk, hogy az u3 — x; metszetében 1évo 2 vagy az u, — x, metszetében 1év6 1 lehet a piv-

otelem. Legyen tehdt a pivotelem az utébbi. A kordbban tanult pivotdldssal kapjuk meg a kovetkezd

pivottablat:

Xy ug| b
u | 3 -4 60
u, | 3 =21 90
us | 20 | 100
x| 0 1] 40
-z 1 —-1|-40

A kovetkezd pivotelem (tekintve, hogy csak az elsé oszlop utolsé eleme nemnegativ), az elsé os-

zlopbdl keriil ki, ezért itt kiszdmoljuk a pozitiv értékeknél a hanyadosokat és kivalasztjuk koziiliik a

legkisebbet:
X1 Uy b X1 Ug b
u, | 60/3 ——1 60 u | X ——1 60
u, | 90/3 ——1 90 _ u | —— ——1 90
uz | 100/2 —— 1 100 us | —— —— 1 100
x| — -1 40 x| — ——| 40
-z 1 -1 | -40 -z| 1 —-11]-40
A kovetkezd pivotelem tehét az u; — x; metszetében 4ll6 3:
U Uy b
x| 1/3 —-4/3| 20
u, | -1 2 30
us | -2/3 8/3 | 60
x| 0 1 40
-z |-1/3 1/3 | =60
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Mivel ismét felbukkant az utolsé sorban pozitiv elem, ezért Gjabb pivotelemet vélasztunk.

Az algoritmust addig folytatjuk, amig az utols6 sorban nem lesz pozitiv érték (a b oszlopa ebbdl a

szempontbdl nem relevans).

U Uy b U Uy b
x| —— —— 20 x| — —=120
u, | —— 30/2 30 u, | — X | 30

—
us | ——  60/(8/3) | 60 u3 | — —— | 60
X | —— 40/1 40 X | —— ——1 40
-z |-1/3 1/3 -60 -z |-1/3 1/3 | -60

A kovetkezd 1€pésben tehat az u, — uy metszetében 1évo 2 lesz a pivotelemiink:

U Uy b
x| —1/3 2/3 | 40
ug | —1/2 1/2 | 15
us | 2/3 —-4/3| 20
x| 1/2 —=1/2| 25
-z|-1/6 -1/6 | —65

Amint latjuk a z sordbdl, ez mér az optimdlis tdbla, melynek értékei a kordbban tanult médon le-

7 oz

olvashatdk: az els6 és utolsé oszlopban szerepl6 értékeket kell 6sszevetni.

Figyelni kell arra, hogy amennyiben a b4zisban valamely x; érték nem szerepel, annak értéke O lesz.

A feladat megoldasa tehat: x; = 40, x, = 25 és a célfiiggvény értéke a —z = —65 alapjan z = 65.

4. LINEARIS PROGRAMOZASI FELADAT MEGOLDASA KETFAZISU SZIMPLEX MODSZERREL

4.1. Példa. Valaki egy diéta sordn a vas és C-vitamin sziikségletét citrombdl és almdbol kivanja
fedezni. A napi C-vitamin sziikséglet legalabb 500 egység, és minimum 1.2 mg vasra van sziiksége
a szervezetének. 100 gramm citrom 300 egység C-vitamuint és 0.2 mg vasat tartalmaz. 100 gramm
almédban 100 egység C-vitamin és 0.5 mg vas van. Az illetd ezekbdl legfeljebb 400 kaldridt szeretne
bevinni. 100 gramm citromban 50 kaldria van, 100 gramm almaban pedig 80. A zoldségesnél 1 kg
citrom 600 forintba keriil, 1 kg alma pedig 400 forintba. Melyikbdl mennyit vasaroljon, ha nem akarja

az eldirt kaloridt tullépni és a kiaddst minimalizdlni szeretné?

Megoldas. A feladat matematikai modellje:

0.2x; +0.5x, > 1.2
300x; + 100x, > 500
50x; + 80x, < 400
X1, X% >0

50x; + 40x, —»min
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A szamolds megkonnyitése érdekében a feltételeket egyszertsithetjiik (pl. az elso feltételt végigszo-
rozhatjuk 10-zel, a mdsodikat oszthatjuk 100-zal, a harmadikat pedig 10-zel). Ezzel a feltételrendszer

nem valtozik, de az egyszer(sités hatdsdra a szdmolas sordn valamivel konnyebb dolgunk lesz:

2x1 +5x0 > 12
3x1+x>5
S5x; + 8xy <40
X1, X >0

50X1 + 40x, —min

Megoldas grafikusan. Az alabbi dbran 1 racs 1 egységet jelol.

A feltételek altal meghatdrozott kozos részt kékkel jeloljiik, majd a célfiiggvénybdl készitiink egy
vektort (50,40) és az erre merdleges célfiiggvény egyenest lefelé toljuk a lehetséges halmaz hatarahoz.
Amennyiben az dbrank kellen pontos, leolvashatjuk az optimalis megoldast, mely varhatéan az x; =
1, x, = 2 pontban lesz, és értéke 50 - 1 + 40 -2 = 130.

%2
L~ 1
! { 2. feltetel |
— lehetséges
. N N I halmaz

- R, — \\
' 1. feltétel |
i [ remae

Megoldas kétfazisa szimplex modszerrel. A feladat megolddsdhoz elsd 1épésben a feltételrendszer-

bdl egyenletrendszert kell csindlnunk a kovetkez6 médon:

e < esetén a baloldalhoz u-t adunk
e = esetén a baloldalhoz u*-ot adunk

e > esetén a baloldalhoz —v + u*-ot adunk

hogy egyenleteket kapjunk (ezekre az uj valtozdkra szintén fennéll a nemnegativitdsi feltétel):

2x1+5x2—vl+u’f =12
3Ixp+xa—vp+uy =35
5X1 + 8xy + u3 = 40

X1, X2, U1, Uy, 02, Uy, u3 > 0

50X1 + 40x, —min

A kovetkez6 1épésben elkészitjiik a pivottdblankat. Itt a bazisba irjuk az u-kat és u*-okat, a tobbi elem

a bazison kiviil helyezkedik el.
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Amennyiben a tdbldban u* szerepel, a tdblank egy uj sorral, az igynevezett masodlagos célfiiggvény

sordval egésziil ki, ami az u* sorok dsszegeként all eld.

Mivel a feladat minimalizdl, ezért a célfiiggvény sordba z keriil és a célfiiggvényegyiitthatok (—1)-

szeresei.
X1 X2 U1 103 b
uy | 2 5 -1 0 12
u, | 3 1 0 -1 5
us | S 8 0 0 40
z | =50 -40 0 0 0
Z12+3 5+1 -1+0 O+(-1)|12+5

X X, v U | b
uy | 2 5 -1 0|12
u, | 3 1 0 -1]5
us | 5 8 0 0 ]40
z|-50 -40 0 O | O
|5 6 -1 -1|17

A pivotelemet a kordbbiakhoz hasonléan a nemnegativ oszlopokbdl valasztjuk, azzal a kiilonbséggel,
hogy az els6 fazis végéig a z* sordt nézziik. Tehdt jelen esetben az els6 két oszlopbdl keriilhet ki a
pivotelem.

Ezek az u; — x; metszetében 4ll6 3, valamint az uj — x, metszetében szerepld 5 lehetnek. Az utbbi
vdlasztasaval a kovetkez6 pivottabldhoz jutunk:

A tovdbbiakban a lehetséges pivotelemeket megvastagitjuk, a valasztott pivotelem pedig kék szinnel

lesz jeldlve.
X1 uy Uy Uy b
x| 2/5 1/5 -=1/5 0 | 12/5
wy | 13/ -1/5 1/5 -1 13/5
us | 9/5 -8/5 8/5 0 |104/5
z | =34 8 -8 0 96
| 13/5 -6/5 1/5 -1]| 13/5
Az u* oszlopot is elhagyhatjuk a kovetkezd tdbla szamitdsa elott:
X uy 0y b
x| 3 1 -1 |5
vy | 135 =5 |13
uy | =19 -8 8 0
z | 70 40 -40 1200
1 0 -1 0 0

A kovetkezd tdbla szdmitdsa el6tt Gjabb u* oszlopot hagyhatunk el. Tovabba azt is észrevehetjiik, hogy

a 7" sordnak végén az érték O-ra redukaldédott, ami azt jelenti, hogy az elsé fazis véget ért. Most mar

a kovetkezd pivotelem meghatarozdsakor a z sordt kell figyelembe venniink, z* sora el is hagyhato:

X1 05) b X1 vy v Uy b
x| 3 -1 5 x| 3 -1 5 x| =3/13 2/13 2
vy | 13 =51 13 = vy | 13 =51 13 = x| 1/13 -5/13 1
uy | —19 8 0 us | —19 8 0 us | 19/13 9/13 19
z | 70 —40 | 200 z | 70 —40 200 z | =70/13 —-170/13 | 130
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Amint lathat6, az utolso tabla mar optimadlis, melybdl leolvashat6 az x-ek és a célfiiggvény optimalis

értéke: x; =1, x, =2, z=130.

5. SPECIALIS LINEARIS PROGRAMOZASI FELADATOK

5.1. Példa. Egy épitd cég kétféle (A és B tipusu) épiiletet gyart. Az A tipusu épiileten a nyereség
4000 és 5000 dollar. Az A épiilethez 4000 m? lemez, 4 tonna acél, 300 m? tetGanyag és 200 m? beton
sziikséges, a B épiilethez pedig 5000 m? lemez, 3 tonna acél, 200 m? tetSanyag és 100 m> beton.
Azonban minddssze 32000 m? lemez, 24 tonna acél, 2000 m? tetdanyag és 1600 m> beton 4ll ren-
delkezésre évente. Milyen Osszetételben érdemes gyartani az épiileteket ahhoz, hogy maximalizaljuk

a nyereséget?

Megoldas. A feladat matematikai modellje:

4000x; + 5000x, < 32000 4x; + 5x, <32
dx; +3x, <24 dx; +3x, <24
300x; + 200x, < 2000 _ 3x;+2x, <20
200x; + 100x, < 1600 2x; + 1x, <16
X1, x>0 X1, x>0
4000x; + 5000x, —max 4000x; + 5000x, —max

Megoldas grafikusan. Az abran (1 racs 1 egységet jelol) latjuk a feltételek altal meghatarozott lehet-
séges halmazt. Azonban ha felirjuk a célfiiggvény egyiitthat6ibol a vektorunkat és arra merdlegest
allitunk, azt figyelhetjiik meg, hogy a lehetséges halmaz szélének nem egy pontjit, hanem egy egész
szakaszét fogja érinteni, hiszen két csicspontban is felveszi az optimdlis értékét: x; = 0, x, = 6.4 és

x1 =3, x, = 4 esetében is a célfiiggvény értéke 32000.

[afeheral [N | | I\ 1] 4 fettétel |

lehetséges
halmaz

L7/
/,

M_
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Ugyanis ha behelyettesitjiik a két pontot 4000 - 0 + 5000 - 6.4 = 32000 €s 4000 - 3 + 5000 - 4 = 32000
ugyanazt az eredményt adja. EbbdI kovetkezben a koztiik 1€vS szakasz is megolddsa a feladatnak,
hiszen a szakasz minden pontjan felveszi az optimélis értékét.

Altaldnosan az ilyen feladatok megoldasat A4, P, + A, P, + ... + A, P, alakban irhatjuk le, ahol a 4
értékekre vonatkozo kikotéseink a kovetkezok: A; + Ay + ...+ A, = 1€és A, A,..., 4, = 0.

Ez a harom feltétel egyiittesen a pontok konvex kombin4cidit irja le.

Megoldas szimplex médszerrel. Nézziik meg, hogy ez hogyan jelenik meg a szimplex mddszerrel
torténd megoldds esetén.
Elséként a feltételrendszerbe vezessiik be az 4j ismeretleneket, melyekkel egyenléségrendszert ka-

punk, majd irjuk fel az indul6 pivottablat.

Adx1 +5x, +up =32 X X b X U b
4x1 +3x +uy =24 u | 4 5 [32 x| 4/5 1/5 32/5
3x1 +2x +uz =20 Uy 4 3 24 u, | 8/5 -3/5 24/5
2x1 + 1xy +uy = 16 us | 3 2 120 us | 7/5 =2/5 36/5
X1, X, Uy, Un, Uz, Us =0 Uy 2 1 16 uy | 6/5 -1/5 48/5
4000x; + 5000x, —max -z | 4000 5000 O -z | 0 —=1000 | —32000

Amint az utolsé sorbdl latszik, ez mar az optimdlis tdbla, hiszen az utols6 sorban mar nem szerepel

pozitiv szam. Ha leolvassuk a megoldast: x; = 0, x, = 32/5, —z = —32000, azaz z = 32000.

Azonban az utolsé sorban szerepld 0 utal arra, hogy nem ez az egyetlen megoldas. Ha tovabb sz4-

molunk az u, — x; metszetében szerepld pivotelemmel, a kdvetkez6 tablahoz jutunk:

U U b
x| -1/2  1/2 4
x| 5/8 -3/8 3
us | -7/8 1/8 3
us | -3/4  1/4 6
-z| 0 —=1000 | =32000
Ez a pivottabla is optimélis, melybdl leolvasva a megoldast x; = 3, x, = 4, —z = —32000, azaz

= 32000.
A kovetkezd 1€pésben ha pivotelemet valasztanank, ugyancsak az x; —u, metszetét tudnank valasztani,

melynek kovetkeztében innentdl kezdve mar csak az utolsé két tabla kozott "ugralnank”.

5.2. Példa. Egy szabdsagban ingeket €s szoknydkat varrnak. Egy ingen 4, egy szoknyan 3 dollar
nyeresége van a vezetdnek. Egy ing 3 m anyagbdl 5 6ra alatt, egy szoknya 4 m anyagbdl 2 6ra
alatt késziil el. A cég vezetdje azt varja el az alkalmazottaktol, hogy a napi 10 6rds munkaidd alatt
legaldabb 4 ruhadarabot készitsenek el legfeljebb 12 m anyag felhaszndldsaval. Hény ing és hany

szoknya megvarrdasaval érhetd el egy alkalmazottndl a maximalis profit?
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Megoldas. A feladat matematikai modellje:

3x; +4x, <12

S5x;+2x, <10
xX1+x >4
X1, % >0

4x; + 3x, »max

Megoldas grafikusan. Az alabbi dbran kékkel az 1. €s 2. feltétel altal meghatarozott teriilet lathaté
a pozitiv siknegyedben, voros szinnel pedig a 3. feltételt teljesitd, pozitiv siknegyedbeli pontok

lathatok. 1 racs 1 egységet jelol.

Amint azt észrevehetjiik, a két teriiletnek nincs k6zos része, tehat a lehetséges halmaz iires.

| 2 fetétel | |

Megoldas kétfazisa szimplex médszerrel. Nézziik meg, ez az eset a szimplex mddszerrel hogyan
tlinik fel.

Elsé6 1épésként irjuk 4t a feltételrendszeriinket, bevezetve a sziikséges, Uj valtozokat, majd készitsiik
el az indul6 pivottablit:

X1 X U3 b X1 U U3 b
3x1+4x2+u1:12
u |3 4 0|12 x |3/4 1/4 0 | 3
Sx;+ 2xy +up, =10
u | S 2 0 ]10 u | 7/2 -1/2 0 | 4
X1+X2—U3+M;:4 Sl =i
w1 1 -1 w174 174 -1 1
X1, X, U, U, U3, Uy = 0
-z|4 3 00 -z|7/4 -3/4 0 | -9
4x; + 3x, »max
7|1 1 -1 4 | 1/4 -1/4 —-1] 1
175} u U3 b

X | -3/14 5/14 0 |15/7
x| 2/7 -1/1 0| 8/7
Wi | =1/14 =3/14 1| 5/7
—z| =12 =12 0 | -11
7| =1/14 =3/14 -1 5/7

Azt latjuk, hogy a z* sordnak utolsé értéke még nem nulla, tehat az els6 fazisnak nincs vége, azonban

az utolsé sorban mar csak negativ elemek szerepelnek, tehat nem tudunk pivotelemet vilasztani.
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5.3. Példa. Az el6z6 feladatban a szabdsdg vezetdje jutdnyos dron hatalmas mennyiségli anyagot
szerzett be, ezért eltorli az anyagfelhasznédldsra vonatkozé limitet és emellett minden dolgoz6tdl
megkdoveteli, hogy legalabb 10 6rat dolgozzon (felsd hatar a csillagos ég). A legalabb 4 ruhadarabra

vonatkoz6 el6irds megmaradt. Milyen 6sszetétel esetén érhetd igy el a maximélis nyereség?

Megoldas. A feladat matematikai modellje:

5X1 +2x, > 10
xX1+x >4
X1, X >0

4x; + 3x, »max

Megoldas grafikusan. Az aldbbi dbrdban egy racs 1 egységet jelol, kékkel jeloltiik a feltételek altal
meghatérozott teriiletet. Azt latjuk, hogy a célfiiggvény altal meghatarozott "célegyenest" a maximal-
izalas miatt felfelé kellene tolnunk a lehetséges halmaz hatardhoz, azonban mivel a lehetséges halmaz

feliilr6]l nem korlatos, nem lesz a feladatnak megoldasa.

N

|| 2 feitétel

Megoldas kétfazisa szimplex modszerrel. Szimplex mddszer esetén elsdként a feladat feltételrend-

szerét irjuk at egy kissé, majd ennek segitségével elkészitjiik az induld pivottablat:

X1 X2 U1 Uy b
Sx1+2x — vy +uy =10

uy | S 2 -1 0 |10

Xitx—untu;=4
= w, |1 1 0 -1]4

X1, X, U1, Uy, 02, 1ty >0
-z|4 3 0 01]0

4x; + 3x, »max

16 3 -1 -1|14

X uy v 0
up |3 -2 -1 2 2
= xn|1 1 0 -1] 4
-z| 1 -3 0 3 |-12
|13 -3 -1 2 2
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Elhagyjuk az u} oszlopat €s kiszamoljuk a kovetkezo pivottablat:

X U1 uj b
v | 3/2 -1/2 1)2
x| 5/2 —-1/2 1/2 | 5
-z |-7/2 3/2 -=-3/2|-15
4 0 0 -1 0

A 7" soranak utolsé eleme 0, tehdt az elsd fazis véget ért, a tovabbiakban z* sora elhagyhato, valamint

uj oszlopat is elhagyhatjuk. Azaz a pivottabldnk a kdvetkez0 tablava egyszeriisddik:

X U1 b
v | 3/2 -1/2
x| 5/2 —-1/2| 5
-z | =7/2 3/2 | -15

Az utolsé pivottdblank —z sora azt mutatja, hogy a masodik oszlopbdl még vdalasztanunk kellene
pivotelemet, mivel a masodik érték pozitiv. Azonban az oszlopban csak negativ értékek szerepelnek,
tehat pivotelem mégsem vélaszthato.

Az utolsé sorban szerepl6 pozitiv elem annak a jele, hogy még nem jutottunk el az optimadlis
megoldashoz, az aktudlis érték még nem optimum, azonban az, hogy mégsem tudunk pivotelemet

valasztani, annak a jele, hogy a lehetséges halmaz nem korlatos.

6. LINEARIS PROGRAMOZASI FELADAT DUALISA ES ERZEKENYSEGVIZSGALAT

A linedris programozasi feladat dudlisa a kovetkezd tdblazat segitségével irhato fel:

MAX MIN
>0 >
valtozok | el6jelkotetlen = feltételek
<0 <
> <0
feltételek = el6jelkotetlen | valtozok
< >0

A tablazat szerint egy linedris programozasi feladat dudlisanak célfiiggvénye ellentétes irdnyu, azaz
ha az tgynevezett primdl feladat maximumot keres, annak dudlisa minimalizél és forditva.
Nagyjabol ez ugy képzelhetd el, mint egy kétszemélyes jatékelméleti feladat: A két jatékos egymadssal
egy jatékot - akar egy ko-papir-ollo(-gyik-Spocko)t - jatszik. Az egyszerliség kedvéért amennyiben
ugyanazt mutatjak, egyikiik sem nyer, egyébként a nyertes 1000 Ft-ot nyer a masik jatékostol. Nyil-
vanvaléan mindkét jatékos célja, hogy minél tobbet nyerjen el a masiktdl, de erre tigy is gondolhatunk,
hogy az egyik jatékos helyébe képzeljiikk magunkat és amellett, hogy a sajat nyereményiinket maxi-
malizéljuk, egyuttal az ellenfél nyereményét minimalizalni akarjuk. A feladatot tovabb bonyolithatja,

ha a kiilénb6z6 péarok kiillonbozd értékiiek. Ebben az esetben is az els6 jatékos stratégidjara valaszul
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a mdsodik jatékosnak is meg kell hatdroznia a sajat stratégidjat. Ehhez a kiilonbozd nyeremények
szerinti feltételeket tudnak a jatékosok felirni. A végeredmény mindkét jatékosndl egy-egy straté-
gia lesz, azaz megkapjak, hogy melyik jelet milyen gyakorisdggal érdemes mutatni ahhoz, hogy a
nyereményiik minél nagyobb, illetve hogy a veszteségiik minél kisebb legyen.

Nézziink most egy konrét példat:
6.1. Példa. Irja fel az aldbbi linedris programozasi feladat duélisat!

S5x1+2x+3x3>2
—X1 + 5%, + 2x3 = =5
Xp—2x +x3 > -3
x1 <0, x; elgjelkotetlen, x3 > 0

2x1 — 2x, + X3 — min

Megoldas. A feladat dudlisanak felirdsahoz minden valtozobdl feltétel lesz és minden feltétel val-

toz6va valik. Ez azt jelenti, hogy

e x egyiitthatdi €s a rd vonatkoz6 eldjel szerinti el6irds fogjdk meghatarozni az elsd feltételt, az
x, egyiitthatéi és el6jele mutatja majd a masodik feltételt, stb.
o Az eredetileg a célfiiggvényben szerepld egyiitthatok a dudl feltételek jobb oldaldn 1évo érté-
kek lesznek.
o A kiilonbozo feltételekhez y; véltozokat kell bevezetniink. A feltételekben szerepld megkoté-
sek (>, =, <) hatdrozzdk majd meg az adott y; el6jelét.
o Az uj célfiiggvény egyiitthatdi a primal feladat feltételeinek jobb oldalan szerepld értékekbdl
adodnak.
Tehat a dual feladat:
Sy —ya+ys 22
2y1 + 5y - 2y3 = -2
B3y1+ 2y, +y3 < 1
y, = 0, y, elgjelkotetlen, y; > 0
2y; — Sy, — 3y; —max
Miutan a dual feladat felirdsara mar ismerjiilk a modszert, nézziikk meg, hogyan torténik egy dudl
feladat megoldédsanak leolvasdsa az optimalis tdbldbol, valamint végezziink érzékenységvizsgalatot a
kapacitasokra és a célfiiggvény-egyiitthatokra. Tovabba vizsgdljuk meg, hogyan a szimplex mddszer
hogyan reagdl arra, ha a kapacitdsok vagy célfiiggvény-egyiitthatok egyiittesen véltoznak.
Ehhez felirjuk a feladat szovegét, a matematikai modellt €s az optimdlis tablat is, hogy a lényegre
koncentralhassunk.
Megjegyezziik tovabbd, hogy az optimdlis tdbldban sziikség van (lehet) a torolt u* oszlopokra is,

ezeket a b oszlop mogé irjuk fel.

6.2. Példa. A tavoli jovSben a vizsgakra kiilonbozo izesitésti tudastablettak bevételével is fel lehet
késziilni. Egy spenétos tabletta elfogyasztidsa 10%-kal, egy eperizii tabletta elfogyasztdsa 7%-kal

noveli a hallgat6 tuddsat. (Tehat 4 spendtos €s 5 epres tabletta esetén a tananyag 75%-anak lennénk
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a birtokaban.) Egy spenotos tabletta 2000, egy eperizii tabletta 1500 forintba keriil. A tuladagolas
elkeriilése érdekében a két tablettabdl Osszesen legfeljebb 8 darab vehetd be, és arra is iigyelniink
kell, hogy legaldbb annyi eprest vegyiink be, mint spenétost (az utdbbi nem tul kellemes ize miatt).
Milyen Osszetételben vasaroljuk a tablettakbdl, ha a lehetd legkevesebbet szeretnénk kolteni és 51%

a sikeres vizsga teljesitésének feltétele?

A matematikai modell: Optimalis tébla:
X1 —x <0 U vy b u;
X1 +x <8 X 7/17 -1/17 3 1/17
10x; + 7x; > 51 up 3/17 2/17 2 -2/17
X1, % >0 x| —10/17 -1/17 3 1/17
2000x; + 1500x, — min z | —1000/17 -3500/17 | 10500 | 3500/17

a) Irja fel a feladat dudlisét és hatdrozza meg annak megoldésat!

b) Végezzen érzékenységvizsgalatot az elsd kapacitdsra (spendtos és epres tabletta szdmanak kiilonb-
sége)!

c) Végezzen érzékenységvizsgalatot a masodik kapacitdsra (bevehetd tablettdk darabszdma)!

d) Végezzen érzékenységvizsgalatot a harmadik kapacitdsra (sikeres teljesités szazaléka)!

e) Mennyivel kellene a sikeres teljesités szdzalékat modositani, hogy az elkoltott 6sszeg 17%-kal
csokkenjen?

f) Mennyire véltozhatna a sikeres teljesités szazaléka, ha az eredetihez képest 40%-kal tobbet kolt-
hetnénk?

g) Legfeljebb hiny szazalékkal novekedhet az elkoltott Osszeg a sikeres teljesités szazalékanak meg-
véltoztatasdval?

h) Végezzen érzékenységvizsgalatot a spendtos tabletta arara!

i) Végezzen érzékenységvizsgélatot az epres tabletta ardra!

j) Hogyan valtozik az optimalis tabla, ha a kapacitasok (0, 8,51)-r6l (1, 10, 61)-re véltoznak?

k) Hogyan valtozik az optimélis tdbla, ha a célfiiggvény-egyiitthaték (2000, 1500)-r61 (2035, 1535)-ra

véaltoznak?
a) megoldasa. A feladat dudlisa:

Yy +y, + 10[/3 <2000
-y +y+ 7y3 < 1500
Y1, Y2 < O’y?) > 0
Oy; + 8y, + Sly; —»max

A dudl feladat megoldasa is leolvashat6 az optimalis tdblabol azzal, hogy itt nem a b oszlopbdl olvas-
suk le az x-ek értékeit, hanem z (vagy —z) sordbdl, nagyon iigyelve rd, hogy ott z vagy —z szerepel-e,
hiszen ettdl fiigg, az érték (—1)-szeresét kell-e venniink. (—z esetén vessziik az értékek (—1)-szeresét, z
esetén mar maga az érték latszik.) Tovabba megjegyezziik, hogy a tablazatban szerepld u-k megfelel-

nek a dudl feladatban szerepld y-oknak:
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y1(= ur) = —1000/17, y»(= uz) = 0, y3(= u3) = 3500/17. A célfiiggvény optimdlis ért€ke: 10500.

y, értéke azért 0, mert u, az els6 oszlopban van, mi pedig most z sordbdl olvastuk le az értékeket.

b) megoldasa. Az els6 kapacitdsra vonatkozé érzékenységvizsgalat elzetesen annyit jelent, hogy az
els6 feltételben O helyett O + A szerepel.
Ez az optimdlis tdbldban minddssze annyit fog jelenteni, hogy b oszlopanak helyére b + A - u; fog

keriilni, azaz:

u 0 b+ -u u;
X 7/17 -1/17 3+4-7/17 1/17
Uy 3/17 2/17 24+ 4-3/17 -2/17
x| -10/17  —1/17 34 1-(=10/17) 1/17
z | —1000/17 -=3500/17 | 10500 + A - (-=1000/17) | 3500/17

Azonban ebben a tdbldban is teljesiilnie kell, hogy a b oszlopaban negativ ért€k nem szerepelhet,
vagyis:

3+4-7/17 >0,

2+1-3/17>0,és

3+1-(-10/17) > 0.

Megoldva az egyenl6tlenségeket, a kovetkezd feltételeket kapjuk a A-ra vonatkozdan:
A>-=51/17,

A > -=34/3,

21/10 > A.

Ezek egyiittesen a A € [-51/7,21/7] intervallumon teljesiilnek.

Ekkor z = 10500 — 1000/17 - A .(Ez szerepel ugyanis z — b metszetében.)

¢) megoldasa. Amennyiben a masodik kapacitasra (8 értékére) szeretnénk érzékenységvizsgalatot
végezni, a b + A - u, oszlopot kellene elkésziteniink, de amint l14athaté u, oszlopunk nincsen, hiszen
u, a bazisban szerepel. Viszont el tudjuk késziteni az u, oszlopat, méghozza ugy, hogy az u, értéke

mindentitt 0 lesz, kivéve ott, ahol u, sordt nézziik. Azon a helyen az érték 1:

U U1 b u; Uy
X 7/17 -1/17 3 1/17 0
U 3/17 2/17 2 =2/17 | 1
x; | —10/17 -1/17 3 1/17 0
z | —1000/17 -3500/17 | 10500 | 3500/17 | O
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Igy mir el tudjuk késziteni a b + A - u, oszlopot:

Ui U b+ u u; Uy
X1 7/17 -1/17 3+4-0 1/17 0
U, 3/17 2/17 2+4-1 =2/17 |1
x| —10/17 -1/17 3+4-0 1/17 0
z | —1000/17 -3500/17 | 10500 + A -0 | 3500/17 | O

A b oszlopban tovdbbra sem szerepelhetnek negativ értékek (z sorat kivéve), igy tovéabbra is fennall-

nak a feltételek, melyek megold4sai:
3+44:-0>20 = A1€R

241120 = A>-2

341:-0>0 = A€eR
A harom feltétel k6zos része: A > —2, ahol z = 10500 + 4 - 0 = 10500.

Ez azt jelenti, hogy ha legfeljebb 2-vel csokkentjiik a 8 értékét (vagy tovabb noveljiik azt) a masodik
feltételben, akkor az optimalis érték 10500 marad.

d) megoldasa. A harmadik kapacitas megvaltoztatdsa azt jelenti, hogy 51 helyett 51 + A lesz, azaz

az optimdlis tabldban b helyén b + A - uj lesz:

U Uy b+ A-u u;
X 7/17 -1/17 3+4-1/17 1/17
up 3/17 2/17 2+A4-(=2/17) =2/17
x| —10/17 -1/17 3+4-1/17 1/17
z | —1000/17 -3500/17 | 10500 + A - 3500/17 | 3500/17

Tovébbra is teljesiil, hogy a b oszlopaban nem szerepelhet negativ érték:

3+1-1/17>20 = A1>-51
2+44-(2/17) 20 = 1722
3+1-1/17>20 = A1>-51

A feltételek k6z0s része: A € [-51, 17], amikor z = 10500 + A - 3500/17.

e) megoldasa. Amennyiben a teljesités szazalékat kivanjuk vizsgdlni, akkor erre a kapacitasra kell
elvégezniink az érzékenységvizsgdlatot. Amint latjuk, a d) pontban ezt a kérdést mar megvélaszoltuk:
A€ [-51,17], z = 10500 + A - 3500/17 Az elkoltott 0sszeg 17%-kal torténd csokkentése azt jelenti,

hogy a fenti z értéknek az optimalis érték 83%-aval kell megegyeznie:

10500 - 0.83 = 10500 + A - 3500/17
8715 = 10500 + A - 3500/17
-1785 = 1-3500/17
-8.67=241
Azt kaptuk eredményiil, hogy ha 17%-kal csokkentjiik az optimalis értéket, azaz a tablettakra szant

osszeget, akkor az 51%-os kovetelményt 8.67%-kal kellene csokkenteni.

Mivel a kapott érték benne van a [-51, 17] intervallumban, ezért ez a lehetdség kivitelezhetd.
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f) megoldasa. Ebben az esetben is a sikeres teljesités és az optimalis érték kapcsolatat vizsgaljuk,
ezért sziikkség van az érzékenységvizsgdlat soran kapott eredményre: A € [-51,17], z = 10500 + 1 -
3500/17 és az optimalis értékre: 10500.

Ha a keretiink 40%-kal nagyobb, az azt jelenti, hogy

10500 - 1.4 = 10500 + A - 3500/17
14700 = 10500 + 4 - 3500/17
4200 = A -3500/17
204 =24

Sajnos a kapott érték nem esik bele a [-51, 17] intervallumba, ezért az optimadlis érték ilyen mértékd

megvdltoztatdsa kizdr6lag a harmadik kapacitds megvaltoztatdsdval nem kivitelezhetd.

g) megoldasa. A kérdést a kovetkezdképpen kell értelmezniink:

10500 - (1 + a/100) = 10500 + A - 3500/17 A€ [-51,17]
a baloldal akkor a legnagyobb, ha 4 = 17
10500 - (1 + a/100) = 10500 + 17 - 3500/17
10500 - (1 + a/100) = 14000
1+a/100 =4/3a=100/3

Az elkoltott Osszeg legfeljebb 33.3333%-kal novekedhet, ha a teljesitési feltételt a lehetd legmagasab-

bra novelik.

h) megoldasa. Amennyiben a célfiiggvény egyiitthatdjat valtoztatjuk, az a célfiiggvény (z vagy —z)
sordban fog megjelenni a kovetkezdképpen:

Amennyiben valamelyik x; egyiitthatojat A-val véltoztatjuk, a célfiiggvény sora z + A - x; lesz. Ez azt
jelenti, hogy ha z szerepelt a sor elején, akkor z + A - x; lesz helyette, —z esetén pedig —(z + 4 - x;) =
—z — A - x;. (Tehét az eldjelre nagyon oda kell figyelni.)

A spendétos tabletta drdra vonatkozdan tehét az alabbi tablat kapjuk:

U U1 b u;
X 7/17 -1/17 3 1/17
u 3/17 2/17 2 =2/17
X2 —-10/17 -1/17 3 1/17
z+A-x; | —1000/17 + A -7/17 -=3500/17 + A-(=1/17) | 10500+ A -3 | 3500/17 + A - 1/17

Az utols6 sorban szerepld értékekre tovabbra is fenndll, hogy nem pozitivak, kiillonben tovabb kellene

szamolni a tablazatot:
—-1000/17+A-7/17<0 = A<1000/7

-3500/17+4-(-1/17) <0 = -3500<4
Igy A € [-3500, 1000/7] esetén a 10500 + A - 3 lesz az optimalis érték.
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i) megoldasa. Itta z + A - x, sor keriil a z helyére:

u U1 b u;

X1 7/17 -1/17 3 1/17

U 3/17 2/17 2 -2/17

X -10/17 ~1/17 3 1/17

z+Ad-x | =1000/17 + A-(-10/17) -=-3500/17 +A-(-=1/17) | 10500+ A -3 | 3500/17 +A-1/17

A feltételek tehat:
—-1000/17+A-(-10/17) <0 = -100<2
-3500/17+A-(-1/17) <0 = -3500<4

A két feltétel altal meghatarozott kozos feltétel —100 < A, amikor z = 10500 + A - 3.

j) megoldasa. Amikor a kapacitdsok egyiittesen valtoznak, az is konnyen megvaldsithaté az opti-
malis tdbla ismeretében. A valtozas itt is csak a b oszlopban fog megjelenni:

Az u sorok és oszlopok elé irjuk le az uj értékeket, a tobbi valtozo elé 0-kat. b értékei a kovetkezdkép-

pen kaphaték meg:
1 0 61
u U1 b M;
0 x 7/17 -1/17 0+7/17-1+(-1/17)-0+1/17-61 1/17
10 u, 3/17 2/17 10+3/17-1+2/17-0+(=2/17) - 61 -2/17
0 x| -10/17 -1/17 0+(-10/17)-1+(-1/17)-0+1/17-61 1/17
z | —=1000/17 -=3500/17 | —=1000/17 - 1 + (-=3500/17) - 0 + 3500/17 - 61 | 3500/17
Kiszamitva b értékeit:
U vy b u;
X1 7/17 -1/17 4 1/17
) 3/17 2/17 3 -2/17
x| —10/17 -1/17 3 1/17
z | —1000/17 -=3500/17 | 12500 | 3500/17

k) megoldasa. A szamitds a kapacitasértékek valtozasahoz hasonld. A legfébb kiilonbség, hogy a
véltozasok a z (vagy —z) sordban jelennek meg. Eppen ezért oda kell figyelni, hogy éppen z vagy —z
szerepel az utols6 sorban.

Az yj tabla kiszamitdsandl az x sorai elé beirjuk az uj egyiitthatokat, x oszlopai elé pedig az 0j egyiit-

thatok (—1)-szereseit. Majd a kovetkez6képpen hatdrozzuk meg a z 0j értékeit:

0 0 0

U U1 b u;
2035 x| 7/17  —=1/17 |3 | 1/17
0 w | 3/17 2/17 |2 |=2/17
1535 x, | -10/17 —-1/17 |3 | 1/17

< <1 22 23 24
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21=0+7/17-2035+3/17-0+ (-=10/17) - 1535 = —65

22=0+(=1/17)-2035+2/17 -0+ (=1/17) - 1535 = =210
73=3-2035+2-0+3-1535 =10710
24=0+1/17-2035+(=2/17) -0+ 1/17 - 1535 = 210

Tehat az 1) tdblazat:

U U1 b u;
x| 7/17  =1/17 3 1/17
u | 3/17  2/17 2 =2/17
x | —10/17 -1/17 3 1/17
b4 —-65 =210 | 10710 | 210

Ismételten felhivjuk a figyelmet, hogy az utolsé sorban a z €s —z kozotti kiillonbség a sor minden
értékében megjelenik, hiszen z esetén a fenti szimoldssal megkapjuk a sorbeli értékeket, azonban —z
esetén a fenti médon megkapott eredmények (—1)-szeresei keriilnek a —z sordba.

Tovabba megjegyezziik, hogy az utolsé két részfeladat alkalmas arra is, hogy a kapott b oszlopdban

27 z

és/vagy z vagy —z sordban 1év0 értékeket ellendrizziik.

6.3. Példa. Adott az alabbi tablazat

szerelési koltség eladdsi ar anyagkoltség
T, 1 2 1
T, 4 3 5
T5 8 8 2

Mennyit gyértsunk az egyes termékekbdl, ha a szerelési koltséget minimalissa szeretnénk tenni, de a

bevétel legyen legaldbb 360 pénzegység tigy, hogy az anyagkoltség éppen 100 egység legyen?

A matematikai modell: Dudlis feladat: Optimdlis tabla:

2)61 + 3)62 + 8)63 > 360 2[/1 +y, < 1

Xa C1 b uy u;
X1+ 5x +2x3 = 100 3y1 + 5_1/2 <4
x3| =7/4 —=1/41 40 | 1/4 -1/2
X1, X2, x3 >0 8y; + 2y, <8
] 17/2 1/2 | 20 | -1/2 2
x; + 4x, + 8x3 — min y, = 0, y, eldjelkotetlen
z | =19/2 -3/21340| 3/2 -2

360y, + 100y, — max
Primél optimélis megoldds: Dudl optimdlis megoldas:
x1=20,x%=0,x=40 y;=3/2, y,=-2
z =340 z =340
a) Végezzen érzékenységvizsgalatot az eladasi arra!
b) Végezzen érzékenységvizsgdlatot az anyagmennyiségre!
¢) Hogyan valtoztassuk meg a felhaszndlhaté anyagmennyiséget, hogy a szerelési koltség 5%-kal
csokkenjen?

d) Végezzen érzékenységvizsgalatot az elsd termék szerelési koltségére!



26

7 LINEARIS PROGRAMOZASI FELADAT DUALISA ES ERZEKENYSEGVIZSGALAT

a) megoldasa.

X5 Cq b+ A-uj uy u;
x3| =7/4 -1/4| 40+ 1-1/4 1/4 -1/2
x| 17/2 172 1204+A-(-1/2) | -1/2 2
z | —=19/2 =3/2| 340+A-3/2 | 3/2 =2
40+4-1/4>0 = A>-160

20+4-(-1/2)>20 = 40>4

A €[-160,40], z=340+1/2-2

Ekkor x; =40 —-1/2-2, x, =0, x3 =40+ 1/4-4
Példaul A = 20 esetén: x; = 30, x, =0, x3 =45, z =350

b) megoldasa.

X5 Cq b+ -u; uy u;
x3| =7/4 —-1/4{40+A-(-1/2)| 1/4 -1/2
x| 17/2  1/2 20+4-2 -1/2 2
z | —19/2 =-3/2| 340+ 4-(-2) | 3/2 -2

40+1-(-1/2)>20 = 80>4
20+2-22>20 = 4>-10

A €[-10,80], z=340-24

Ekkor x; =20 +24, x, =0, x3=40-1/2-4

¢) megoldasa. A szerelési koltség jelenleg 340, melynek 95%-a (5%-kal csokkentett érték) 340 -

0.95 = 323.

Masrészt b) részfeladatban meghataroztuk, hogy z = 340 — 24, ezért
340 — 24 =323

2A=17
A=28.S5

A kapott érték beleesik a fenti intervallumba, tehat 8.5-tel kell az anyagmennyiséget novelni.

d) megoldasa.

X C1 b uj u;
X3 =7/4 -1/4 40 1/4 -1/2
X 17/2 1/2 20 -1/2 2
2+ A-x | =19/2+4-17/2 =3/2+A1-1/2|340+2-20|3/2+A-(-1/2) -2+1-2

-19/2+4-17/2<0 = A<19/17

-3/2+4-1/2<0

= A<L3

Ekkor x; =20, x, =0, x3 =40

A <19/17, z =340 + 204
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7. HIPERBOLIKUS PROGRAMOZAS

Hiperbolikus programozasi feladat esetén az eredeti feladatunk feltételeit "<" és "=" alakba ren-
dezziik és egy
c'x+d
elx+ f

alaku hdnyados széls6értékét keressiik keressiik az x; > 0 feltételek mellett.

Tehat a hiperbolikus programozasi feladat dltalanosan a kdvetkez6képpen néz ki:

Gx<h
Ax=b
x>0

I x+d
el x+f

— max

Nyilvan természetesen ad6do feltétel még, hogy a célfiiggvény nevezgjében pozitiv érték szerepel.
A hiperbolikus programozési feladatok atirdsa linedris programozasi feladatta torténd atirdsa a
kovetkezSképpen torténik:
Elsd 1épésként 1j valtozokat vezetiink be:
Xi 1
Yi= r ¢ L
el'x+f el'x+f

Ezek segitségével a kovetkezo linedris programozasi feladatot kapjuk:

Gy—ht<0
Ay—bt=0
ely+ ft=1
y=>0,r>0

cTy + dt — max

T
¢’ x+d T _x +dl _

elx+f ¢ el x+f elx+f

Az atiras érvényessége a célfiiggvény esetén konnyen latszik, hiszen
cly +dt.
Az 1j feltételek tgy adodnak, hogy az eredeti Gx < h és Ax = b feltételeket osztjuk az eredeti

célfiiggvény nevezGjével, majd behelyettesitiink és atrendezziik az egyenletet vagy egyenlStlenséget.

Az ey + ft = 1 feltétel érvényessége onnan ldthat6, hogy ugyancsak helyettesitjiik az y; és t értékeit,

cov ol _ T _«x 1 _ elxtf
1gy e y+ft_ ¢ el x+f +feTx+f T oelxtrf T 1

Masrészt a bevezetett y; ismeretlenek és a t érték kozott felirhatd az x; = y;/t kapcsolat, igy az

eredeti hiperbolikus programozasi feladat megoldasat egyszerti hanyadosként megkaphatjuk.

Nézziink erre konkrét példat:

7.1. Példa. Oldjuk meg a kovetkezd hiperbolikus programozasi feladatot:
—X1+2x+x3>4
X +x3=06
X+ X +x3 <18

X1, X2, %x3 >0
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2x1+x2+3x342

Gy} — min

Megoldas. A megoldas els6 1épéseként a ">" feltételeket €s amennyiben a feladat minimum keresé-

sére szolgdl, a célfiiggvényt szorozzuk be (—1)-gyel:

X|—2x)—x3 <-4
X1+X3:6
X+ X +x3 <18

X1, X2, X3 > 0

2x1+x2+3x3+2

n+2 o max

Ezt kovetden atirjuk a feladatot linearis programozasi feladatta:

yr—2y, —y; +4t <0
y1+y; —6t=0
yr+yr+yz3— 18t <0
2y, +2t =1
Y1,Y2,y3 20, 1> 0
2y, + Y, + 3y; + 2t - max

A kapott feladatot szimplex mdédszerrel megoldjuk (a lehetséges pivotelem vastag, a kivdlasztott kék):

yi Yy y3 t |b yi Yy uy t |b yi y» t |b
|1 -2 -1 4 |0 u | 2 -2 -2 10 up | 2 -2 =210
w1 0 1 -6|0 y 11 0 1 —610 y 11 0 —610
us |1 1 1 -18|0 = us | 0 1 -1 -12|10 = us | 0 1 -121|0
w0 2 0 2 |1 w02 0 2 |1 w02 2 |1
-z 2 1 3 2 10 —z|-1 1 =3 20 |0 —z!-1 1 20 |0
11 2 1 -4 11 10 2 -1 2 1 10 2 2 1
Yyi Yo U, b b
w | 2 0 1 Yy Y2
Z3] 2 1
»| 1 6 3|3
/K] 1 6 3
= us | 0 13 6 =
us | 0 13 6
t 0 1 1/2 | 1/2
t 10 1 ]1/2
—-z| -1 =20 -10|-10
-z -1 =20 -10
10 0 -1 0

Ez mar az optimdlis tdbla, igy leolvashat6 a bevezetett y-ok és ¢ értéke, valamint az optimadlis érték:
y1=0,y=0,y3=3,1=1/2, -z=-10 = z=10.

Igy az eredeti feladat optimalis értékei:

x1=y1/t=0/(1/2) =0, xo =y>/t =0/(1/2) = 0, x3 = y3/t = 3/(1/2) = 6.

Az optimadlis érték a megoldas elején latott célfiiggvény (—1)-gyel torténd szorzdsa miatt eldjelet valt:
z=-10.
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Amennyiben szeretnénk, behelyettesitéssel ellendrizhetjiik is, hogy ez a megoldas valdban eleget tesz

a feltételeknek, valamint a —10 értéket kapjuk vissza a célfiiggvényben: 20053052 = 28 — 10,
Megjegyezziik, hogy a feladat elején azért irtuk at a feladatot maximumfeladatra, mert a nevezben
minden tag egyiitthat6ja negativ volt.
Tovabba megjegezziik azt is, hogy az ilyen tipusu feladatok megoldédsa esetén a lehetdségekhez

mérten érdemes az u* sorokbdl pivotelemet véilasztani.

7.2. Példa. Oldjuk meg az alabbi hiperbolikus programozdsi feladatot:

Xl—X2:16

x120,x<0

x1—2xp—4

Tx—2n44 N

Megoldas. Elsdként az x, < 0 feltétel miatt x, helyére uj valtozot vezetiink be: x, = —x, > 0. Igy a
feladat:
x;+x, =16

xi, x5 20
x1+2x5—4

e+ o mun

A feladat linedris programozasi feladattd atirt valtozata:

yr+y,— 16t =0

21 + 2y +4r =1

Y1,Yy2=>0,t>0
Y1 + 2y, — 4t — min

Oldjuk meg szimplex mddszerrel ezt a feladatot:

yi y» t |b uy Yy t | b y» t |b
u;| 1 1 =160 y | 1 1 =160 y| 1 -16]0
w2 2 4|1 =  wuw|-2 0 36 |1 = u|0 36 |1
z|-1 =2 4 |0 z| 1 -1 —-121]0 z|-1 =120
13 3 -12]1 Z1-3 0 36 |1 710 36 |1
Yo u; b
Y2 b
y | 1 16/36|16/36
= 0 1/36 | 1/36 =
t| 0 ]1/36
-1 12/36|12/36
z |-11] 1/3
zZ| 0 -1 0

Az utols6 tdbla mar az optimalis eredményt adja:
y1 =4/9, y» =0, t = 1/36, z = 1/3 Tehat az eredeti feladat megolddsa:
xi =yi/t=(4/9)/(1/36) =16, x;, = y,/t =0/(1/36) =0 = x, = —x, = 0.

Az optimdlis érték — mivel a célfiiggvényt nem valtoztattuk — tovdbbra is z = 1/3.
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Egyszeriibb megoldas. Az eredeti
X1 — Xy = 16

x>0, %<0

x1—2xp—4
2x1-2x2+4

feladat elso feltételébdl x; = 16 + x,, melyet visszairhatunk a minimalizdlandé hanyadosba:
X1 —2x,—4 _ 16 +x, —2x, — 4 _12—X2
2x -2 +4  2(16+x)-2x+4 36

— min

— min

Felhasznélva, hogy x, < 0, a nevezd legkisebb értéke x, = 0-nél lesz. fgy x; =16+ 0 = 16, ahol a
célfiiggvény értéke 20 = 1/3.

8. SzZALLITASI FELADAT

A széllitasi feladat egy specidlis linedris programozasi feladat, ezért szimplex modszerrel is meg-
oldhaté lenne, azonban annak egy médositott valtozatat fogjuk hasznélni.

A feladat sordn m darab raktdrunk van (R;) és n darab bolt (B;). A raktdrakban r; egységnyi
mennyiségl termé€k all rendelkezésre, a boltokban pedig b; egységnyi mennyiségli termékigény van.
Amennyiben a két 0sszeg nem egyezik meg, azaz },r; # ), b;, fiktiv raktdrat vagy fiktiv boltot kell
létrehozni, melynek kapacitdsa vagy igénye a két 0sszeg kiillonbségével egyezik meg, valamint a szal-
litasi koltség itt természetesen 0.

(Ha valamelyik raktarbol valamelyik boltba nem tudunk széllitani, ott hagyomédnyosan egy M
irandd, amivel azt fejezziik ki, hogy a kettd kozott végtelen nagy lenne a szallitdsi koltség. Egy
masik lehetdség, hogy a kettd kozott egy nagysdgrendekkel nagyobb szallitdsi koltséget irunk, mint a
tobbi.)

Adottak tovabba a szallitds koltségei, azaz hogy az i-edik raktarbdl a j-edik boltba mennyibe keriil
(vagy milyen tavolsdgra van, stb.) a szallitds: ¢;;. A feladat soran meg kell hatdroznunk azt a szallitasi

tervet, ahol az 0sszkoltség minimalis. A feladat matematikai modellje a kovetkez6:

n

D ox=b; (G=1,2,...,m)
i=1

m

Dxp=rn (=1,2...,m)
=1
x;>20 (=12,...,n,j=1,2,...,m)
Z Z ¢ijX;; — min
i=1 j=1
Az i-edik raktarbdl a j-edik boltba szaillitott mennyiségeket x;;-vel jeloljik.
Természetesen felmeriilhet olyan probléma is, ahol az 6sszértéket maximalizdlni szeretnénk. Erre
is fogunk példat latni.
A feladat megoldasdban nagy segitségiinkre lesz a feladat dudlisa: Az elsd m feltételhez vezessiik
be az u; valtozokat, a maradék n feltételhez pedig a v; valtozokat. Ezek elGjelére vonatkozéan nincs

megkotésiink, hiszen minden feltétel egyenldség. A széllitasi feladat dudlisa tehét a kdvetkezo:
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ui+vi<c; (i=12,...,n,j=12,...,m)

m

n
Zr,-u,- + ijl)] — max

i=1 =1
Nézziink most két konkrét példat és érdekességképpen irjuk fel a feladatot linedris programozasi

feladatként, valamint a feladat dualisat is:

8.1. Példa. Harom bordszat harom iizletet 1at el borral. Az alabbi tablazat azt mutatja, hogy az egyes
boraszatokbdl az egyes iizletekbe mekkora a szdllitasi koltség, valamint hogy hdny egységnyi bor all
rendelkezésre (kapacitds), valamint hogy az iizleteknek mekkora mennyiségre van sziikségiik (igény):

igény | 120 90 50

kapacitds U, U, U
100 B, 50 10 20
80 B, 40 30 10

110 B; 5 80 70

Tovéabbd a harmadik bordszat teljes kapacitdssal miikodik.

Megoldas. Mivel azt latjuk, hogy a bordszatok kapacitasa és az iizletek igénye nem egyezik meg
(100 + 80 + 110 = 290, 120 + 90 + 50 = 260), ezért 290 — 260 = 30 kapacitdssal létrehozunk
egy ujabb, fiktiv iizletet, melyben természetesen a széllitasi koltség O lesz, hiszen az ide szallitott
termékeket valgjaban nem mozgatjuk. A példa utolsé mondata azt jelenti, hogy a fiktiv iizlet és a
harmadik bordszat kozott nem lesz szallités, igy oda szallitasi koltségként "M" keriil:

igény | 120 90 50 30

kapacitds U, U, U UZ
100 B, 50 10 20 O
80 B, 40 30 10 O

110 Bs 5 8 70 M

Most maér felirhatjuk a feladatot linedris programozasi feladatként:

X11+ X2+ X3+ X14 = 100

X21 + X2 + Xo3 + Xpg = 80

X31 + X320 + X33 + X34 = 110
X11 + X1 + X371 = 120
X12 + X0 + X30 = 90
X113+ X3 + X33 = 50
X14 + X4 + X34 = 30

X115 X125 X135 X145 X215 X225 X235 X24, X315 X32, X33, X34 = 0

50)611 + 10x15 + 20x13 + Ox14 + 40x5; + 30x22 + 10x23 + Ox24 + 5X31 + 80x3, + 70x33 + Mx34 — min

Az els6 harom feltételhez az u;, a masodik négyhez a v; valtozokat bevezetve a feladat dudlisa a

kovetkez6képpen néz ki:
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up+0v; <50 u+v, <10 u;+v3 <20

U+ <40 upy+1v, <30 ur,+wv3<10

I/£3+1)1S5

I/t1+l)4§0
u, +v4 <0

Uz + 0, <80 uz3+v3<70 uzs+vs <M

100u; + 80uy + 110us3 + 120v; + 90v, + 50v; + 30v4, — max

Ennek a feladat megoldasa sordn még hasznat fogjuk venni.

Miutén 1étrehoztuk fiktiv lizletiinket és beirtuk az M-t, ahova sziikséges, a kovetkezd 1épés az induld

tdbla meghatarozdsa. Erre harom moddszert fogok megmutatni:

8.1.1. Eszak-nyugati sarok modszer. Ennél a médszernél az észak-nyugati (bal-fels6) sarokbdl indu-

lunk és beirjuk a legnagyobb értéket, amit tudunk, azaz a rendelkezésre allo kapacitds és az iizlet

igényének minimumat. Ez azt jelenti, hogy ennyivel csokken mind a két érték:

igény | 120 90 50 30
kapacitds U, U, U; U;
100 B, 100 =}
80 B,
110 B;

A modszert addig folytatjuk, mig a felhaszndlhat6 kapacitdso

igény | 20 90 50 30
kapacitds U, U, U; U
0 B, 100 - - -
80 B,
110 B;

k és igények nulldara nem redukélédnak:

igény | 20 90 50 30
kapacitds U, U, U; U;
0 B, |[100 - - - =
80 B, | 20
110 B;
igény | 0 90 50 30
kapacitas U, U, U Uj;
= 0 B, [100 - - -
60 B, | 20 60
110 B; -
igény | 0 30 50 30
kapacitds U, U, U; U
= 0 B, [100 - - -
0 B, |20 60 - -
110 B3 - 30
igny | 0 0 50 30
kapacitds U, U, U Uj
= 0 B, |[100 - - -
0 B, [ 20 60 - -
80 B; - 30 50

igny | 0 90 50 30
kapacitds U, U, U; U
0 B, [100 - - -
60 B, | 20
110 B; -
igny | 0 30 50 30
kapacitas U, U, U Uj
= 0 B, [100 - - -
0 B, |20 60 - -
110 B; -
igény | 0 0 50 30
kapacitds U, U, U; U;
= 0 B, [100 - - -
0 B, [ 20 60 - -
80 B; - 30
igny | 0O 0 O 30
kapacitas U, U, U Uj;
= 0 B, [100 - - -
0 B, [ 20 60 - -
30 B; - 30 50
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igény | 0O 0 O 30 igény| 0O 0 O O
kapacitds U, U, U; U kapacitds U, U, U; U;
= 0 B, 100 - - - = 0 B, 100 - - -
0 B, 20 60 - - 0 B, 20 60 - -
30 B; - 30 50 30 0 B; - 30 50 30

Ez lesz az észak-nyugati sarok mddszerrel kapott indulé tablank.

8.1.2. Minimadlis koltségek modszere. Ennél a moédszernél a szallitasi koltségekre is sziikségiink lesz.

A moédszer 1ényege, hogy mindig a legkisebb koltségiihoz irjuk be a lehetd legnagyobb mennyiséget:

szallitasi koltségek:

igény | 120 90 50 30
kapacitas U, U, U; UZ
100 B, 50 10 20 0 =
80 B, |40 30 10 O
110 B; 5 80 70
igény | 120 90 50 O
kapacitds U, U, U; U;
70 B, 50 10 20 - =
80 B, |40 30 10 -
110 B; 5 8 70 -
igény | 10 90 50 O
kapacitas U, U, U Uj
70 B, [50 10 20 - =
80 B, [40 30 10 -
0 B; - - - =
igény | 10 20 50 O
kapacitds U, U, U; U;
0 B, - - - - =
80 B, [40 30 10 -
0 B; - - - =
igény | 10 20 O O
kapacitas U, U, U UZ
0 B, - - - = =
30 B, [40 30 - -
0 B; - - - =

indulé tabla:

igény | 120 90 50 30
kapacitas U, U, U; UZ
100 B, 30
80 B,
110 B;
igény | 120 90 50 O
kapacitds U, U, U; U
70 B, 30
80 B, -
110 B; | 110 -
igény | 10 90 50 O
kapacitas U, U, U UZ
70 B, 70 30
80 B, -
0 B; |110 - - -
igény | 10 20 50 O
kapacitds U, U, U; U;
0 B, - 70 - 30
80 B, 50 -
0 B; |110 - - -
igény | 10 20 0 O
kapacitas U, U, U UZ
0 B, - 70 - 30
30 B, 20 50 -
0 B; |110 - - -
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igny | 10 0 O O igény | 10 0 O O
kapacitds U, U, U; U; kapacitds U, U, U; U
0 B, - - - = = 0 B, - 70 - 30

10 B, [40 - - - 10 B, 10 20 50 -

0 B; - - - = 0 B; |110 - - -
igény | O 0 O O igény | 0O 0 O O

kapacitas U, U, U; Uj; kapacitas U, U, U UZ
0 B, - - - = == 0 B, - 70 - 30

0 B, |- - - - 0 B, 10 20 50 -

0 B; - - - = 0 B; [110 - - -

Tehat minimélis koltségek modszerével

ez lesz az indul6 tablank.

8.1.3. Vogel-Korda modszer. Ennél a modszernél minden egyes 1épésben meghatarozzuk minden sor-
ban és oszlopban a két legkisebb szallitasi koltségii érték kiilonbségét. Ahol ez az érték legnagyobb,
oda fogjuk beirni a lehet6 legtobb szallitast a kisebb értékhez:

szallitasi koltségek:

igény 120 90 50 30
kapacitas U, U, Us Uj
100 B, 50 10 20 0 10-0=10
80 B, 40 30 10 0 10-0=10
110 B; 5 80 70 M | 70-5=65
40-5=35 30-10=20 20-10=10 0-0=0

indulé tabla:

igény | 120 90 50 30
_ kapacitas U, U, U UZ
100 B,
80 B,
110 B; | 110
szallitasi koltségek:
igény 10 90 50 30
kapacitds U, U, U, U;
100 B, 50 10 20 0 10-0=10
80 B, 40 30 10 0 10-0=10
0 B; - - - - -
50-40=10 30-10=20 20-10=10 0-0=0
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indul6 tabla:

igény | 10 90 50 30
_ kapacitas U, U, U UZ
100 B, 90
80 B,
0 B; |110 - - -
széllitasi koltségek:
igény 10 0 50 30
kapacitas U, U, Us, Uj
10 B, 50 - 20 0 20-0=20
80 B, 40 - 10 0 10-0=10
0 B; - - - - -
50-40=10 - 20-10=10 0-0=0
indulé tabla:
igény | 10 0 50 30
_ kapacitds U, U, U; U
10 B, 90 10
80 B, -
0 B; |110 - - -

szallitasi koltségek: .
indulo tabla:

igény | 10 0 50 20 o

— T igény | 10 0 50 20
kapacitds U, U, U;s Uj - - —
0 B kapacitas U U, U3 U

| - - _ _ _
0 B, - 9 - 10

80 B, |40 - 10 0 | 10-0=0

80 B, 10 - 50 20

0 Bs - - - = —
0 B; (110 - - -

2 _— 92 9

Az utolsé 1épésben az oszlopok koziil mar tdl sok valasztdsi lehet6ségiink nincsen, ezért az iires
helyekre beirjuk a fennmaradé kapacitdsokat.
Altalanossagban elmondhat6, hogy a Vogel-Korda médszer - bar némiképp bonyolultabb a tobbinél

- a legjobb, hiszen éltaldban ez méar par Iépésen beliil a minimalis 0sszkoltségli eredményt adja.
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A megoldas folytatasa. A modszer ismertetéséhez sziikségiink lesz a szallitasi koltségek tablazatara

és egy indulé tablara. Utobbi legyen az észak-nyugati sarok médszerrel kapott indulé tabla:

szallitasi koltségek: indulé tébla:

U, 0, U; U; U, U, U; U
B, |50 10 20 O B,|100 - - -
B, |40 30 10 O B,| 20 60 - -
B;| 5 8 70 M B;| - 30 50 30

Indulaskor a széllitasi koltség:
50-100+40-20+30-60+80-30+70-50+ M -30 = 13500 + 30M

A szallitasi feladat megolddsahoz mindkét tablara sziikségiink lesz. Els6 korben a szallitdsi kolt-
ségek tablaval foglalkozunk: felhasznéljuk, amit a dudl feladat sordn felirtunk. Bevezetiink u és v
véaltozokat, melyek 0sszegének értéke azokon a helyeken egyezik meg a szallitasi koltségekkel, ahol

az indulo tabla szerint torténik szallitas:

v vy U3 U4
up | up +uv; =50 10 20 0
U | up +v; =40 u, + v, =30 10 0
U3 5 us + v, =80 w3 +uv; =70 wuz; +vy =M

A kovetkezd 1€pésben u; = 0 vélasztds mellett meghatdrozzuk az u-k és v-k értékét. Ahogy az alabbi

tdblazatban latjuk, a sorok és oszlopok elején 1évd értékek Osszege éppen a kék szind szamokkal

egyezik meg.
v1=50 vL,=40 v;=30 vy =M-40
u =0 50 10 20 0
u, = —-10 40 30 10 0
uz =40 5 80 70 M

A tobbi helyen kiszamoljuk a ¢;; — u; — v; értéket. Az algoritmus akkor ér véget, ha ezek kozott nem

fog negativ szdm megjelenni.

v; =50 v, =40 v3 = 30 vy =M —-40
u =0 50 10-0-40=-30  20-0-30=-10 0-0-(M-40)=-M+40
u, = —-10 40 30 10-(-10)-30=-10 0-(-10)-(M-40)=-M+50
uz =40 | 5-40-50=-85 80 70 M

Ha ezen értékek kozott taldlunk negativ értéket, akkor javithaté az optimalis érték. Célszerl azt a
szallitast valasztani, ahol ez a negativ érték a legkisebb (ezt meg is vastagitottuk). Igy tehat az elsG
bordszat és a fiktiv iizlet kozott torténnie kell szallitisnak. Igy a szallitdsi tabldban ide elsGként x-et
frunk és elkezdddik a hurokmdédszer:

U, U, U; U

B, | 100 - - x

B,| 20 60 - -

B;| - 30 50 30
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A hurokmddszer 1ényege abban 4dll, hogy mivel valahové beirtunk az x értéket, ezzel az értékkel a
sordban egy helyen x-szel csokkennie kell az adott értéknek, ami azt jelenti, hogy annak oszlopdban
egy helyen az érték x-szel novekedni fog, €s igy tovabb. A cél, hogy ez "korbeérjen", tehat vissza az

x-hez. Ezért hivjuk ezt hurokmddszernek.

0 U, Uy U
B; | 100-x - - X
B, | 20+x 60-x - -
B; - 30+x 50 30-x

Az x értéke a legkisebb szdm azok koziil, ahol —x lathatd, azaz x = min{100, 60,30} = 30. fgy a

kovetkez0 szallitasi tablank:

U 0, U U
B, |70 - - 30
B, |50 30 - -
B;| - 60 50 -

Igy tehat az djabb szallitasi koltség:
50-70+0-30+40-50+30-30+80-60+70-50 = 14700

Meg kell vizsgdlnunk, hogy ez mar az optimalis érték-e, amit a széllitasi koltségek tablazata-
val tehetiink meg: bevezetjik az u és v értékeket, rogzitjiik, hogy u; = 0 és ennek segitségével
meghatdrozzuk a tobbi értéket, majd azokon a helyeken, ahol nem tortént szallitds, kiszamoljuk
a ¢;j — u; + v; értékeket €s amennyiben taldlunk negativ értéket, javithaté a szallitasi koltség €és a
hurokmddszer segitségével ezt megtessziik. A modszert addig folytatjuk, mig az 4j értékeknél sehol

nem lesz negativ szam a szallitasi koltségeknél:

vy vy U3 U4

up | up +v; =50 10 20 up +vs =0

U | up + vy =40 uy + v, =30 10 0

U3 5 us + v, =80 w3 +v; =70 M

v; =50 v, =40 v3 = 30 vy =0
u =0 50 10-0-40=-30  20-0-30=-10 0

u, = —-10 40 30 10-(-10)-30=-10  0-(-10-0)=10
uz =40 | 5-40-50=-85 80 70 M-40-0=M-40

Amint lathat6, ez még nem optimaélis, ezért a hurokmddszer segitségével meghatiarozzuk a kovetkezd

szallitasi tablat:

U, U, U; U U, U, U; U

B,|70 - - 30 B, | 70 - - 30
—

B, |50 30 - — B, | 50-x 30+x - —

B;| x 60 50 - B;| x 60x 50 -

Itt x = min{50, 60} = 50, vagyis az djabb szallitisi tabla:
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U, U, U,
70

Ui
30

B,
B,
B3

80
50 10 50
A kovetkezd 1€pésben kiszdmoljuk a szallitds koltségét:

70-50+30-0+80-30+50-5+10-80+ 50 -70 = 10450

Vizsgaljuk meg, hogy ez mar optimalis-e:

U1 U U3 Uy

up | up +uv; =50 10 20 up +vs =0

Uy 40 U + v, =30 10 0

uz | uz+uv; =5 uz+uv, =80 wu;+uv; =70 M

v; =50 v, =125 vz =115 vy =0

u =0 50 10-0-125=-115  20-0-115=-95 0

uy = —-95 | 40-(-95)-50=85 30 10-(-95)-115=-10 0-(-95)-0=95
u; = —45 5 80 70

M-(-45)-0=M+45

Azt latjuk, hogy a tdbldzatban tovabbra is szerepelnek negativ értékek, ezért a megfeleld helyre beir-

juk x-et és a hurokmodszert alkalmazzuk:

U, U, U; U U, 0, Uy U
B;| 70-x x - 30 = minf70,10) = 10— B;|60 10 - 30
B, - 80 - - B, - 8 - -
B; [ 50+x 10-x 50 - B; |60 - 50 -
A széllitasi koltség ekkor:
60-50+10-10+30-0+80-30+60-5+50-70 = 10300
Vizsgéljuk meg, ez mar optimaélis-e:
U1 U U3 Uy
up | up +v; =50 u; +v, =10 20 up +vs =0
Uy 40 U + v, =30 10 0
us | uz +uv; =5 80 us + vy =70 M
v; =50 v, =10 vy =115 vy =0
u =0 50 10 20-0-115=-95 0
u, =20 | 40-20-50=-30 30 10-20-115=-125 0-20-0=-20
uz = —45 5 80-(-45)-10=135 70

M-(-45)-0=M+45
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Ismét taldltunk negativ ért€keket, ezért tovabb szdmolunk a hurokmddszerrel:

U, U, U; U U, U, U; U;
B, | 60-x 10+x - 30 B, | 10 60 — 30
L OUX X X = min{60, 80,50} = 50 = !
B, - 80-x X - B,| - 30 50 -
B, | 60+x - 50-x - By 110 - - -

Itt a szallitasi koltség:
10-50+60-10+30-0+30-30+50-10+ 110-5 = 3050

Nézziik meg, lehet-e ezen a szallitasi koltségen javitani:

vy () U3 U4
up | up +v; =50 u; +v, =10 20 up + vy =0
Uy 40 U + v, =30 u, + v;3 =10 0
us | uz+uv; =5 80 70 M
v; =50 0,=10 v3 =—10 vy =0

u =0 50 10 20-0-(-10)=30 0

u, =20 | 40-50-20=-30 30 10 0-20-0=-20

uy = —45 5 80-(-45)-10=115 70-(-45)-(-10)=125 M-(-45)-0=M+45

Lehet javitani a szallitasi koltségen, ezért hurokmaodszerrel folytatjuk az algoritmust:

U, 0, U, U U, U, U; U
B, | 10-x 60+x - 30 B,| - 70 — 30
Ly Ax OO x=min{10,30} = 10 =—> !
B,| x 30x 50 - B,| 10 20 50 -
B,| 110 - - - By|[110 - - -

Ellendrizziik, hogy ez mar optimélis-e:

1 ) U3 U4
U 50 u; +v, =10 20 u; +v4 =0
Uy | up +v; =40 uy + v, =30 u, + v3 =10 0
usz | uz+uv; =5 80 70 M
vy =20 v, =10 vz = —10 vy =0

uy =0 |50-0-20=30 10 20-0-(-10)=30 0

uy =20 40 30 10 0-20-0=-20

uy = —15 5 80-(-15)-10=85 70-(-15)-(-10)=95 M-(-15)-0=M+15

Sajnos még ez sem az optimadlis szdllitds, ezért haszndljuk a hurokmdodszert a szallitasi tdbldban:

U U, U; U U0, U, U; U
B, | - 70+x - 30- B,| - 90 - 10
! X X X = min(30,20)=20 =— !
B,| 10 20x 50 x B,| 10 - 50 20
B,[110 - - - By 110 - - -
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Ekkor a szallitasi koltség:
90-10+10-0+10-40+50-10+20-0+ 110-5 = 2350

Vizsgaljuk meg, hogy ez mar az optimalis szallitds-e:

U1 U2 U3 2
U 50 u; + v, =10 20 up +vs =0
Uy | up +v; =40 30 Uy +v3 =10 uy + vy =0
us | uz+uv; =5 80 70 M
v; =40 v, =10 v3 =10 v, =0
uy =0 | 50-0-40=10 10 20-0-10=10 0
u, =0 40 30-0-10=20 10 0
uy = 35 5 80-(-35)-10=105 70-(-35)-10=95 M-(-35)-0=M+35

Tehat osszefoglalva:

szallitasi koltségek: szallitas:

U, U, U; U U0, U, U; U
B;[50 10 20 O B,| - 9 - 10
B, 40 30 10 O B, 10 - 50 20
B;| 5 8 70 M B;|110 - - -

A széllitasi 6sszkoltség: 2350.

8.2. Megjegyzés. Ha a kapott eredményt és a Vogel-Korda médszerrel meghatarozott indul6 tablat
osszevetjiik, azt latjuk, hogy a kett6 megegyezik. Ami azt jelenti, hogy a Vogel-Korda mddszer

valéban j6 indul6 tablat ad.

8.3. Példa. Az alabbi tablazat azt mutatja, hogy egy sz6l6sgazda melyik sz616fajtabol mennyit kinal
eladdsra €s hogy az egyes vevok mennyit fizetnének azok kil6éjaért. Mivel a vevOk étkezési céllal
veszik a szOl6t, ezért pusztan azt hatdrozzak meg, hogy mennyi sz6l6re van sziikségiik. Hatdrozzuk
meg, hogy a szG6l6sgazda melyik vevonek melyik fajtdbol mennyit adjon ahhoz, hogy a bevétele

maximdlis legyen!

rendelkezésre all 100 kg 150 kg 250 kg
igény csabagyongye saszla sz6loskertek kirdlyndje
200 kg Armin 100 Ft 120 Ft 150 Ft
120 kg Arpad 80 Ft 130 Ft 120 Ft
180 kg Aron 110 Ft 110 Ft 130 Ft

Megoldas. Az elso feladatunk, hogy ellendrizziik, hogy az igény és a rendelkezésre all6 mennyiség
0sszegei megegyeznek-e, egyébként fiktiv vevot vagy fiktiv fajtat kellene bevezetniink, természetesen
0 Ft-os aron. Itt most az igények 0sszege 200+120+180=500 kg és a rendelkezésre all6 sz6l6menny-
iség 100+150+250=500 kg, tehat 1) sor vagy oszlop bevezetésére nincs sziikség.
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Mivel az eredeti célunk, hogy az 6sszbevételt maximalizaljuk, a feladatot at kell irnunk minimum

feladatra, hiszen arra mar ismerjiik a megoldasi médszert. Ehhez megkeressiik a legnagyobb szallitasi

koltséget (jelen esetben a kialkudott vételdrat) és minden egyes arat kivonunk beldle:

rendelkezésre all 100 kg 150 kg 250 kg
igény csabagyongye saszla sz0l0skertek kirdlyndje
200 kg Armin 150-100=50 Ft  150-120=30 Ft 150-150=0 Ft
120 kg Arpad 150-80=70 Ft  150-130=20 Ft 150-120=30 Ft
180 kg Aron 150-110=40 Ft 150-110=40 Ft 150-130=20 Ft

Innentdl kezdve ezzel a tabldzattal foglalkozunk és ugyanigy jarunk el, mint az el6z6 példaban.

A feladat megolddsdhoz sziikségiink lesz egy indul6

tdblara, amit a Vogel-Korda mdédszerrel haté-

rozunk meg. Hiszen mint lattuk, ez a legtobb esetben mér optimdlis vagy kozel optimalis megoldast

ad.
kapacitds 100 150 250
igény Sz, Sz, Sz3
200 A, 50 30 0 30-0=30
120 A, 70 20 30 30-20=10
180 A, 40 40 20 | 40-20=20
50-40=10 30-20=10 20-0=20
kapacitas | 100 150 250
igény Sz, Sz, Sz
= 200 A, 200
120 A,
180 A,
kapacitas 100 150 50
igény Sz, Sz, Sz
0 A, - - - -
120 A, 70 20 30 30-20=10
180 A, 40 40 20 40-20=20
70-40=30 40-20=20 30-20=10
kapacitas | 100 150 50
igény Sz, Sz, Sz
— 0 Al - — 200
120 A,
180 A, 100
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kapacitas | O 150 50
igény Sz, Sz, Sz
0 A - - —~ —
120 A, - 20 30 30-20=10
80 A - 40 20 40-20=20
—  40-20=20 30-20=10
kapacitds | 0 150 50
igény Sz, Sz, Sz;
= 0 A, - — 200
120 A, -
80 A; 100 50
kapacitas | O 150 0 )
- kapacitdés | 0 150 O
igény Sz Sz, Sz; )
- 1gény Sz, Sz, Sz
0 A - - - |- y
, - 0 A, - - 200
120 A, - 20 - |? .
. 120 A, - 120 -
30 Aj - 40 - |? ,
30 Aj 100 30 50
—  40-20=20 -

Tehat a minimalizaldsra 4tirt feladat szallit4si koltségek tabldja és az induld tabla a kovetkez6:

szallitasi koltségek:

indulo tabla:

Sz, Sz, Sz; Sz, Sz, Sz
A |50 30 0 Al - - 200
A, |70 20 30 Al - 120 -
Ay 40 40 20 Ay 100 30 50
Vizsgaljuk meg, hogy ez az optimélis eredményt adja-e:
v vy U3
U 50 30 uy + vz =0
U 70 up + v, =20 30
uz | uz +v; =40 uz + v, =40 w3 + v; =20
v; =20 v, =20 v3=0
u; =0 | 50-0-20=30 30-0-20=10 0
u, =0 | 70-0-20=50 20 30-0-0=30
uz =20 40 40 20

Mivel a ¢;; — u; — v; értékek mind pozitivak, ezért az indul tdbla egyuttal az optimalis is.
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Tehat a feladat megoldasa a kovetkezo:

vételarak: széllitdsok tabléja:
rendelkezésre all 100 kg 150 kg 250 kg
T o SZ1 SZ2 SZ3
igény csabagyongye saszla szO6l6skertek 1 200
200 ke Armin 100Ft  120Ft 150 Ft Al 20
120 kg Arpad 80 Ft 130Ft 120 Ft -
) A; [ 100 30 50
180 kg Aron 110 Ft 110 Ft 130 Ft

A sz5616sgazda bevétele:

200-150+120-130+100-110+30- 110 + 50 - 130 = 66400

Ezt a bevételt a sz616sgazda tigy érte el, hogy Arminnak sz6l6skertek kiralynsjébsl 200 kg-ot adott el,
Arpéadnak 120 kg saszla sz516t és Aronnak 100 kg csabagyongyét, 30 kg saszlat és 50 kg sz6l6skertek

kiralyndgjét.

8.4. Megjegyzés. A feladat megolddsit nagyban médositand, hogyha példdul Armin nem szeretné
a szOloskertek kirdlyndje fajtat és nem is vasdrolna belSle. Ebben az esetben amikor a feladatot
minimumfeladatta alakitjuk, a tdblazat megfeleld helyére M-et kellene irnunk.

Amint sejthetd, ebben az esetben teljesen mas megolddsra vezetne a feladat.

8.5. Megjegyzés. Amennyiben a c;; — u; — v; értékek kozott 0 szerepelne, az azt jelenti, hogy tobb
optimdlis megoldas is 1étezik. Ha ide x értéket szallitunk, akkor a hurokmddszerrel meghatdrozhatjuk,

hogy x milyen értékek kozott mozoghat és hogy ekkor a tobbi szdllitds hogyan alakul.
9. HOZZARENDELESI FELADAT

A hozzarendelési feladat a szdllitasi feladat egy specidlis valtozata. Roviden a feladat leirdsa a
kovetkezd: Van n feladat €s ugyanennyi dolgoz6. Minden feladatot el tud végezni minden dol-
20z6, azonban nem ugyanolyan koltséggel teszik azt. Altalinosan az i-edik dolgozé a j-edik feladat
elvégzését c;; Osszegért csindlja meg. A feladat megolddsa soran minden dolgozénak munkat kell ad-
nunk és minden feladatot el kell végeztetniink ugy, hogy Osszességében a lehets legkisebb koltséggel
végezzék el a feladatot.

Az igy leirt feladat matematikai modellje a kovetkezd:

n

D=1 (=1....n)

i=1

Dxp=1 (i=1,...,n
=1

x;€1{0,1} (G, j=1,...,n)

n n
E E cijX;; — min

i=1 j=1
Itt az x;; = 0, ha az i-edik dolgoz6 nem a j-edik munkat kapja és x;; = 1, ha igen.
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Tehat a célunk, hogy egy nxn méretd koltségmatrixbdl n darab szdmot valasszuk ugy, hogy minden

sorban és minden oszlopban pontosan egy vélasztott elem legyen, melyek 6sszege a lehetd legkisebb.

9.1. Megjegyzés. A hozzarendelési feladat, mint a bevezetésben is szerepelt, a szdllitasi feladat
specidlis esete, hiszen ugy is tekinthetiink rd, mintha a kapacitasok és igények mennyisége 1 lenne.
Azonban az ilyen tipust (hozzarendelési) feladatok megoldasara a specidlis voltuk miatt mds, egysz-
ertibb médszert fogunk hasznalni.

A modszert az alabbi példéan keresztiil mutatjuk be:

9.2. Példa. Az alabbi tdblazat azt mutatja, hogy 6t kiilonboz6 feladat elvégzésére 6t alkalmazott
mennyi id6 alatt képes. Melyik dolgoz6 melyik feladatot végezze el ahhoz, hogy Osszességében a
leggyorsabban el legyen végezve minden munka?

F1 F2 F3 F4 F5

DI |13 13 21 6 22

D212 13 15 4 18

D320 20 20 10 22

D426 26 24 12 27

D59 7 8 3 9

Megoldas. A feladat megolddsanal elsé 1épésben sor- és oszlopredukcidra van sziikség. Ez azt je-
lenti, hogy minden sorbél, majd minden oszlopbdl ki kell vonnunk a legkisebb értéket. Igy egy olyan

tdblazathoz jutunk, ahol minden sorban és minden oszlopban legaldbb 1-1 darab O érték fog szere-
pelni:

F1 F2 F3 F4 F5
Fl F2 F3 F4 F5 5T 7 5 0 16
DI|13 13 21 6 22| -6 pls o 11 o 14
D2II2 13 15 4 I8 =4 sl g 10 10 0 12 =
D3(20 20 20 10 22| -10 pal14a 4 1 0 15
D426 26 24 12 27| -12 psle 4 5 o0 &
D5/9 7 8 3 9| -3
-6 -4 -5 -6
Fl F2 F3 F4 F5
DI[1 3 10 0 10
D22 5 6 0 8
D34 6 5 0 6
D4[8 10 7 0 9
D50 0 0 0 0

Amint latjuk, itt mar minden sorban €s minden oszlopban taldlunk nulldkat. A feladatunk, hogy
ebbdl minél tobb nullat be tudjunk jeldlni. Ezeket fiiggetleneknek nevezziik. Altaldban tdblanal ezeket
a nulldkat be szoktam karikdzni, itt pirossal jeloljiik. A kivédlasztds mddjara javasolndm, hogy olyan
sorokbdl vagy oszlopokbdl valasszunk nullét, ahol csak az az egyetlen nulla szerepel. Innentdl kezdve

annak oszlopabdl és sorabdl mar nem valaszthatunk ki tobb nullét, hiszen nem lennének fiiggetlenek.
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F1 F2 F3 F4 F5

D1 1 10 0 10
D2| 2 6 0 8
D3| 4 5 0 6
D48 10 7 0 9

D50 0 O O O
Amint latjuk, tobbféleképpen is kivalaszthattuk volna ezt a két nullét, de tobb fiiggetlen nulla nincs

a tablazatban, hiszen vagy a sorban vagy az oszlopdban mér védlasztottunk ki nullat.

Tehét a fiiggetlen nulldk szdma most nulla. A folytatdsban az Gsszes tdblazatban szerepld nullat
le kellene fedniink vonalakkal. A tdbldn egyszerlien 4thuzndm a kivdlasztott sort vagy oszlopot, itt
sziirkére szinezem a vélasztottakat.

A nulldk lefedésénél elegendd annyi vonal, ahdny fiiggetlen nulla szerepelt a tdbldzatban!!!

Ezért azt javaslom, hogy a fiiggetlen nulldk kivalasztasaval ellentétes médon azokat a sorokat vagy
oszlopokat érdemes elsdként kivalasztani, amelyben sok nulla szerepel. Itt ez a negyedik oszlopban

és az utolso sorban van.
F1 F2 F3 F4 F5

DI|1 3 10 0 10
D22 5 6 0 8
D3| 4 6 5 0 6
D48 10 7 0 9

D50 0 O 0 O
A megoldas kovetkezd 1épése, hogy bevezetiink egy x értéket, mely az at nem huzott értékek koziil

a legkisebb. Ez most x = 1.
Ennek segitségével egy Uj tablazatot frunk fel a kovetkez6képpen:
e az it nem huzott (fehéren maradt) értékekbdl kivonjuk x-et
e az egyszer athuzott értékek (vilagossziirke celldkban) valtozatlanok maradnak

e a kétszer athuzott értékekhez (sotétsziirke celldkban) hozzdadjuk x-et:

F1 F2 F3 F4 F5 F1 F2 F3 F4 F5
DI|1-1 3-1 10-1 0 10-1 DIfo 2 9 0 9
D2|2-1 51 61 0 8-1 D21 4 5 0 7
D3|4-1 6-1 5-1 0 6-1 - D3| 3 5 4 0 5
D481 10-1 7-1 0 9-1 D47 9 6 0 8
D5| 0 0 0 0+1 O D50 0 O 1 O
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Az igy kapott tdbldzatban ismét fiiggetlen nulldkat keresiink
F1 F2 F3 F4 F5

DI{o0 2 9 0 9
D21 4 5 0 7
D3|3 5 4 0 5
D47 9 6 0 8
D50 0 0 1 O

A tabl4zatban hirom fiiggetlen nulldt tudtunk megjeldlni, igy harom vonallal le tudjuk fedni az dsszes

tablazatbeli nullat:
Fl1 F2 F3 F4 F5

DIjo 2 9 0 9
D21 4 5 0 7
D3/3 5 4 0 5
D47 9 6 0 8
D50 0 O 1 O

x = 2, melyet a megfeleld elemekbdl (fehér) kivonunk, illetve a megfeleld elemekhez (sotétsziirke)
hozzaadunk.
Az algoritmust addig folytatjuk, amig minden sorban és minden oszlopban meg nincs jelolve

pirossal (bekarikdzva) egy-egy nulla érték. A kovetkezd tdbldzatokban a fiiggetlen nulldk mellett

mar a nullakat lefedd "vonalakat" is abrazoltuk.

F1 F2 F3 F4 F5 F1 F2 F3 F4 F5
brjo o 7 0 7 bprjo o 7 1 7
D21 2 3 0 5 x=1 D20 1 2 0 4
D3| 3 3 2 0 3 = D3 2 2 1 0 2
D47 7 4 0 6 D46 6 3 0 5
D52 0 0 3 O D52 0 0 4 O

F1 F2 F3 F4 F5

bDry1 o0 7 2 7
x=1 D20 0 1 0 3
- D3| 2 1 0 0 1
D46 5 2 0 4

D5|3 0 0 5 0
Amint latjuk, az utolsé tdblazatban mar minden sorban és minden oszlopban van jel6lt nulla (amik
fliggetlenek is). Ez azt jelenti, hogy optimalis megoldashoz jutottunk, igy latjuk, hogy példaul az elsd

feladatot a masodik dolgozd, a masodik feladatot az els6 dolgozo fogja kapni, stb.
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A feladatok elvégzéséhez sziikséges 1d0 pedig az eredeti tabldzatbdl olvashat6 le:
F1 F2 F3 F4 F5
DI |13 13 21 6 22
D212 13 15 4 18
D320 20 20 10 22
D426 26 24 12 27
D59 7 8 3 9

A megoldas tehat: 13 + 12 +20+ 12+ 9 = 66.
A kovetkezd példidban megnézziik, hogyan kezelhetd, ha nem az 6sszegek minimumat, hanem
maximumat keresi a feladat, esetleg ha tobb feladat van, mint dolgoz6 vagy forditva, valamint ha

esetleg valamelyik dolgozé valamelyik feladatot nem tudja elvégezni:

9.3. Példa. Egy iskolabdl nyitétdncara 6 lany és 4 fid jelentkezett. Az aldbbi tabldzat azt mutatja,
hogy melyik lany melyik fidval milyen szivesen tdncolna egy 0-10 skalan.
L1 L2 L3 L4 L5 L6
FI|6 5 8 10 9 5
F216 4 7 8 6 5
F3/5 5 6 8 6 3
F4|7 7 6 9 5 4
A feladatunk, hogy alkossuk meg a 4 fid-lany part tigy, hogy a ldnyok 6sszességében minél boldogab-

bak legyenek €s a negyedik lany mindenképpen kapjon maga mellé part.

Megoldas. A legszembetlindbb probléma, és egyben els6ként megoldandd, hogy a lanyok és fitk

szdma megegyezzen. Ez ugy érhet$ el, hogy két fiktiv fidval bdvitjiik a tdblazatot. Természetesen

egyik lany sem szeretne "veliik" tadncolni, igy ezekbe a sorokba nulldk keriilnek:

LT L2 L3 14 L5 L6
Fir|j6 5 8 10 9 5
F216 4 7 8 6 5
F3 /5 5 6 8 6 3
F4 17 7 6 9 5 4

Fs*1 0 0 0 O O O
Fe*1 0 0 O O 0 O

A feladat maximaélis Osszeget keres, igy a kovetkez6 teenddnk a feladatot minimumkeres$ fela-
dattd atalakitani. Erre, a szdllitasi feladathoz hasonldan gy keriil sor, hogy megkeressiik a tabldzat

legnagyobb értékét (10) és a tdblazat minden egyes elemét kivonjuk beldle:
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L1 L2 L3 14 L5 L6

F1
F2
F3
F4
F5%*

Fo6*

A kovetkezd 1épésben felhasznaljuk,

4 5 2 0 1 5
4 6 3 2 4 5
5 5 4 2 4 7
33 4 1 5 6
10 10 10 10 10 10
10 10 10 10 10 10

hogy a negyedik lanynak mindenképpen tancolnia kell, igy a

fiktiv fidk sordban a negyedik lany oszlopdba bevezetiink egy M értéket. Ezt a szdllitasi feladat egyik

példdjaban is alkalmaztuk.

L1 L2 L3 14 LS L6

F1
F2
F3
F4
F5*
Fo6*

4 5 2 0 1 5
4 6 3 2 4 5
5 5 4 2 4 7
33 4 1 5 6
10 10 10 M 10 10
10 10 10 M 10 10

A sor- és oszlopredukci6 (a sorrend mindegy) utdn mar minden sorban €s minden oszlopban fog

szerepelni nulla.

LT L2 L3 L4 L5 L6 L1 L2 L3 14 LS L6
Fi|4 5 2 0 1 5 F1|4 5 2 0 1 5
F214 6 3 2 4 5| =2 F2|12 4 1 0 2 3
F3 |5 5 4 2 4 71| =2 = F3 13 3 2 0 2 5
F413 3 4 1 5 6] -1 F412 2 3 0 4 5
F5#110 10 10 M 10 10| -10 F5*1 0 0 0 M 0 O
F6*| 10 10 10 M 10 10 || -10 Fe*1 0 0 O M 0 O

Miutdn minden sorban és minden oszlopban taldlunk nulldkat, a fiiggetlen nullak keresését és a nulldk

lefedését, 4j tablazat meghatdrozdsat ismételjilk, mig minden sorban és minden oszlopban be nem

tudunk fiiggetlen nulldkat jelolni. Ez fogja megadni, hogy kik lesznek a parok.

LT L2 L3 L4 L5 L6 L1 L2 L3 L4 L5 L6
F1,4 5 2 0 1 5 F1 |4 5 2 0 1 5
F2,2 4 1 0 2 3 F2|12 4 1 0 2 3
F3 {3 3 2 0 2 5 = F3 13 3 2 0 2 5
F4 12 2 3 0 4 5 F4 12 2 3 0 4 5

F5*10 0 O M 0 O F5*10 0 O M 0 O
Fex| 0 0 0 M O O F6*| 0 0 O M 0 O
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L1 L2 L3 L4 L5 L6 L1 L2 L3 L4 L5 L6
F1 |3 4 1 0 0 4 F1 | 3 4 1 0 0 4
{ F2{1 3 0 0 1 2 F2/1 3 0 0 1 2
X =
F3 /2 2 1 0 1 4 = F3 /]2 2 1 0 1 4
e
F4 |1 1 2 0 3 4 F4 11 1 2 0 3 4
F5* 0 0 O M 0 O F5* 0 0 O M O O
F6*| 0 0 O M O O F6*| 0 0 O M O O
L1 L2 L3 L4 L5 L6
F1 |3 4 1 1 0 4
{1 3 0 1 1 2
x=1
F3 {1 1 O O O 3
-
F410 0 1 0 2 3
F5* 0 0 O M O O
F6x| 0 O O M 0O O

Amint latjuk, itt mar minden sorban és oszlopban pontosan egy darab nulla van jeldlve, igy ez mar
optimédlis. Ha ezeket a parokat éllitjuk 0ssze, akkor tudunk leginkdbb a lanyok kedvére tenni.

A téblazatban azt is latjuk, hogy mindegy lenne, hogy a negyedik fitit az els6 vagy a masodik lany
kapja parnak. Tobbféleképpen is ki tudtuk volna vélasztani a fiiggetlen nulldkat. Ez minddssze annyit
jelent, hogy az optimdlis értéket tobb parositasbdl is visszakapnank.

Nézziik meg, hogy ez a parositds mit is jelent:

L1 L2 L3 14 L5 L6
F1|]6 5 8 10 9 5
F2/6 4 7 8 6 5
F3/5 5 6 8 6 3

F417 7 6 9 5 4
A fenti tablazat alapjan val6jaban mindegy, hogy az els6 vagy a masodik lany tdncol a negyedik fitval,

hiszen mindketten 7-et jeloltek meg a skalén.
Az 6sszérték: 9 +7+ 8+ 7 = 31



