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El6sz6

A nemlinearis optimalizalasi feladatok gyakorlati alkalmazasa, alkalmazhatosiga szinte
korlatlan, kiterjed a kozgazdasagi és a mérnoki tudomanyok minden teriiletére. Fontossa-
ganak megfelelGen a nemlineéaris optimalizalas beépiilt az egyetemi tantervekbe, és egyre
nagyobb az igény a nemlinearis optimalizalds modszertanat kozérthetGen Gsszefoglalo, a
legtijabb bels6pontos moédszerek alapjait is tartalmazo tankonyvekre.

Ez a konyv a szerzdk altal a Delfti Miszaki (Hollandia), a McMaster (Kanada) és a
Waterloo-i (Kanada) egyetemeken oktatott bevezeté nemlinearis optimalizalasi kurzusok
torzsanyagat tartalmazza. Az elsé fejezet a linearis feltételes konvex kvadratikus optimali-
zalas és a linearis komplementaritasi feladatok alaptulajdonsagait foglalja 6ssze. Ezutan a
nemlinearis optimalizalas elméleti megalapozéasaként a konvex analizis legfontosabb ered-
ményeit targyaljuk. Az elméleti alapozast kovetGen a klasszikus nemlineéris optimalizélasi
algoritmusokra és a dualitdselméletre forditjuk figyelmiinket. A jegyzet utolsé része a bel-
s6pontos algoritmusok és az onkorlatozé fiiggvények alaptulajdonsagait mutatja be.

A szerzdk eztiton mondanak koszonetet a jegyzet forditoinak. Komaromi Eva inditotta
el és iranyitotta a forditasi és kiadési folyamatot. Bir6 Aniko és Kovacs Judit készitette
a nyers forditast, Polik Andrea nyelvi lektorként ontotte végsé formaba a szoveget, mig
szakmailag Polik Imre ellendrizte, korrigalta a forditast és készitette el a nyomdakész
valtozatot.

A md eredeti angol nyelvii valtozata delfti egyetemi jegyzetként jelent meg elGszor,
folyamatosan modositott, kiterjesztett valtozatai a szerz6k honlapjairol letoltheték. A
szerzGk koszonettel fogadnak minden épité észrevételt, korrekciot és javaslatot a md to-
vabbfejlesztésére.

A szerzék (E. de Klerk,! C. Roos? és T. Terlaky®) nevében:

Terlaky Tamaés

!Department of Combinatorics and Optimization, University of Waterloo, Waterloo (ON), Canada,

edeklerk@math.uwaterloo.ca; http://www.math.uwaterloo.ca/~edeklerk
2Department of Information Systems and Algorithms, T.U. Delft, Delft, The Netherlands,

C.Roos@ewi.tudelft.nl; http://www.isa.ewi.tudelft.nl/ roos
3Department of Computing and Software, McMaster University, Hamilton (ON), Canada,

terlaky@mecmaster.ca; http: //www.cas.mcmaster.ca/ terlaky
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0. fejezet

Bevezetés

0.1. Bevezetés a nemlinearis optimalizilasba

Kurzusunk célja, hogy bevezetést adjon a nemlinearis optimalizalasba. Ennek soran tar-
gyalni fogjuk a nemlineéris optimalizalasi feladatok kiilonb6z6 osztélyait, az algoritmusok
megértéséhez sziikséges fogalmakat, a komplexitasi kérdéseket, az optimalitasi feltételeket,
valamint a nemlinearis optimalizalas dualitaselméletét.

Az esetek tobbségében konvex differencialhato fiiggvényekkel és konvex folytonos opti-
malizélasi feladatokkal fogunk foglalkozni; a nem konvex vagy esetleg nem differencialhaté
fiiggvények lokdlis minimuménak megtalalasa hasonl6 technikéval torténik. Az algorit-
musokat elméleti szempontbdl vizsgaljuk, a szamitdégépes implementacié utan érdekl6dé
olvasoknak a [2, 12, 13, 16, 30, 29| mtiveket ajanljuk.

Nemkonvex fliggvény globdlis minimuménak megtalalasa lényegesen nehezebb feladat,

ez a globdlis optimalizdlds targya, ami szintén kiviil esik kurzusunk témakorén.

0.1.1. Az altaldnos nemlinearis optimalizalasi feladat

Az altalanos nemlinearis optimalizalasi feladat (Nonlinear Optimization — NLO) a kovet-

kezSképpen irhato fel:

min f(x)
hi(z) =0, iel={1,...,p} (NLO)
gi(x) <0, jeJ={1,....,m}

x €eC,

ahol z € R", C C R" adott halmaz és az f,gi,...,gm, 1, ..., h, fliggvények értelmezési
tartoméanya C (vagy olyan nyilt halmaz, amely tartalmazza C-t). A feltételek kielégits

pontokat megengedett megolddsoknak nevezziik, halmazukat F-fel jeloljiik, vagyis
F={zeC:h(x)=0, gj(x) <0,Vi=1,...,p, j=1,...,m}.

9



0. Bevezetés

A NLO feladatok osztélyozasahoz sziikségiink van néhany definiciora, amelyek segitségével

vildgossa tehetjiik kurzusunk targyat is.

0.1. Definicié. Egy C C R" halmaz konvex ha bdarmely ', 22 € C és 0 < X\ < 1 esetén

az
z=Ax' + (1 —\)a? (1)

vektor is eleme C-nek. A A\x' + (1 — \)z? vektor az ', x* pontok konvex kombinécitja.

Masként fogalmazva: egy konvex halmaz tetsz6leges két pontjat Osszekots szakasz is a

konvex halmazban van.

0.1. Feladat. Tetsz6leges k pont konvex kombinaciojat a kovetkezdképpen definidlhatjuk:

1 ..., z* € R™ pontokat és legyenek 0 < A',..., \F olyan szamok, hogy

k
ZA" =1
=1

Tekintsiik az x

. Ekkor az )

T = Z)\ixi

i=1
vektor az adott pontok konvex kombinaciéja.
Bizonyitsuk be, hogy egy C halmaz akkor és csak akkor konvex, ha tetszéleges k > 2-re

barmely C-beli k pont 6sszes konvex kombinacidja eleme C-nek.

Az 1. dbra és a 2. abra példakat mutat sikbeli konvex, illetve nemkonvex halmazokra.

® -

1. 4bra. Konvex halmazok

D <

2. 4bra. Nemkonvex halmazok

0.2. Definicié. Egy konvexr C C R" halmazon értelmezett f : C — R fiigguény konvex,

ha minden x',2?> € C és 0 < X\ < 1 esetén

FO! + (1= N)a®) < Af(zh) + (1= A f(2?).

10



0.1. Bevezetés a nemlinearis optimalizalasba

0.2. Feladat. Tekintsiik a norma-fiiggvényt, vagyis legyen f : R™ — R, f(z) = ||z|| valamilyen

normara. Igazoljuk, hogy f konvex fiiggvény.
0.3. Definicidé. Egy f : C — R fiiggvény epigrafja az
{(z,7): f(x) <T,m€C, T € R} CR""!

halmaz. (I. a 8. dbrat)

3. abra. Egy konvex f fiiggvény epigrafja

0.3. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy egy konvex C halmazon értelmezett f : C — R fliggvény

akkor és csak akkor konvex, ha f epigrafja konvex halmaz.

A fenti definicidkat hasznalva megadhatjuk a NLO feladatok néhany osztalyat. Ezek-
nek az osztalyoknak a lefrasakor felhasznéljuk azt a trivialis tényt, hogy az R™-beli nemne-
gativ vektorokbol allo RY, halmaz konvex. Emellett emlékezziink ra, hogy egy f : R" — R

fliggvényt kvadratikusnak neveziink, ha

1
flz) = éxTQ:c +c'z +~ minden z € R"re,

ahol Q € R™" c € R"” és v € R. Ha QQ = 0, akkor f-et affin vagy linedris fliggvénynek

mondjuk.

0.1.2. Nemlinearis optimalizalasi feladatok osztalyozasa

Altalaban a NLO feladatok kovetkezd osztalyait kiilonboztetjiik meg:

Linearis optimalizalas (LO): f, ¢1,...,9m és h,..., h, affin (linearis) figgvények és

a C halmaz vagy R"-nel vagy R" nemnegativ ortansaval (R"}) egyezik meg.

Feltétel nélkiili optimalizalas: Az I és J indexhalmazok {iresek, valamint C = R".

11



0. Bevezetés

Konvex optimalizalas (CO): f,g1,...,gn konvex fiiggvények, hy, ..., h, affin (linearis)

fiiggvények és C konvex halmaz.

Folytonos konvex optimalizalas: Konvex optimalizalasi feladat az el6bbi értelemben,
de emellett az sszes fiiggvény kétszer folytonosan differencialhato (a késébbiekben

tovabbi folytonossagi kovetelményeket fogunk feltenni).

Kvadratikus optimalizalas (QO): Az f célfiiggvény kvadratikus, a feltételben sze-
repl6 Osszes g1, ...,0m €s hq,...,h, figgvény affin (linearis) és a C halmaz vagy

R"™-nel, vagy R" nemnegativ R’} ortansaval egyenld.

Kvadratikusan korlatozott kvadratikus optimalizalas: Ugyanaz, mint a QO, de a

g1, - - -, gm fliggvények kvadratikusak.

Konvex kvadratikus optimalizalas (KKO): Ugyanaz, mint a QO, de az f célflige-

vény konvex.

Konvex kvadratikusan korlatozott kvadratikus optimalizalas: Azonos a kvadra-
tikusan korlatozott kvadratikus optimalizélasi feladattal, viszont az f célfiiggvény

és a kvadratikus g1, ..., g, fliggvények konvexek.

0.4. Feladat. Készitslink diagramot, amely a fenti optimalizalasi feladatosztalyok kozotti kap-
csolatokat abrézolja. Egy lehetséges megoldast mutat a
http://www-fp.mcs.anl.gov/otc/Guide/Opt Web /index.html

oldalon talalhaté optimalizalési fa.

0.1.3. Jelolések

A matrixokat latin nagybettk jelolik (A, B, P,...), a vektorokat kis latin bettik, a vek-
torok és métrixok elemeit pedig indexszel ellatott betik (pl. z = (z1,...,2,)7, A =
[aijlizy. je1..n)- I, J és K indexhalmazokat jelslnek. Szamadatoknal a +, —, &, ©, 0
szimbolumok azt jelolik, hogy a megfelel6 komponens illetve sor pozitiv, negativ, nemne-
gativ, nempozitiv vagy nulla. A * jel azt jeloli az dbrédkban, hogy az adott tag elGjelérsl
nincs informacionk.

Az optimalizalési feladatokat legtébbszor magyar elnevezésiik szerint roviditjiik. Ettsl
a gyakorlattol csak akkor tértink el, ha az angol rovidités széles kérben hasznalatos. A
Fiiggelékben megadjuk az optimalizalési feladatok roviditéseit, valamint angol és magyar
megnevezeésiiket.

A kovetkezo fejezetben mutatjuk be a KKO alaptulajdonségait, a dualitasi eredmé-

nyeket valamint a KKO feladatok megoldasahoz hasznalt algoritmusokat.

12



1. fejezet

A linearis komplementaritasi feladat

(LCP)

1.1. Konvex kvadratikus optimalizalas (KKO)

1.1.1. Konvex kvadratikus filiggvények
Elevenitsiink fel néhany linearis algebrai definiciot és fogalmat [28, 13, 17].
1.1. Definicié. Egy Q € R™" mdtriz

szimmetrikus, ha Q7 = Q,

ferdén szimmetrikus, ha QT = —Q,

pozitiv szemidefinit (PSD), ha 27 Qx > 0 minden x € R"-re,
pozitiv definit (PD), ha 27Qz > 0 minden x € R™ \ {0}-ra.

Linearis algebrabol és analizisbdl jol ismert, hogy egy szimmetrikus matrix pontosan akkor
pozitiv szemidefinit, ha sajatértékei nemnegativak, illetve pontosan akkor pozitiv definit,
ha sajatértékei pozitivak. Ezenkiviil egy szimmetrikus ) matrix akkor és csak akkor po-
zitiv szemidefinit, ha felirhaté

Q=Cc'C
alakban, ahol C' € R™"™. Ilyen felbontas példaul a Cholesky-faktorizdcio, amelyben C'

fels6-haromszog matrix.

1.1. Feladat. Mutassuk meg, hogy minden pozitiv szemidefinit ) € R™ "™ matrix felirhato
@ = R + S alakban, ahol R, S € R™*", R ferdén szimmetrikus, S pedig szimmetrikus pozitiv

szemidefinit matrix.

1.2. Feladat. Legyen Q € R™*" szimmetrikus matrix, ¢ € R" és v € R. Bizonyitsuk be, hogy
az .
§xTQx +cle 4+~

kvadratikus fiiggvény akkor és csak akkor konvex, ha a () matrix PSD.

13



1. A lineéris komplementaritési feladat (LCP)

1.3. Feladat. Legyen () szimmetrikus PSD matrix. Lassuk be, hogy
(i) gi; > 0 minden i-re és
(ii) ha g; = 0 valamilyen ¢ indexre, akkor ¢;; = ¢j; = 0 minden j-re.

Masként fogalmazva: egy pozitiv szemidefinit matrix fatlojanak elemei nemnegativak. Ha egy

atlobeli elem nulla, akkor annak sora és oszlopa csak nulla elemekbdl all.

1.1.2. A kvadratikus optimalizalas dualitaselmélete

A kovetkezokben a KKO feladatot tgynevezett szimmetrikus (kanonikus) formaban tér-
gyaljuk. Konnytd ellendrizni, hogy egyszert atalakitasokkal tetszéleges formaban adott
KKO feladat felirhato6 ilyen alakban [43].

Legyenek A € R™" B € R™* C € R>*" tetsz6leges matrixok, ¢,z € R?, b,y € R™,
2z € R*, w € R! vektorok. A konvex kvadratikus optimalizalas primdl feladata a kovetkezd

alakban adhato meg:
1 1
min f(z,2) = cx+ §:L‘TC’TC’x + §ZTZ
Ax+ Bz > b
0.

v

X

Minden ilyen feladathoz tartozik egy tgynevezett dudl feladat:

1 1
max ¢(y,w) by — éyTBBTy — inw

ATy — 0w

IA

C

0.

A%

Y

A primaél és a dual feladat kapcsolata elméleti és gyakorlati szempontbol egyarant alapvets
jelentGség.

1.4. Feladat. Mutassuk meg, hogy a

1
min ¢’z + §xTQm
Ax =10
z >0

KKO feladat, ahol @) € R™*" szimmetrikus PSD matrix, felirhat6 a fent megadott primal szten-
derd alakban. Irjuk fel a megfelels dual KKO feladatot is.

1.5. Feladat. Mutassuk meg, hogy a

1
min z; + 29 + 223 + 52%

r1+2z1=1
.171,1’220

KKO feladat felirhat6 a fenti sztenderd alakban. Adjuk meg a megfelels b, ¢ vektorokat, valamint
az A, B és C métrixokat. Irjuk fel a dual KKO feladatot is.

14



1.1. Konvex kvadratikus optimalizalas (KKO)

1.6. Feladat. Mutassuk meg, hogy a

min —12x7 — 1029 + 23:% + 2129 + J;%
r1+w2 < 4

x1, T2 > 0

KKO feladat felirhat6 a fenti sztenderd alakban. Adjuk meg a megfelels b, ¢ vektorokat, valamint
az A, B és C matrixokat. Irjuk fel a dual KKO feladatot is.

Egy (z, z) part primdl megengedettnek (primal megengedett megoldésnak) neveziink,
ha kielégiti az Osszes primal korlatozoé feltételt, és primadl optimdlis megolddsnak, ha primal
megengedett és minden (2/, ') primal megengedett megoldasra f(z,z) < f(2/, 2).

Hasonléan egy (y,w) part dudl megengedettnek (dual megengedett megoldasnak) ne-
veziink, ha kielégiti az Osszes duél korlatozo feltételt, és dudl optimdlis megolddsnak, ha
duél megengedett és minden (y', w’) dual megengedett megoldasra g(y, w) > g(y', w').

A primal (dual) KKO feladat nem megengedett, ha nem létezik primal (dual) megen-
gedett megoldés.

A kovetkezd tétel egyszertd, de fontos eredmény.
1.2. Tétel (Gyenge dualitas). Minden primdl megengedett (x,z) és dudl megengedett
(y, w) megolddspdrra
fz,2) =2 gy, w).

Eqgyenldség pontosan akkor dll fenn, ha

i. z= BTy,
1. w=Cux,
iii. az 9 := Ax + Bz — b jelélést haszndlva 5Ty = 0 és

w. az T = c+ CTw — ATy jeldlést haszndlva Tz = 0.

Bizonyitas: A primal és dual feltételeket felhasznalva:
T L o7 L r T L A L 7
fz,2) —g(y,w) =c x+§x C C’x+§z z2—b y+§y BB y—i—§w w >

1 1 1 1
> (ATy — CTw)Tw + §£IZTCTC£B + §ZTZ — (Az + B2)Ty + EyTBBTy + EwTw =
1 1
= Q(C’x —w) (Cx —w) + i(BTy — )" (BTy —2)>0. (1.1)
Ezzel az allitas els6 felét belattuk. Az egyenléség feltételeihez azt kell megvizsgalnunk,
hogy az el6bbi becsléssorozatban mikor kapunk egyenléségeket. Az elsé egyenltlenség
pontosan akkor lesz egyenlGség, ha iii. és . teljesiil, a masodik egyenlGtlenség pedig

akkor, ha i. és 4. teljesiil. O

1.7. Feladat. Fogalmazzuk meg a gyenge dualitasi tételben megadott feltételeket az 1.5 fela-

datban szerepl6 optimalizalasi feladatra.

15



1. A lineéris komplementaritési feladat (LCP)

A primal és dual célfiggvényértékek kozti f(x, z) — g(y, w) kiilonbséget dualitdsrésnek
nevezziik. A gyenge dualitasi tétel teszi lehetévé, hogy algoritmusokat hozzunk létre a
KKO feladatok megoldaséra. A primél és a duél célfiiggvényértékek egyenlésége optima-

litasi tesztként fog szolgélni.

1.3. Kovetkezmény. Legyenek (x,z) és (y,w) rendre primdl és dudl megengedett megol-
dasok. Ekkor f(x,z) = g(y,w) esetén (x,z) primdl optimdlis megoldds, (y,w) pedig dudl
optimalis megoldds.

Az er6s dualitasi tétel az allitas forditottjat tartalmazza, vagyis ha mind a primal,
mind a dual feladat megoldhato, akkor létezik optimalis megoldés és a célfiiggvényérté-

kek egyenlGek. Mésként fogalmazva a dualitasi rés az optimumban nulla. Ezt a fontos

eredményt a késébbiekben algoritmikusan fogjuk bizonyitani.

1.4. Tétel (KKO erds dualitasi tétele). Barmely KKO feladatra teljesil a kovetkezd,

//////

1. Vagy a primdl, vagy a dudl feladat nem megengedett, vagy egyik sem megengedett.

ii. Létezik (x,z) primdl megengedett és (y,w) dudl megengedett megoldds, amelyekre
f(z,2) = g(y,w), vagyis mindkét feladat megoldhato és az optimumban a dualitdsrés

nulla.

1.1.3. A kvadratikus optimalizalasi feladat atfogalmazasa

A gyenge dualitési tétel 4. és ii. feltételét felhasznédlva és a Q = CTC, P = BB?T szim-
metrikus pozitiv szemidefinit matrixokat bevezetve a kdvetkezGképpen fogalmazhatjuk &t

a primal feladatot:

1 1
min f(z,y) = cTa:+§a:TQa: + §yTPy
Ax+ Py >b
x>0

y > 0.
A duél feladat megfelels alakja pedig

. 1 1
min g(y,z) =b"y — §yTPy — ixTQa:
ATy —Qr<c
y>0

x> 0.

Vegyiik észre, hogy itt a primal és dual feladatokban azonos véltozok szerepelnek. Ez

lehet6vé teszi, hogy atalakitsuk a primal-duél feladatot egy komplementaritasi feladatté,
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1.1. Konvex kvadratikus optimalizalas (KKO)

ahol nulla dualitasrés mellett keressiik az optimalis megoldést. Itt az 1.2 tételben szerepld
1e. és 1. feltételeket is felhasznaljuk.
—Py—Ax+y=-0b (1.2)
Ay — Qe +z=c
y>0 (1.3)
x>0
y=0

ST
v
o o o

IT

(1.4)

yT

Ny
Il

Az (1.2) egyenleteit egyenldségi feltételeknek, (1.3) egyenlStlenségeit nemnegativitdsi fel-
tételeknek, (1.4) feltételeit pedig komplementaritdsi feltételeknek nevezziik. Adott ¢ esetén
x;, T;-t, valamint hasonléan y; és 7;-t komplementaris valtozoknak hivjuk. A valtozok
nemnegativitasa miatt minden egyes koordindtara a komplementaritéasi valtozok legalabb
egyikének nullanak kell lennie.

Néhéany alkalmas jelolés bevezetésével a feladatot tomorebb formaban is megfogal-

és d= [_b]. (1.5)

C

mazhatjuk. Legyen
P A

_AT Q

Az M matrix speciélis szerkezetére kiilon elnevezést vezetiink be:

1.5. Definicié. Egy
P A

—_AT Q

alaki mdtrizot biszimmetrikusnak neveziink, ha P € R™*™ és () € R™™"™ pozitiv szemide-

c R(ern)X (m~+n) (1 6)

finit mdtrizok, A € R™*™ pedig tetszdleges mdtriz.

Konnyen ellenérizhets, hogy a biszimmetrikus matrixok pozitiv szemidefinitek. Az u =
(yT, 21T és v = (g1, z7)7T jelolesek segitségével az (1.2-1.4) feladat a kovetkezSképpen
irhato fel:

—Mu+v=d
u,v >0 (LCP)
ulv =0.

Ez az ugynevezett linearis komplementaritasi feladat (LCP), amely nem minden eset-
ben oldhat6 meg. A kvadratikus optimalizalési feladatbol szarmazo LCP-ben az M méatrix
biszimmetrikus, erre az esetre mutatunk egy algoritmust a kovetkezé szakaszban. Késébb
targyalni fogjuk a megoldasi modszer altalanositasat olyan LCP feladatokra, amelyekben

M nem feltétleniil biszimmetrikus.
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1. A lineéris komplementaritési feladat (LCP)

1.6. Példa. Tekintsiik a kovetkezd kvadratikus optimalizalési feladatot:

1
min 51:% + 21:%—3:1302 + 221 + 22
r1+22<1

x1, w2 > 0.

Ez egy sztenderd formaju feladat, ahol

1 -1 2
Q:(_l 4), P=0, A=(-1-1), b=(-1), c:<1>.

@ sajatértékeinek meghatarozasa:
1-x -1
det (Q — M) = det =X\ -5\ +3=0,
-1 4-X

amibdl
5443
2

Ebbdl kdovetkezik, hogy @ pozitiv definit méatrix, tehat a feladat valoban konvex. A Cholesky-

oo [ 10 1 -1
o=cre=( 3 5 )0 )

is mutatja, hogy @ pozitiv szemidefinit. A duél feladat esetiinkben a kévetkezd alaku:

A= > 0.

faktorizacio

. _12_ 2
max —1 2x1 2z5 + x122
—y1 — o1 + 22 < 2
—y1+o1 —4r2 <1

x1, T2, y1 > 0.

Az ennek megfelels LCP feladatban

0 -1 -1 1 Y1 hn
M = 1 1 -1 , d= 2 , U= T , v = T
1 -1 4 1 T2 T2

1.8. Feladat. Irjuk fel az 1.5 példaban megadott KKO feladathoz tartozoé LCP-t.

1.9. Feladat. Irjuk fel azt az LCP-t, amit egy kanonikus alaku linearis optimalizalasi feladatbol

kapunk.

1.2. Alkalmazasok

1.2.1. A betonkeverési feladat (legkisebb négyzetek moddszere)

Az épitémérncki munkaban a kiilonb6z6 célokra kiilonboézd betonfajtak sziikségesek. A

beton egyik fontos jellemzGje a soder Osszetétele, vagyis hogy a séderben 1évs kavicsok
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1.2. Alkalmazésok

hany szazaléka tartozik egy bizonyos kavicsméret-kategoriaba. Az épitémérnckok a be-
ton minden fajtajahoz meg tudjék adni azt az idealis sdderdsszetételt, amely minimaélis
cementfelhasznalas mellett biztositja a kivant erdsséget. Sajnos a sdéderbanyakban ilyen
idealis Osszetételt altalaban nem lehet talalni. A gyakorlatban a kiilonb6zd soderfajtak
keverésével probaljak a lehets legjobban megkdzeliteni a kivant minGséget.

Tegyiik fel, hogy n kiilonb6z6 kavicsméret-kategoriank van. Az aktuélis célunkhoz
tartozo ideélis keveréket a ¢ = (c1, ¢, ..., c,)T vektor adja meg, ahol 0 < ¢; < 1 minden
i=1,...,nreésy " ¢ = 1. A ¢ elem azt mutatja, hogy a soder hany szazaleka tartozik
az i-edik kavicsméret-kategoriaba. Tegyiik fel tovabbé, hogy a sédert m kiilonb6z6 banya-
bol kaphatjuk, és mindegyik j = 1,...,m banya kavics-Gsszetételét az A; = (ay;, ..., an;)7"
vektor adja meg, amelyben 0 < @;; < 1 minden i =1,...,nre és Y ' a; = 1. A cél az,
hogy megtalaljuk az idealis keverék legjobb kozelitését az m banya altal ajanlott alapanyag
felhasznalasaval.

Jelolje x; azt, hogy a keverék hany szézaléka szarmazik a j-edik banyabol, ekkor az

r = (z1,...,T,) vektorra teljesiilnie kell a

m
Zl‘jzl, I’JZO
j=1

Osszefiiggésnek. Célunk, hogy az eredményiil kapott keverék

m
z = E ijj
=1

a lehet§ legkdzelebb legyen az idealishoz, vagyis minimalizalnunk kell az alabbi kifejezést:

n

le =l =(z ="z =) = ) (21— )

i=1
Ez az optimalizalési feladat egy linearisan korlatozott KKO feladat. Tovabb egyszertisit-
hetjiik a feladatot a z valtozo kikiiszobolésével. Ekkor, bevezetve az A = (Ay, ..., An)

matrixot, amelynek oszlopai az A; vektorok, a kovetkezs egyszeri KKO feladatot kapjuk:

min (Az — )" (Az — ¢)
e =1

z > 0.

1.10. Feladat. A fenti betonkeverési feladatban a keveréknek a megcélzott idedlis Gsszetételtsl
valo eltérését a z = Ax és ¢ vektorok euklideszi tavolsaga adta meg. Két vektor tavolsagat
mérheti még tobbek kozott az ||.||; vagy a |.||,, norma is. Irjuk at a keverési feladatot ezeknek
a norméknak a felhasznalasaval és mutassuk meg, hogy ezéaltal mindkét esetben tiszta linearis

programozéasi feladatot kaphatunk.

A korlatozott legkisebb négyzetek modszere a mérnoki munka, a kozgazdasagtan és
a statisztika szamos teriiletén megjelenik. A kovetkezs alfejezetben egy statisztikai alkal-

mazassal foglalkozunk.
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1. A lineéris komplementaritési feladat (LCP)

1.2.2. Konvex regresszios feladat (legkisebb négyzetek modszere)

A regresszio soran egy ponthalmazra illesztiink egy fiiggvényt. Tekintsiik a kdvetkezs
regresszios modellt:
Yi=y(z)+o4, i=1,...,n. (1.7)

Az 1 < x9 < -+ < x, pontok és a hozzajuk tartozo Y; € R megfigyelések ismeretében
akarjuk becsiilni az ismeretlen y : R — R fliggvényt, amelyrsl feltessziik, hogy konvex.
Legyenek oy, 09,...,0, fiiggetlen, nulla varhato értékd valésziniiségi valtozok. Ekkor a
legkisebb négyzetek modszerével keressiik azt az y(z) konvex fiiggvényt, amely a legjobban

kozeliti a megfigyeléseket:

n

min > (Vi = y(a))’ (1.8)

y(z) konvex —

Vegyiik észre, hogy az (1.8) feladatban csak a megfigyelési pontokhoz tartozo y(z;) ér-
tékeket hasznaljuk, igy az y(z) fiiggvényt kereshetjitk szakaszonként linearis alakban: az
x; megfigyelési pontoknal vannak torések, koztiik linearis a fiiggvény. A konvexitas ebben
az esetben azt jelenti, hogy a linearis részek meredeksége novekszik. Az y; = y(x;) jelolés

bevezetésével az optimalizalasi feladat a kovetkezé alakban irhato fel:

mmijn—%f (1.9)

Yi — Yi—1 < Yi+1 — Yi
Ti— Tl Tl — X

i=2...,n—1 (1.10)

?

Definialjuk a tridiagonalis (n—1) x (n+ 1)-es A, (a) méatrixot, ahol a = (a4, ...,a,) € R™

ay —ap —ag a2 0 0
0 as —Qag — as as 0
0 as
Ap(a) =
An—2 —Qp—2 — An—1 Qp—1 0
0 0 0 Ap—1 —Qp—1— Qp Gp
A konvex regresszios feladathoz legyen a € R, a; = lel_xj, j=1,...,n—1. Ekkor az

(1.9) konvex regresszios feladat igy irhato at:
min ¢’y + 4y Ty + v
yeR?

Ap-1(a)y >0, ahol
c=(=2Yy,...,=2v,)7",

V= in,
=1

I pedig az n-ed rangu egységmatrix. Vegyiik észre, hogy A, _1(a) egy (n—2) X n-es matrix.
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1.2. Alkalmazésok

1.2.3. Portfolidanalizis (atlagos variancia modellek)

A kvadratikus optimalizalas egy fontos alkalmazasa az atlagos variancia modellek efficiens
hatardnak® kiszamitasa. Adott aktivak esetén r; varhaté hozam és v;; kovarianciak mellett
a feladat az aktivak olyan portfoliojanak megtalalasa, amely adott 6sszhozam mellett mi-
nimalis szorést, illetve adott szorés mellett maximalis hozamot biztosit. Matematikailag,

ha z; az i-edik eszkoz ardnya a portfélioban, akkor az atlagos variancia feladat:

T

1
min { ixTVx cele=1,rTe =\ Dr=d, >0 } , (1.11)

ahol e = (1,...,1) € R" dsszegz6vektor, Dz = d pedig a kivalaszthato portfoliokra vonat-
kozo kiegészits feltételeket jelolhet. Ez a feladat egy jobboldali paraméteres KKO feladat,
ahol A a befektetés 0sszhozamat jeloli. Ekkor az efficiens hatar éppen az optimalisérték-

fiiggvény.

1.7. Példa. Tekintsiik a kovetkez6 atlagos variancia modellt:
min {a:TVx cele=1, Tz =\, sz}
x

ahol
0,820 —0,230 0,155 -—0,013 —0,314
—0,230 0,484 0,346 0,197 0,592
V= 0,155 0,346 0,298 0,143 0419 |,
-0,013 0,197 0,143 0,172 0,362
-0,314 0,592 0,419 0,362 0,916

T
r:<1,780 0,370 0,237 0,315 0,490)

Ellendrizhets (pl. MATLAB felhasznalasaval), hogy A > 1,780 vagy A < 0,237 esetén a primal
KKO feladat nem megengedett, mert a dual nem korlatos. A X € [0,237, 1,780] értékekre mind a
primél, mind a dudl KKO feladatnak van optimélis megoldasa, és az optimalis célfiiggvényértékek

egyenlgk.

1.11. Feladat. A feladat részletes megoldasa megtalalhaté a
http://www-fp.mcs.anl.gov/otc/Guide/CaseStudies/port /formulations.html
oldalon. A
http://www-fp.mcs.anl.gov/otc/Guide /CaseStudies/port /demo.html

oldalon megadhatjuk a sajat portfolionkban szerepld részvényeket, majd a program kiszamitja az
idealis felosztast. A kockazatvéllalas szintjét szabadon megvalaszthatjuk. Adjuk meg a megoldott

feladat matematikai leirdsat és szamoljunk be a kapott eredményekrdl.

LAz efficiens hatéar fogalmat Markowitz vezette be, lasd [33].
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1. A lineéris komplementaritési feladat (LCP)

1.3. A legkisebb index criss-cross modszer

Szamos modszer ismert a fenti (LCP) feladat megoldéaséra. Ebben a fejezetben néhany
pivotmodszert mutatunk be. A késébbiekben az LCP feladatok megoldasara hasznalt
bels6pontos modszerekkel is foglalkozni fogunk. ElGszor a baziscserérdl adunk egy révid
attekintést, azonban feltételezziik, hogy az olvasdé mar ismeri ezeket a fogalmakat (lasd
pl. [43, 5]).

1.3.1. Pivotalas (baziscsere)

Tekintstink példaképpen egy aluldetermindlt (tobb valtozd, mint egyenlet) linearis rend-

szert:

loy +0z9 + 223 — 1oy + 225 = 1
O0xq + 1y — 323+ 324 — bz5 = 1.

Az xq, 19 valtozok az x3, x4, x5 valtozok fiiggvényeként vannak megadva: ha w3, x4, 5
értékét nullanak valasztjuk, rogton adodik, hogy 1 = x5 = 1. Ebben a felirdsban zq, xo-t
bdzisvaltozoknak, x3, x4, x5-6t nem-bdzisvdaltozoknak nevezzik.

A bazis- és nem-bazisvaltozokat masképp is valaszthattuk volna. Egyszert atalakités-

sal kapjuk, hogy:

3r1 + 1xe + 323+ 02y + 125 = 4
5r1 + 229 + 4xs + 1y + 05 = 7.

Most x4, x5 van megadva xq, x9, x3 fliggvényeként, azaz x4 és x5 a bazisvaltozonk. Ha az
x1, To, r3 nem-bazisvaltozokat nullanak valasztjuk, rogton kapjuk, hogy x4 = 4 és x5 = —3.
A bdzis (bazisvaltozok) valasztasanak ilyen megvaltoztatasat nevezzik bdziscserének,
vagy méas néven pivotdldsnak. Fontos megfigyelniink, hogy a baziscsere nem valtoztatja
meg a linearis rendszeriink megoldashalmazat.
Kényelmes bevezetni egy gyors jelolést a baziscsere végrehajtasara. Példankban az

els6 linearis rendszerhez ezt a tablat rendelhetjiik:

1 0 2 -1 2|1
01 -3 3 5|1

majd a baziscsere utan a kovetkezé tablat kapjuk:

31 3 0 14
5 2 4 1 0|7
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1.3. A legkisebb index criss-cross modszer

1.12. Feladat. Mutassuk meg, hogy az alabbi harom maétrix béziscserével atalakithatd egy-

mésba:
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
1 0 2 -1 2 513 1 3 0 1 213 1 3 0 1
210 1 -3 3 -5 415 2 4 1 0 41-1 0 -2 1 -2

1.3.2. Pivotmoédszer az LCP feladat megoldasara

Tekintsiik az (LCP) linearis rendszert, azaz —Mu + v = d. Ez a rendszer aluldeterminalt,
és az u-valtozokat, mint nem-bazisvaltozokat megvalaszthatjuk példaul gy (mind nulla),
hogy v = d legyen. Az egyetlen probléma az, hogy ez a megoldas megsérti a v-re vonat-
koz6 nemnegativitasi kovetelményt, kivéve, ha d nemnegativ (ami altalaban nem teljesiil).
Azonban u és v ilyen valasztasa kielégiti az (LCP)-beli komplementaritasi kovetelményt:
uTv = 0.

Azt mondhatjuk, hogy az v = 0, v = d valasztas egy komplementdris bdzisnak felel
meg. Csak olyan béaziscseréket fogunk végezni, hogy a bézisok végig komplementarisak
legyenek — ha az u; valtozot kivessziik a bazisbol, akkor a komplementaris? v; valtozéjanak
be kell keriilnie a bézisba. Ezt nevezzik principdlis pivotnak.

A —Mu + v = d linearis rendszer igy jelolhetd:

Bl uf o7

v | —-M I |d

Az els6 oszlopban szereplé B azt jelzi, hogy a v valtozok alkotjak az aktuélis bazist. Ve-
gyiik észre, hogy a bézisvaltozoknal az I egységmatrix szerepel. Most addig végziink olyan
béziscseréket, amelyek megérzik a komplementaritést, amig a jobboldali vektor a tabla-
zatban nemnegativva valik. Ekkor teljesiilni fog (LCP) Gsszes feltétele, és megallhatunk.

Megjegyezziik, hogy ezalatt mindig teljesiil
—Mu+v=d, (1.12)
mert a baziscserék nem valtoztatjak meg egy linearis rendszer megoldashalmazat, illetve
ulv =0, (1.13)

mert csak principalis pivotot végziink, amely megdrzi a komplementaritést.

Masként fogalmazva: akkor allhatunk meg, ha az (LCP)-beli u-ra és v-re vonatkozo
nemnegativitasi feltételek is teljesiilnek.

Az egy valtozot tartalmazo principélis baziscserét diagondlis pivotnak nevezzik (egy
bézisvaltozot a komplementer valtozoja valt fel, azaz u; helyére a bazisban v; keriil, vagy
forditva), a két valtozot tartalmazo principalis baziscserét pedig cserepivotnak hivjuk (két

bazisvaltozo helyébe a komplementaris parjuk kertil).

2Az u; és v; valtozokat komplementérisnak nevezziik, mert ha u* € R*"™™ és v* € R*"*™ az (LCP)

feladat megoldasai, akkor minden ¢ = 1,...,n + m-re vagy u; vagy v; vagy mindketts nulla.
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1. A lineéris komplementaritési feladat (LCP)

1.8. Példa. Tekintsiik az 1.6 példa feladatat. Az ott megadott M, d, u és v szerint az els§ tabla:

B y T X2 Y Tl To | d
Blu' o' |d| |g| 0 1 1 1 0 1
v|-M I |d| |z@m|-1 -1 10 1 of2]

To| -1 1 —4 0 0 1

Mivel d > 0, ez a tabla maris optimalis. Az optimalis megoldas x1 = z2 = 0, az optimalis
célfiiggvényérték pedig 0. A tablabol az optimalis értékek kiolvashatok, ha visszaemlékeziink

arra, hogy a tabla a linearis egyenletrendszer réviditése:

0 1 1 y 100 7 1
-1 -1 1 x|+ 010 o | =121, (1.14)
-1 1 —4 o 00 1 To

ahol az y, x1, x9 nem-bazisvaltozok definicié szerint nullak. (Emlékezziink ra, hogy a bazisvalto-

z0khoz az egységmatrix tartozik.)

1.3.3. Véges criss-cross moédszer kvadratikus optimalizalasra

El6szor bemutatjuk a megallas feltételét.

1.9. Definicié. Egy komplementdris tdbldzatot az LCP esetén végsének mondunk, ha az

aldbbi hdarom struktira eqyikével bir:

53]
0 01® ... &| —
S
S
@ ... |0 0| —
@
optimdalis tabla; primdl nem megengedett; dudl nem megengedett.

1.13. Feladat. Igazoljuk, hogy az els6 tabla a KKO optimalis megoldésait adja, a masodik és

harmadik tabla pedig rendre a primal és dual megoldhatatlansidgéit bizonyitja.

Tekintsiink egy KKO feladatot az (1.2), (1.3) és (1.4) szerinti LCP felirasban. Legyen
u = (y,x) és v = (¥, Z), mint az el6bbiekben is, N = n 4+ m és vegyiik v-t kiinduld
bézismegoldasnak. Jelolje t;; az aktuélis tabla i-edik soranak j-edik elemét. Az algoritmus

a kovetkezd 1épésekbdl all:
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1.3. A legkisebb index criss-cross modszer

A legkisebb index criss-cross modszer

Input: Egy komplementaris, de nem feltétleniil megengedett bazis.
(Az u;, v; komplementer valtozok koziil pontosan az egyik van
a bazisban.)
k=1
Output: A fenti harom végsé tabla egyike.
k. lépés: Adott egy komplementaris, biszimmetrikus, negativ sze-
midefinit bazistabla.
(a) Ha u;,v; > 0 minden i-re, akkor alljunk meg: az aktu-
alis megoldas megoldja az LC P-t, ezaltal a KKO egy
optimélis megoldésaban vagyunk. Egyébként legyen

r=min{i:u; <0vagy v; <0, i=1,..., N},

ahol feltehetjiik, hogy u, < 0.

(b) Ha t,.. < 0 (a bazisban abréazolva u, egylitthatoja v,-nél
negativ), akkor végezziink el egy diagonalis pivotot: a
bazisban u, helyébe v, keril. k «— k + 1

(c) Ha t,, =0 és

(c1) t,; > 0 minden j =1, ..., N-re, akkor megallunk, mert
vagy a primal vagy a dual feladat nem oldhaté meg.

(c2) Egyébként legyen s = min{j : ¢t,; < 0,j =1,...,N}.
Végezziink el egy cserepivotot: az u, és vy bazisvekto-

rok helyébe u, és v, nem-bazisvektorok keriilnek. k <«
k+1

Az algoritmus helyességének igazolasdhoz vegyiik észre, hogy a (c) eset, amelyben®
t. = 0, azt jelenti, hogy az érintett diagonalis blokk u, sora nulla, tehat s a béazistabla
ferdén szimmetrikus részében van és igy az u, valtozd tartozik hozza, nem pedig v,.

A (cl) esetben az algoritmus u, < 0 mellett megéll és a bazistablaban egy nemnegativ
sorunk van. Ez egy végsé tabla, azaz ebben az esetben az LCP nem megoldhaté: vagy a
primél, vagy a dual KKO feladat nem megoldhato.

Az (a) esetben a végss tabla az LCP egy megoldasat adja, ezért mind a primél, mind
a dual KKO feladat optimalis megoldasat megkapjuk.

Lattuk, hogy az algoritmus kétfajta baziscserét hasznal: diagonalis pivotot (ha lehet),
vagy cserepivotot (ha diagonalis pivot nem lehetséges). Most egy-egy példat adunk a

béziscsere két kiilonbozs tipusara.

3t, > 0 azért nem lehet, mert M végig negativ szemidefinit marad, lasd az 1.17 feladatot.
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1. A lineéris komplementaritési feladat (LCP)

1.10. Példa. (Példa diagonalis pivotra) Kissé modositjuk az 1.8 példat, hogy a kovetkezd
legyen a kiindulé tébla:

B| y 1 ®xm § 1 T2| d
51 0 1 11 o0

r1 | -1 -1 1 0 1 2
To | —1 1 —4 0 0 -1

A jobboldali d vektor harmadik komponense negativ, igy ez a tadbla nem optimélis.

A legkisebb index criss-cross modszer algoritmuséanak (b) pontja szerint most egy diagonalis
pivotot kell elvégezniink, ehhez a tabla megfelels diagonalis pozicidjanak (3. sor) nem-bazis
részében 1évs elemét (-4) vessziik generaloelemnek. Megjegyezziik, hogy nem tudnank elvégezni
ezt a baziscserét, ha ez az elem nulla lenne: akkor egy cserepivotot kellene elvégezniink, amit a
kovetkez6 példaban fogunk bemutatni.

Ha elvégezziik a béaziscserét -4-et hasznalva generaldelemként, ezt az Gj tablat kapjuk:

B Y rKT T2 Yy T1 To | d
= 1 5 1 3
vy |—1 1 L0 7|3
= 5 3 1 7
Ty | -3 3 0 1 31

1 1 1 1
2| 4 3 0 0 —-3]1

Ezen béziscsere folyaman Zo kikeriilt a bézisbol, mig komplementaris valtozdja, xo keriilt be a
helyette. Ez a tabla optimalis (a jobboldali vektor pozitiv), és a valtozok optimaélis értékei 21 = 0

és IL‘QI%.

1.11. Példa. (Példa cserepivotra) Tekintsiik a kovetkezd KKO feladatot:

min x% —Hc% —i—x%
r1 +2x9 —x3 < 4
1 —x2 +x3 < =2
1, T3, r3 2 0
Ekkor
200 1 2 1 4
Q: O 2 0 5 A: y b: s Cc =

-1 1 -1 -2

0 0 2

0O 0 -1 -2 1 4 Y1 Y1

0 0 -1 1 -1 —2 Y )

M = 1 1 2 0 0], d= 0O, u=| 21 |, v=| 21
2 -1 2 0 0 ) )

-1 1 0 2 0 T3 T3

A kiindul6 tébla
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1.3. A legkisebb index criss-cross modszer

Bl y1 w2 x ® x3 Y1 Y2 T1 T2 T3
U1 0 0 1 2 -1 1 0 0 0 O
) 0 0 1 -1 1 0 1 O 0 O0]-2
T | -1 -1 =2 0 0O 0 O 1 0 O 0
To | —2 1 0 -2 0O 0 0 o0 1 0 0
T3 1 -1 0 O -2 0 0 0 o0 1 0

A jobboldali vektor elsé negativ eleme a 2. sorban van. Ha megnézziik az ehhez tartozo
diagonélis poziciét a tabla nem-bazis részében, akkor lathatjuk, hogy a diagonalis elem nulla,
vagyis nem tudunk diagonélis pivotot végezni.

Ehelyett a legkisebb index criss-cross modszer (c) lépése szerint cserepivotot kell végezniink.
Az algoritmus (c) lépését kovetve megkeressiik a tabla 2. soranak nem-béazis részében az elsg
negativ elemet. Ez a tablankban a —1 tag az (72,x2) helyen. Figyeljiikk meg, hogy ha ezt a
generaldelemet hasznaljuk, akkor z9 1ép be a bazisba és 1o hagyja el a bazist. Ez azért probléma,
mert xo és ¥ nem komplementer valtozok. Az zo komplementer valtozdja To, és az mar bent
van a béazisban! Mivel a komplementaritast végig meg akarjuk érizni, ezért rogton elvégziink egy
méasodik baziscserét az (Za,y2) helyet hasznéalva generaloelemként, igy Zo elhagyja a bazist (és
y2 belép), és visszanyertiik a komplementaritast.

Osszegezve, a legkisebb index criss-cross algoritmus (c2) 1épésében dupla béaziscserét kell el-

végezniink az (g2, x2) és (T2, y2) helyeken. Ezek a baziscserék a kovetkezd tablakat eredményezik:

B| y1 Yy x x2 x3 1 Y2 T1 Tz T3 |d

U1 0 0 3 0 1 1 2 0 0 070
To 0 0 -1 1 -1 0 -1 0O 0 012
| -1 -1 -2 0 0 O 0 1 0 010

9 | —2 1 -2 -2 0 =2 0 1 0|4
T3 1 -1 0 -2 0 0O 0 O 110
Bl y1 vy ® z2 3 U1 Y2 T1 T2 T3 |d
U1 0 3 0 1 1 2 0 0 00
To 0 -1 1 -1 0 -1 0 0 012
1| -3 0 —4 0 -2 0 -2 1 1 04
Yy | —2 1 -2 0 -2 0 -2 0 1 04
T3 | —1 0 -2 0O -4 0 -2 0 1 1|4

Ez a tabla optimalis, az optiméalis megoldas x1 = x3 = 0, x9 = 2 és az optimalis érték 4. (Miért?)

1.14. Feladat. Irjuk fel az el6z6 példa dual KKO feladatat és adjuk meg az optimalis megoldast

a fenti optimalis tabla alapjan. Ellendrizziik, hogy az optimumban a dualitasrés nulla.

1.15. Feladat. Oldjuk meg az alabbi KKO feladatokat a legkisebb index criss-cross modszer
segitségével:
min (z — 1)% + 4z
1
min {gx% —l—x% —Tix9+ 21 —xo:x1 + 22 <1, 21,220 > O}.

1.16. Feladat. Oldjuk meg az 1.5 és az 1.6 feladatban szereplé KKO feladatokat a legkisebb

index criss-cross modszer felhasznalasaval.
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1. A lineéris komplementaritési feladat (LCP)

1.4. *A criss-cross modszer konvergenciaja

Mivel csak diagonalis és cserepivotot hasznalunk, be lehet bizonyitani, hogy a béazistab-
lazat biszimmetrikus és negativ szemidefinit tulajdonsaga az algoritmus soran végig meg-

marad. A bizonyitéast feladatként az olvaséra bizzuk.

1.17. Feladat. Legyen [—M, I] a rendszeriink egyiitthatomatrixa, M biszimmetrikus. Bizonyit-
suk be, hogy a matrix nem-béazis részének ellentettje barmilyen principalis pivot esetén biszim-

metrikus. (Vegyiik észre, hogy a blokkok méretei valtoznak.)

Algoritmusunk az LCP komplementaris béazisain at halad, és vagy egy optimalis, vagy
egy nem megoldhato tablanél ér véget, igy — mivel csak véges sok kiilonbo6z6 bazis 1étezik
— a végesség belatasahoz csak azt kell bebizonyitani, hogy ciklikussidg nem fordulhat els.

Ennek belatasdhoz kozelebbrél meg kell vizsgalnunk a tablak tulajdonsagait.

1.4.1. Ortogonalitas a tablazatokban

1.12. Lemma. Ha az (u,v) és az (u',v") vektorok kielégitik a

— Mu+v = d (1.15)
u,v > 0 (1.16)
u'v = 0 (1.17)

feltételeket, és M pozitiv szemidefinit, akkor
(u—u)(v—12") >0.
Bizonyitas: A feltételeket felhasznalva elemi szamitéasokkal kapjuk, hogy
(w—u)'(v =)= (u—u)"Mu—1u)>0,

ahol az utolso egyenlGtlenségnél felhasznaltuk, hogy M pozitiv szemidefinit. a

Legyen most D egy tetszleges n x (m — n)-es matrix, ahol m > n. Jelolje tovabba F

az n X n-es, valamint az (m —n) X (m — n)-es egységmatrixot is.

1.13. Lemma. AzU = [E D] mdtriz sorvektorai és a V- =

] mdtriz oszlopvektorai

ortogondlisak, és R™ eqy bdzisdt alkotjdk.
Bizonyitas: Kénnyen belathato a kovetkezd egyenlGség teljestilése:
UV =ED—-DFE =0,

azaz U sorvektorai és V oszlopvektorai ortogonélisak. Tovabba U sorai és hasonléan V'

oszlopai is linearisan fiiggetlenek, mert U és V is tartalmazza az F egységmatrixot. Igy
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1.4. *A criss-cross modszer konvergencidja

U sorai az U matrix sorvektorai altal alkotott R tér bazisat alkotjak. Hasonléan adjak V'
oszlopai a V' matrix oszlopterének bézisat. Ebbdl pedig mar kovetkezik az allitas, mert ez

a két altér (R+ és R) komplementer és ortogondlis alterek. O

Most megnézziik, hogyan altalanosithaté az 1.13 lemma olyan esetre, amikor az F
egységmatrix jelen van, de nem feltétleniil a matrix elején. Egy ilyen matrixot — legyen ez
U — példaul az 1.13 lemmaban adott U matrixon elvégzett baziscserével kaphatunk.

R valtozatlansagi tulajdonsaga. Ha U maétrixban tetszélegesen valasztunk egy gene-
raloelemet és elvégezziik a béaziscserét, akkor az igy kapott U matrix R sortere megegyezik
az U matrixéval.

V matrix altalanos megalkotasa: Tegyiik fel, hogy az U-n elvégzett baziscsere utan
az U matrixot kaptuk. U sorai nyilvinvaléan R bézisat adjak. Alkothatunk tovabba egy
olyan V maétrixot, amelynek oszlopai R+ bazisat adjak, és igy ortogonalisak U soraira.
Ennek megalkotasa lényegében azonos az 1.13 lemmaban bemutatottakkal, csak azért
Osszetettebb, mert az U-ban 1évS egységmatrix oszlopai nem a méatrix elején vannak.

Legyenek uy, . .., Upin az U matrix oszlopvektorai, J = {j1, ..., j,} pedig az az index-
halmaz, amelyhez tartoz6 oszlopvektorok az oszloptér aktualis bazisat adjak, azaz amely-
hez tartozo oszlopok U-ban az n x n-es egységmétrixot alkotjak. Ha B = [u;,,...,u;,]

jeloli U megfelels részmatrixat, akkor B nyilvanval6an nem-szingularis és
U=B"U.

Ezenkiviil minden uy, ( k ¢ J) oszlopvektorra i, = B~ uy, azaz
By, = uy,

vagy ami ezzel ekvivalens:
Z ujlﬂik = Ug-
Ji€dJ
Az utols6 egyenlet azt mutatja, hogy ha az u; vektort felirjuk a B bazisban, akkor az u;,

bazisvektor egyiitthatoja ;. Igy a

—up+ Yyl =0 (1.18)
Ji€J
egyenlgségbdl definialjuk a vy = (V1g, . . ., Umi) vektort, ahol

U, ha j = j;,
Ui =< —1 ha j =k,
0 ha j ¢ J,

amely az U méatrix minden sorara ortogonalis. Ezt a definiciot felhasznélva az (1.18)

egyenldség méatrix forméaban igy irhaté fel:

Uv, = 0.
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1. A lineéris komplementaritési feladat (LCP)

Az U minden nem-bézis oszlopéara készithetiink egy ilyen vektort. Jelolje V azt az
(m + n) X m-es matrixot, amelyet a v oszlopvektorok alkotnak. Ez adja a kovetkezd
tételt.

1.14. Tétel. Az U mdtriz sorai ortogondlisak a V mdtriz oszlopaira, €s ezek R™™ egy bd-
zisdt alkotjdk. Az U mdtriz sortere megegyezik U sorterével; a V mdtriz oszloptere azonos

V' oszlopterével.

1.15. Példa. Konnyen ellendrizhets, hogy az alabbi matrixok baziscserékkel egymasba alakit-

hatok:

1 2 3 4 5 1 2 4 1 2 3 4 5
1 0 2 -1 2 ) 0 213 1 3 0
2,0 1 -3 3 -5 4 2 1 4(1-1 0 -2 1 -2

Ha a fenti eljarast alkalmazzuk ezekre a matrixokra, akkor a kdvetkez§ matrixokat kapjuk:

112 -1 2 1{-1 0 O 17-1 0 O
21-3 3 -5 210 -1 0 2,3 3 1
3|1-1 0 0 310 -1 310 -1 0
410 -1 0 415 4 41-1 -2 -2
5|1 0 0 -1 5| 3 510 0 -1

Kénnyti ellenérizni, hogy az U, U és U’ méatrixok sorai ortogonalisak a V', V és V'’ oszlopaira.

Ezt az eredményt, az tgynevezett ortogonalitdsi tulajdonsdgot fogjuk alkalmazni a
T = [d, —M, E] méatrixra. El6szor egy formélis definiciot adunk a T matrix bdzistdbldjdra.
A T oszlopvektorai koziil valasztott bazis legyen B, amelyet a Jp indexhalmaz ad meg.
Legyen tovabbé Jp := J\.Jg. Ekkor egy bazistablazat (itt csak a nem-bézis részt tekintjiik)
egy |Jp| % ‘jB‘—es matrix, amely ¢, : i € Jg, k € Jp egyiitthatokat tartalmaz. ¢;, a %,
likt

béazisvektor egyiitthatoja, amikor a #; nem-béazisvektort allitjuk els, azaz ¢, = >, ;.

minden k ¢ Jp-re. Ezt a szerkezetet mutatja be az 1.1 abra.

kejB
t

1€ Jp tik

1.1. 4bra. Béazistabla

Ahogy az 1.14 tételben lattuk, a T matrix sor- és oszlopterének bazisai barmilyen
bazistablabol elgallithatok. Gyakorlasként most megismételjiik T bazistablajanak elalli-

tasat.
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1.4. *A criss-cross modszer konvergencidja

Legyen minden 7 € Jp esetén

t;; haje Jg
O = () =31 hai=j
0 egyébként,
és legyen minden k € Jp esetén
ty; ha je Jp,
tw = (tw;);, = {—1 haj=Fk,

0  egyébként.

Kénnyen ellenérizhetd, hogy ¢ L tg) minden i € Jp és k € J}; esetén, akkor is, ha a B

és B’ bazisok kiilonbozsek.

1.4.2. A criss-cross modszer végessége

Az el6z6 szakasz ortogonalitasi eredményeit hasznalva kapjuk a kovetkezd tételt.
1.16. Tétel. A legkisebb index criss-cross maodszer véges.

Bizonyitas: Indirekt tegyiik fel, hogy az algoritmus ciklizal. Legyen J* = {i : u; vagy v;
belépett a bazisba a ciklus soran}. Nyilvanvalo, hogy ha egy valtozo eleme J*-nak, akkor
a komplementaris parja is, mert ha egy valtoz6 belép a béazisba, akkor a pérja keriil ki
onnan. Tovabba ha egy valtozo belép a bazisba a ciklus soran, akkor bizonyos szamu lépés
utan ki kell keriilnie a bazisbol.

Legyen ¢ = max{i : i € J*}. A fenti megjegyzések alapjan u, és v, belépett (kilépett)
és kilépett (belépett) a bazisba a ciklus egy bizonyos iteraciojakor. Vizsgaljuk meg azokat
az eseteket, amikor v, belépett a bazisba, és amikor azt elhagyta. A kovetkezs eseteket

kell végignézniink (lasd az 1.2 abrat):

1. v, belép a bazisba 2. v, elhagyja a bazist
(la) egy diagonalis pivot (2a) egy diagonalis pivot
(Ib) egy cserepivot (2b) egy cserepivot
(els6rendii valasztas) (elsérendii valasztas)
(lc) egy cserepivot (2c) egy cserepivot
(masodrendi valasztas) (mésodrendt valasztas)

Az els6rendi valasztas” azt jelenti, hogy a ¢ indexet mint legkisebb negativ indexet
valasztottuk ki az algoritmus (a) 1épésénél, a ,masodrendii valasztas” pedig azt jelenti,
hogy a ¢ indexet az algoritmus (c) lépésénél kaptuk. Azt gondolhatjuk, hogy 3 x 3, vagyis
kilenc esetet kell megvizsgalnunk, de meg fogjuk mutatni, hogy csak négy kiilonbozs eset

vall.
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la

1b

lc

v,

TN

vy d

@

®

®

2

Up vy d
0

0 -0 e o —|-
0
S
o
_|_

Ug vy d

o|®

S

+

®

0@

e

D@ — |0 - .. 01—

Uq

2a

2b

2c

Ug d
®
@
- — v,
®
®
Uqg Vs d
0 ®
: S2)
0 -0 - & — — | vq
S ®
© :
+ Clug
®
Uqg vy d
S
S)
0
® - @ —|0 0 - 0 —|ur
0

1.2. abra. Az u, (v,) vektor be- illetve kilépésekor

létrejovs bazistablak.

A megfelel§ bazistablak szerkezetét az 1.2 dbra mutatja, a generdldelemek a tablak

negativ illetve pozitiv elemei. A bazistablak ¢g-nal nagyobb indexekhez tartozo részei nem

szerepelnek az abran, mert ezek elGjelszerkezetérsl semmilyen informécionk nincs, és g

valasztasa miatt nem is befolyasoljak a generaloelem vélasztasat az algoritmus soran.

Ahogy az 1.2 abra mutatja, az (1a) és (1c), valamint a (2a) és (2b) eset ugyanazt a

hasznos informaciot tartalmazza — megoldasoszlopaiknak azonos az elGjelszerkezete, ezért

csak a kovetkezd eseteket kell végiggondolnunk (lasd az 1.3 abrat):

v, belép a bazisba

a. (1a) és (1c) esete: Van egy a vektorunk (a megoldas oszlopa), amely ortogonalis

a T = [d, — M, E] matrix sorterére.

(. (1b) esete: Van egy b; vektorunk (u, oszlopa), amely ortogonalis a 7" matrix

sorterére, és van egy by vektorunk (v, sora), amely a 7' métrix sorterében van.
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1.4. *A criss-cross modszer konvergencidja

v, elhagyja a bazist

7. (2a) és (2b) esete: Van egy ¢ vektorunk (a megoldas oszlopa), amely ortogonélis

a T matrix sorterére.
5. (2¢) esete: Van egy d; vektorunk (v, oszlopa), amely ortogonalis a T matrix

sorterére, és van egy dy vektorunk (u, sora), amely a 7" méatrix sorterében van.

d i<q Ug Vg 1>q
a=|—1® ,,,,, | — |0 ]|*x,,,,,, *
bh=10]© ,,,,, 0|+ 0]*x,,,,,, *
bo=1—1® ,,,,, D] 0| —|*x,,,,,, *
c=|—1®,,,,, 0| —1|*x,,,,,, *
di=]0le,,,,,| 0]+ |*x,,,,,, *
do=1|—1® ,,,,, | — |0 % ,,,,,, %

1.3. dbra. A kivalasztott vektorok elGjeleszerkezete az a.—d. esetekben.

Igy tehat csak azt kell megmutatnunk, hogy az oy, ad, 37, illetve 36 esetek nem
allhatnak fenn egyidejtileg. Miel6tt ezt megtennénk, megjegyezziik, hogy a fenti négy eset
barmelyikében a ¢-nal nagyobb indext elemek elhagyhatok, mert a megfelels valtozok a
ciklus soran vagy végig bézis-, vagy végig nem-bazisvaltozok voltak, igy az algoritmusra

nincs hatéasuk.

ay esete: Az a vektorbol van egy (u,v), a ¢ vektorbol pedig egy (u/,v') vektorunk. Igy
az 1.12 lemma alapjan (v —u')(v —v’) > 0, de ebben az esetben (u — u')(v — V') =
uw + UV —w’ —u'v = —(w' 4+ v'v) < 0, mert az utolsod kifejezésben minden
koordinata nemnegativ, a ¢ koordinatdkra pedig az egyik szorzat nulla, a mésik

pedig pozitiv. Ez viszont ellentmondés, tehét ez az eset nem lehetséges.

ad esete: Ebben az esetben a L d, viszont az elGjelszerkezetiiket felhasznalva azt 1at-

hatjuk, hogy szorzatuk pozitiv.

B~ esete: Ebben az esetben b; L do, vagy ami ezzel ekvivalens, by L d;, viszont elGjel-

struktirajukat felhasznélva a szorzatuk negativ.

(30 esete: Ebben az esetben by L ¢, viszont elGjelszerkezetiik alapjan a szorzatuk pozitiv.
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1. A lineéris komplementaritési feladat (LCP)

Mivel minden lehetséges eset ellentmondéashoz vezetett, ezért az indirekt feltevés nem igaz,

vagyis a legkisebb index criss-cross modszer véges. O

Az algoritmus végességének egyszeri kovetkezményeként bebizonyithatjuk a konvex

kvadratikus optimalizalas alaptételét:

1.17. Tétel (KKO erds dualitasi tétele). A KKO esetében a kivetkezd két, egymdst

//////

(1) Vagy a primdl, vagy a dudl nem megoldhatd, vagy egyik sem megoldhato.
(13) Létezik egy primdl megengedett (x,z) és eqy dudl megengedett (y,w), amelyekre
[z, 2) = gy, w).

Bizonyitas: Irjuk fel azt az LCP-t, amely a priméal-dual KKO feladatparhoz tartozik és
oldjuk meg a legkisebb index criss-cross modszerrel. Az algoritmus véges sok lépés utan
vagy az (a) esetben ér véget, ahol megkapjuk mind a primél, mind a dual KKO feladat
optimalis megoldasat, vagy pedig a (cl) esetnél ér véget, ami azt mutatja, hogy vagy a

primal, vagy a duél feladat nem megoldhato. a

1.5. *A Lemke-féle pivotalgoritmus

Lemke algoritmusa majdnem komplementaris bazisokat hasznal az LCP alakban felirt
KKO feladatot megoldasara.

Ebben a modszerben bevezetiink egy mesterséges valtozot (egy 0j oszlopot). Az elsd
lépésben a kezdeti komplementéaris bazishoz adjuk hozza ezt az oszlopot tgy, hogy az
igy létrejovd bazis megengedett legyen. Ezenkiviil pontosan egy komplementéris valtozo-
par van, amely nem-bazisvaltoz6. A modositott feladat ilyen bazisat nevezziik majdnem
komplementdrisnak. Ekkor a bazist éppen elhagyo valtozé komplementéris parja fog be-
lépni a bazisba. A bazisbol kiléps valtozot a szimplex-modszer generaldoelem-vélasztési
szabalya szerint valasztjuk ki, vagyis hdnyadostesztet végziink, hogy a bazis tovabbra is
megengedett maradjon. Amikor a mesterséges valtozo értéke nulla lesz (vagy ugy, hogy
elhagyja a bézist, vagy pedig a béazisban maradva lesz nulla), akkor megkaptuk az LCP
megoldasat. Ha nem tudunk kilépd valtozot valasztani, akkor a KKO feladatnak nincs

optimélis megoldésa. Formalisan a Lemke-algoritmus az alabbiak szerint irhato fel:

Input: Adott egy komplementaris, de nem feltétleniil megengedett bézis. (Az w;, v;
komplementer valtozok koziil pontosan az egyik van a bazisban. J6 valasztas példaul
az egységmatrix, a slack valtozok egyiitthatomatrixa.) Véalasszunk egy f € R™™™
negativ vektort és ehhez egy \ véaltozot. Tipikusan a csupa —1-bdl allo vektort szo-
kas vélasztani.

Legyen v, = min;{min{v;, u;}}.
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1.6. Az LCP altalanositéasa nagyobb matrixosztalyokra

(a) Ha v, > 0, akkor alljunk meg, a komplementaris bazisunk megengedett.

(b) Ha v, <0, akkor f lépjen be a bazisba, v, pedig hagyja el azt. Ekkor a kapott

bézis majdnem komplementéris és megengedett.
k. lépés: Adott egy majdnem komplementéris megengedett bézis.
(a) Jelolje v, azt a valtozot, ami éppen elhagyta a bazist, ekkor a parja, u, fog a
béazisba belépni.
(b) A kiléps valtozot a szimplex-modszer szokasos hényadostesztjével valasztjuk

ki, vagyis z—g = min; {i’—z}, ahol ;¢ a bazistabla megoldasvektoranak elemeit

jeloli.
(c1) Ha nincs ilyen s, akkor alljunk meg: az LC'P nem konzisztens, vagy a primél,

vagy a dual feladat nem megoldhato.

(c2) Ha van ilyen s indexiink, akkor végezziik el az adott baziscserét. Az 1j bazis

megengedett és majdnem komplementéris.

(d1) Ha A értéke nulla, akkor alljunk meg. Ekkor az LCP komplementéris megen-
gedett megoldasat, ezaltal a KKO optimalis megoldasat értiik el.

(d2) Ha X > 0, akkor legyen k := k + 1 és folytassuk a kévetkezs 1épést.
Megjegyzések:

e Igazolhato, hogy A értéke monoton csokken.

e Ha minden bézis nem-degeneralt (azaz minden bazisvaltozo pozitiv), akkor a Lemke-

modszer véges szami 1épés utan megoldja a KKO feladatot.

e Ha a degeneralt esetben lexikografikus valasztési kritériumot vagy a legkisebb index-

szabalyt alkalmazzuk, akkor a Lemke-modszer véges lesz.

1.6. Az LCP Altalanositasa nagyobb matrixosztalyokra

Tekintsiik a kovetkezd LCP-t:

—Mu+v = d
u,v > 0
ul'v = 0.

Lattuk, hogy az LCP megoldhat6, ha az M matrixot egy primal-dual LO vagy KKO
feladatparbol kaptuk: ekkor rendre ferdén szimmetrikus, illetve biszimmetrikus komple-
mentaritasi feladatot kaptunk. Azonban vannak nagyobb matrixosztalyok is, amelyek le-
het6vé teszik az LCP megoldéasat tetszéleges jobboldali d vektor esetén. A kovetkezSkben

néhény tovabbi matrixosztalyt fogunk definialni és targyalni.
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1. A lineéris komplementaritési feladat (LCP)

1.6.1. A P-matrixok osztalya

1.18. Definicié. Egy M mdtrizot P-mdtriznak nevezink, ha féminorjai pozitivak (pozitiv

a determindnsuk).

Nyilvanvalo, hogy ha M egy P-métrix, akkor minden féminorja is az. Vilagos az is, hogy
egy szimmetrikus P-méatrix pozitiv definit (PD), de ennek forditottja nem igaz.

1.19. Példa. A

1 -3
] matrix egy P-matrix, de nem pozitiv definit, mivel x = (1, 1) esetén

2 ITMz=-1<0.

1.18. Feladat. Specializaljuk a legkisebb index criss-cross modszert a P-matrixi LCP esetére.

1.6.2. *Az elégséges matrixok osztalya

Miel6tt a definiciokra térnénk emlékeztetiink ra, hogy ha x és y azonos dimenzids vektorok,
akkor z -y jeloli a két vektor koordinatankénti szorzatat, azaz (x - y); = x;y;. Tovabba ha

x vektor, akkor X jeloli azt a diagonalis métrixot, amelynek f6atloja az x vektor.
1.20. Definicié. Egy M madtriz

sor-elégséges, ha minden x vektorra x- MTx < 0 esetén x- MTx = 0 (vagyis ha minden
i-re x;,(MTz); <0, akkor minden i-re x;(M*x); =0),

oszlop-elégséges, ha minden x vektorra x - Mx < 0 esetén x - Mx =0, és
elégséges, ha mind sor-, mind oszlop-elégséges.

Ezeket a fogalmakat Cottle és tarsai [8, 7] vezették be a méatrixok eldjel-(nem)reverzibili-
tasi tulajdonsagat formalizalva. Figyeljiik meg, hogy oszlop-elégséges méatrix esetén az x

és Mx vektoroknak nem lehet minden egyes koordinatara ellenkezé elGjeliik.
1.19. Feladat. Tekintsiik a kovetkezé harom métrixot:

0 1 0 0 0 —1
Ml = ) M2 = ) M3 = .
01 1 1 1 1

Mutassuk meg, hogy az M; matrix oszlop-elégséges, de nem sor-elégséges, az Mo métrix sor-

elégséges, de nem oszlop-elégséges, végiil pedig, hogy az M3 métrix elégséges.
1.20. Feladat. Igazoljuk, hogy ha az M matrix PSD, akkor elégséges.

A P-matrixok és a pozitiv szemidefinit métrixok elégségesek, de vannak olyan elégsé-

ges matrixok, amelyek nem P- és nem is pozitiv szemidefinit méatrixok.

01
1.21. Feladat. Igazoljuk, hogy a [ 5 1 ] matrix elégséges, de nem P- és nem is PSD matrix.
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1.6. Az LCP altalanositéasa nagyobb matrixosztalyokra

A kovetkezd néhany tulajdonsagra sziikségiink lesz, amikor a legkisebb index criss-

cross modszert elégséges matrixi LCP-re akarjuk altalanositani.

1.21. Definicié. Legyen P eqy n X n-es permutdciomdtriz. Az M mdtriz principalis at-
rendezése az M mdtriznak, ha M = PMP.

1.22. Allitas. Egy (oszlop-, sor-) elégséges mdtriz minden principdlis dtrendezése (0sz-
lop-, sor-) elégséges.
*Bizonyitas: Legyen P egy permuticiomatrix. A z = Px és M = PM P jellést hasznalva

2i[Mz); = (Px);|[PMPPx); = (Px);[P(Mz)]; = [P(XMz)]; Vi=1,...,n,

ami alapjan P(XMx) és ZMz elGjelvektorai megyegyeznek. Ebbsl kovetkezik, hogy M akkor és csak

akkor oszlop-elégséges, ha M oszlop-elégséges. A sor-elégségességre vonatkozo bizonyités ezzel analog. O

1.23. Allitas. Legyen D eqy nemszinguldris diagondlis mdtriz. Az M mdtriz akkor és

csak akkor (sor-, oszlop-) elégséges, ha a DM D mdtrixz (sor-, oszlop-) elégséges.

*Bizonyitas: A z= D 'z és M = DMD jelolést hasznélva
ZMz= (D 'X)DMDD 'z = XMz,

ami alapjan M akkor és csak akkor oszlop-elégséges, ha M oszlop-elégséges. A sor-elégségességre vonat-

kozo6 bizonyitéas ezzel analog. O

A fenti bizonyitasokhoz hasonloan a kdvetkezs két allitas bizonyitésa is elemi, igy

azokat feladatként hagyjuk meg.

1.24. Allitas. Egy (sor-, oszlop-) elégséges mdtriz minden féminorja (sor-, oszlop-) elég-

Séges.

1.25. Allitas. Mind az oszlop-, mind a sor-elégséges mdtrizoknak vannak nemnegativ

diagondlis elemei.

1.26. Allitas. Nulla diagondlis elem esetén a kovetkezdket mondhatjuk:

o Legyen M oszlop-elégséges mdtrix és teqyiik fel, hogy m;; = 0 valamely i-re. Ha van

olyan j, hogy mj; # 0, akkor m;; # 0, és m;;m;; < 0.

o Legyen M sor-elégséges matriz és tegyiik fel, hogy my; = 0 valamely i-re. Ha van

olyan j, hogy m;; # 0, akkor m;; # 0, és ekkor m;;m;; < 0.

o Legyen M elégséges matriz és tegyiik fel, hogy my; = 0 valamely i-re. Akkor és csak

akkor van olyan j, amelyre m;; # 0, ha mj; # 0, és ekkor m;;m;; < 0.
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1. A lineéris komplementaritési feladat (LCP)

*Bizonyitas: Csak az els6 allitast latjuk be, a masik két allitas bizonyitasa hasonléan torténik. Legyen
a € R és vegyiik az x = e; + ae; vektort, ahol e;, e; az i-edik és j-edik egységvektort jelolik. Ekkor

0 ha k # 1, j,
[(XMz), = [(E; + oE;)M(e; + aej)li = (B + aEj)(m; + amj)], = amg; ha k =1,
amg; + anjj ha k = j,
ahol az utols6 1épésnél felhasznaltuk, hogy m;; = 0.
Ha mj; = 0, akkor az o = —myj; valasztassal m;jmj; > 0 és m;; # 0, amibsl XMz <0, XMz # 0,
ez pedig ellentmond az M matrix elégségességének.
Ha m;; > 0, akkor az o = —sgn(mﬁ)‘:—;;‘ valasztéassal m;;m;; > 0 és mj; # 0, amib6l XMz < 0,

XMz # 0, ami ismét ellentmond M maétrix elégségességének. O

Legyen egy my; diagonalis elem valamely i-re nulla, ekkor az 1.26 &llitas alapjan a

kovetkezGket mondhatjuk (sor-, oszlop-) elégséges méatrixokrol:

o Sor-elégséges mdtrizokra: Ha mj; > 0 minden j-re, akkor m;; < 0 minden j-re. Ha

mj; < 0 minden j-re, akkor m;; > 0 minden j-re.

o Oszlop-elégséges mdtrizokra: Ha m,;; > 0 minden j-re, akkor mj; < 0 minden j-re.

Ha m;; < 0 minden j-re, akkor m;; > 0 minden j-re.

o Llégséges matrizokra: m;; < 0 minden j-re akkor és csak akkor, ha m;; > 0 minden
j-re. Tovabba m;; > 0 minden j-re akkor és csak akkor, ha mj < 0 minden j-re.
1.27. Allitas. Egy (sor-, oszlop-) elégséges mdtriz barmelyik principdlis pivotja (sor-,

oszlop-) elégséges.

*Bizonyitas: Elszor belatjuk, hogy oszlop-elégséges matrixokra fennall az allitas. Legyen J C
{1,...,n} és tegyiik fel, hogy az M;; f6minor nemszingularis. Az M principalis pivotjanak oszlop-
elégségességét akarjuk belatni. Az 1.22 allitas alapjan az altaldanossag megsértése nélkiil feltehetjiik, hogy
My az M bal-fels6 blokkja, vagyis

M My Mz \ _ [ My M
Mjy; Mj; My My )’
ahol az My,..., My jeloléseket az egyszertiség kedvéért vezettiik be. Ekkor M-nek az M; = Mjyj-re

vonatkozo6 principélis pivotja:

= Mt MM,
o\ MMV My — MsMT'M, )
Indirekt tegyiik fel, hogy M nem oszlop-elégséges, azaz van olyan z € R" egy vektor, amely mutatja M

nem-oszlop-elégségességét. Particionaljuk z-t z'-re és z%-re M blokkjainak megfeleléen. Mindezek miatt

,wl :MZ: Ml—lzl +M1—1M2Z2
w? — MMy 2" 4+ My2? — MaMy* My2?
vektorra teljesiilni fog a
lel (_Zl)(_wl)
0> = 0, 1.19
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1.6. Az LCP altalanositéasa nagyobb matrixosztalyokra

1

2

ahonnan az x = (
z

) valasztassal kapjuk, hogy

M — Mt MM, M - M7 My
~MzM;' My — MzM; ' M, 2

z
_ 1_M 2 M. 2 .1
= T TR AR = 2 ). (20
7M3M1 ZlfMng M222+M422 ’UJ2

Ekkor (1.19) felhasznalasaval

_ _,1 1.1
P e S R e
Z2w2 W222
és nem nulla. Ez ellentmond az M matrix oszlop-elégségességének, vagyis az els§ allitast belattuk. A tobbi
rész bizonyitasa analég moédon torténik. O
Az 1.27 allitas egy fontos speciélis esete a kovetkezd:
1.28. Kovetkezmény. Ha eqy nemszinguldris M madtriz (oszlop-, sor-) elégséges, akkor
az inverze is (oszlop-, sor-) elégséges.
*Bizonyitas: Vegyiik észre, hogy ha M nemszingularis, akkor M ~! az M principalis pivotja. O
A fenti eredmények mar lehetévé teszik, hogy karakterizaljuk a 2 x 2-es elégséges

matrixokat:

1.29. Allitas. Egy 2 x 2-es M mdtriz akkor és csak akkor elégséges, ha minden M prin-

cipdlis pivotra
2. ha m; =0, akkor vagy m;; = mj;; = 0 vagy m;jm;; <0, ahol j # .

*Bizonyitas: Ha M elégséges, akkor az 1.27 allitas alapjan minden principélis pivotja is elégséges,
igy az 1.26 allitasbol kovetkeznek a fenti el§jeltulajdonsagok.

A masik irany belatasahoz tobb esetet kell elkiiloniteniink. Az allitas nyilvanvalo, ha M a nullméatrix.
Ha M rangja egy, akkor egyik principalis pivotja tartalmaz nulla diagonalis elemet. Az Aaltalanossag

megsértése nélkil tegylik fel, hogy a pivot maga az M matrix, és my; = 0. Ekkor

T1T9m
XMz = e :
T1Z2Mao1 + T5M22
Ha x129m12 < 0, akkor az elGjeltulajdonsdgok alapjan z1xema; > 0, 23mas > 0 és z1209ma1 +x3Ma2 > 0,
azaz X Mz < 0-bol kovetkezik, hogy X Mz = 0, vagyis M oszlop-elégséges.
Ha M nem-szingularis, akkor a diagonélis elemek pozitivak, és — barmelyik diagonalis elemre vonat-

koz6 baziscserébdl kovetkezGen — az M matrix mq1mes — miameo; determinansa pozitiv. Mivel M minden

f6minorja pozitiv, ezért az M matrix pozitiv definit. Ekkor az 1.20 feladat alapjan M elégséges. O

A fejezet lezérasaként az elégséges matrixok kovetkezd jellemzését adjuk:

1.30. Allitas. Az M mdtriz akkor és csak akkor elégséges, ha minden principdlis pivotja

mdsodfokon elégséges (azaz minden 2 X 2-es féminorja elégséges).
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1. A lineéris komplementaritési feladat (LCP)

Az 1.30 allitas bizonyitasat mell6zziik, mert meglehet&sen hosszadalmas. Az érdeklgdsk
Cottle és Guu [6] cikkében nézhetnek utana.
A fenti eredményeket hasznalva a legkisebb index criss-cross modszer konnyen altala-

nosithato az elégséges LCP megoldéséara [10].

1.22. Feladat. Altalanositsuk a legkisebb index criss-cross modszert az elégséges LCP megol-

dasara, és bizonyitsuk be a végességét.
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2. fejezet

A konvex optimalizalas alapjai

A konyv ezen részében elGszor a 2.1 fejezetben attekintjiik a konvex analizis legfontosabb
eredményeit, majd a 2.2 fejezetben targyaljuk a feltétel nélkiili és az egyszertibb feltételes
optimalizaléasi feladatok optimalitasi feltételeit. A 2.3 fejezetben a feltétel nélkiili nemli-
nearis optimalizalds néhany alapvetd algoritmusat vizsgaljuk meg. Részletesen targyalni
fogunk egy algoritmust és annak f6bb Gsszetevéit is.

A 2.4 fejezetben az altalanos konvex optimalizalasi feladatok optimalitasi feltételeit
tekintjiik at. Bemutatjuk a Karush—Kuhn—Tucker feltételeket, és sz6 lesz a dualitaselméle-
tekrdl is. Végiil a 2.6 fejezet tartalmaz néhany egyszeri algoritmust a feltételes nemlinearis
optimalizalasra: réviden targyalunk néhany gradiens alapti modszert, valamint attekintjiik
a belsépontos modszerek {6 vazat.

Elsgsorban a konvex optimalizélas elméletével foglalkozunk. A szamitogépes nemli-
nearis optimalizalas irodalméanak attekintése meghaladja e konyv kereteit, az érdekl6dé
olvasoknak a [2, 4, 12, 13, 16, 30, 29] munkakat ajanljuk. Nemkonvex fiiggvény globélis
minimumaéanak megtalalasa (globalis optimalizalas, [18, 39]) sokkal bonyolultabb feladat,
mindazonaltal az itt bemutatott eljarasok segitségével ezen feladatok lokalis minimumét

is meghatarozhatjuk.

2.1. A konvex analizis alapjai

A konvex halmaz, a konvex fliggvény és az epigraf fogalmanak definicidja a 0.1.1 fejezetben

talalhato. Sziikségiink lesz még a szigortian konvex fiiggvény fogalmaéra.

2.1. Definicié. Egy C konvex halmazon definidlt f : C — R (konvez) fligguényt szigortian

konvexnek neveziink, ha minden 2%, 2% € C és 0 < A < 1 esetén igaz, hogy
FOrt + (1= N2?) < Af(zh) + (1= N f(2?).

Lattuk a 0.3 feladat soran, hogy egy fiiggvény akkor és csak akkor konvex, ha epigrafja
konvex. Megmutattuk tovabba, hogy egy kvadratikus fiiggvény akkor és csak akkor konvex,

ha a benne szereplé () méatrix pozitiv szemidefinit.
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2. A konvex optimalizalas alapjai

Most attekintjiik a konvex halmazok és a konvex fiiggvények alapvets tulajdonsagait,
amelyek sziikségesek a konvex optimalizalasi feladatok megértéséhez és vizsgéalatahoz.

El6szor a konvex halmazok alapvetd tulajdonségait tekintjiik at.

2.1.1. Konvex halmazok

Minden § C R™ halmazhoz definidlhatunk egy konvex halmazt, az S konvex burkit a

kovetkezd modon:

2.2. Definicié. Legyen S C R" tetszdleges halmaz. A

i=1

k k
conv(S) = {x:x:Z)\ixi, eS8, i=1,...,k X\ €]0,1], Z)\izl, k> 1}
i=1

halmazt az S halmaz konvex burkanak hivjuk.

Figyeljiikk meg, hogy conv(S) az S minden pontjabol képzett Osszes lehetséges konvex
kombinaciot tartalmazza.
A konvex halmazok extremalis halmazainak szerkezete fontos szerepet jatszik a konvex

analizisben.

2.3. Definicié. Az € C C halmaz a C konvex halmaz extremalis halmaza, ha minden
etz € C és0 < XA <1 esetén az v = Mzt + (1 — N)a? vektor akkor és csak akkor van

benne €-ben, ha xt, 2 € €.

Az extremalis halmaz tehat olyan részhalmaz, amely pontosan akkor tartalmaz egy adott
pontot, ha minden olyan szakaszt is tartalmaz, amelynek a pont bels§ pontja.

Az egy pontbol all6 extremalis halmazt extremdlis pontnak hivjuk. Megfigyelhetd,
hogy az extremalis halmazok konvexek, és maga a konvex C halmaz is mindig extremélis

halmaza énmaganak. A kovetkezd lemmékat egyszeri igazolni:

2.4. Lemma. Ha &' C C a C konvex halmaz extremdlis halmaza és E2 C E' a E' halmaz

extremdlis halmaza, akkor £* extremdlis halmaza C-nek.

*Bizonyitas: Legyen 2,y €C,0< A< 1észy = Ax+ (1 — Ny € E2 Mivel £2 C £, ezért 2, € E1,
s6t z,y € €', mivel £ extremalis halmaza C-nek. Végiil, mivel £2 extremalis halmaza £'-nek, =,y € &'

és 2\ € E2, gy x,y € £2 vagyis £2 extremalis halmaza C-nek. O

2.5. Példa. Legyen C az {z € R3: 0 < 2 < 1} kocka. Ekkor a csticspontok extremalis pontok,
az élek egydimenzids extremalis halmazok, a lapok 2-dimenziés extremélis halmazok, és a teljes

kocka 3-dimenziés extremalis halmaza onmaganak.

|
.
T
|
|
P
~
-~

42



2.1. A konvex analizis alapjai

2.6. Példa. Legyen C a {x € R?: 22 + 23 < 1,0 < 3 < 1} henger. Ekkor

e a fedSlapokat hatarolo kérvonalak pontjai: {x € R3 : 23 + 23 = 1,23 = 1} és {z € R? :

22 + 2% = 1,23 = 0} extremalis pontok,

e az alkotok: az {x € R®: z1 = a,75 = b,0 < x3 < 1} egyenesek, amennyiben a € [—1,1] és
b=+V1-—a? vagy b= —v1 — a2, egydimenzits extremalis halmazok,

e a fedSlapok: {z € R®: 2% + 23 < 1,23 =1} és {x € R® : 22 + 23 < 1,23 = 0} 2-dimenzids

extremalis halmazok, és

e a henger maga az egyetlen 3-dimenziés extremalis halmaz.

2.7. Példa. Legyen f(x) = 22 és C az f epigrifja. Ekkor minden (z1,72) pont, amelyre zo = 22,

extremalis pont. Az epigraf maga az egyetlen 2-dimenziés extremalis halmaz.

Idézziik fel linearis algebrabol, hogy ha £ egy (linearis) altere R"-nek és a € R", akkor

a+ L az R" affin altere. Definici6 szerint, a + £ dimenzidja megegyezik £ dimenzidjaval.

2.8. Definici6. Azt a legszikebb a + L affin teret, amely tartalmazza C C R™ konvex
halmazt, C affin burkanak hivjuk és aff C-vel jeloljiik. A C halmaz dimenzidja alatt aff C

dimenzidjat értyik.
2.9. Definici6. Legyen x',2? € R™ és A € R adott. Ekkor az
z=Ar' + (1 —\)a?

1

pont az xt, x? pontok affin kombinacidja.

Mivel itt nem kotottiik ki, hogy 0 < A < 1, ezért az affin kombinacié altalanosabb fogalom,

mint a konvex kombinacio.

2.1. Feladat. Legyen C C R" a kivetkezSképp definidlva:

C:{x:ixizl,xZO}.
i=1

A C halmazt altalaban R™-beli sztenderd szimplexnek hivjuk.
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2. A konvex optimalizalas alapjai

i. Adjuk meg C extremaélis pontjait.
ii. Mutassuk meg, hogy C = conv {e1, ..., e,}, ahol e; az i-edik egységvektor.

iii. Ebben az esetben mi az aff C?

2.2. Feladat. Legyen C C R" egy adott konvex halmaz és k > 2 egy adott egész szdm. Bizo-
nyitsuk be, hogy

k k
aﬁC:{z;z:Z)\il‘i,Z)\izl,)\ieR,iﬂiec,Vi}.
=1 i=1

2.3. Feladat. Legyen £ a C konvex halmaz extremélis halmaza. Bizonyitsuk be, hogy & =
(afft&)NcC.

2.10. Lemma. Legyen £2 C €' C C a C konvex halmaz két extremdlis halmaza. Ekkor
dim £% < dim &

*Bizonyitas: Mivel £2 C £, ezért aff £2 C aff £1. Tovabba a 2.2 feladat szerint
2 = (aff EH N &L
Indirekt tegyiik fel, hogy dim £? = dim £'. Ekkor aff £2 = aff £! és
E2 = (affEHNE = (aff EY) N EL = &,

ami ellentmond az £2 C &' feltevésnek. |

2.11. Lemma. Legyen C egy nemiires kompakt (zdrt és korldtos) konvex halmaz. Ekkor

C-nek van legaldabb egy extremdlis pontja.

“Bizonyitas: Legyen F C C a C azon pontjainak halmaza, amelyek legmesszebb vannak az origotol.
Egy ilyen halmaz nemiires, hiszen C korlatos és zért, és a norma-fiiggvény folytonos. Azt allitjuk, hogy
barmely z € F pont C extremélis pontja.

Indirekt tegyiik fel, hogy z € F nem extremélis pont. Ekkor léteznek x,y € C pontok, amelyek
kiilonboznek z-t6l és A € (0,1) amelyekre teljesiil, hogy:

z=Xx+ (1—MNy.

Tovabba, ||z| < ||z| és |ly]l < |/z]|, mivel z maximalizalja a pontok normajat a C halmaz felett. Igy a

haromszog-egyenlStlenség szerint
I2I < Al + @ =X Iyl < =],

amibdl kovetkezik, hogy ||z|| = ||z]| = |ly|l, azaz z,y, z pontok mind egy origé kozéppontu ||z|| sugart
n-dimenziés gémb felszinén vannak. Ez ellentmondas, mivel ez a harom kiilénb6z6 pont egy egyenesen

van. Ezzel a lemmét belattuk. O

Figyeljiikk meg, hogy a fenti bizonyitasban nem hasznaltuk ki, hogy kiindulépontnak
az origot valasztottuk. Belathato, hogy barmely u € R™ pontot valasztjuk, az u-tol legta-
volabbi z € C pont C-nek extremalis pontja.

A kovetkezd tétel nehéz, nem trividlis eredmény.
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2.1. A konvex analizis alapjai

2.12. Tétel (Krein—Milman-tétel). Legyen C egy kompakt konvex halmaz. Ekkor C

sajdat extremdlis pontjainak konvex burka.

*Bizonyitas: Minden p € C-hez legyen U(p) az olyan v € R™ vektorok halmaza, amelyekre p + v € C
és p — v € C. Tovabba legyen V(p) = coneld, az U(p) altal generalt kip'. Kénnyen belathato, hogy V(p)
az R" linearis altere (lasd a 2.5 feladatot). Jelolje d(p) a V(p) altér dimenzidjat. Ez a dimenzio akkor és
csak akkor 0, ha p extremalis pontja C-nek (lasd a 2.6 feladatot).

Tegyiik fel, hogy p nem extremaélis pontja C-nek. Megmutatjuk, hogy ekkor p elgall C néhany ext-
remdlis pontjanak linearis kombinaciojaként. Mivel p nem extremalis pont, ezért U(p) tartalmaz 0-t6l
kiilonb6z6 vektort. Legyen 0 #£ v € U(p) és legyen £(p,v) a p ponton v irdnyban keresztiilmend egyenes. A
C kompakt halmaz és az {(p,v) egyenes metszete egy zart [a, b] szakasz, amelynek p bels§ pontja, vagyis
létezik olyan a € (0, 1), hogy p = aa + (1 — a)b.

Elég belatni, hogy d(a) < d(p) és d(b) < d(p). Ehhez azt latjuk be, hogy V(a) € V(p). Legyen
tetszbleges Yu € V(a), ha u € U(a). Ekkor a £ u € C és

aletu)+(l-—ap=aa+(1—-a)btaoau=ptauel,

azaz u € U(p), amibdl au € V(p). Még be kell latni, hogy V(a) # V(p), de az trivialis, mivel v € V(p),
de v nem lehet V(a)-ban, mivel a hatarpontja C-nek az £(p,v) egyenesen. Tehat d(a) < d(p). Felcserélve
a és b szerepét ugyanezt az eredményt kapjuk d(b)-re.

Ha ezt megismételjiik minden elGéllitott nem extremalis hatarpontra, akkor véges sok 1épés milva

az extremalis pontok halmazat kapjuk, és a p pont ezen extremalis pontok konvex burkidban lesz. O

2.4. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy minden p € C esetén U(p) konvex.

2.5. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy V(p) az R" linearis altere.

2.6. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy d(p) = 0 akkor és csak akkor, ha p extremalis pontja C-nek.
A kovetkezdkben a konvex kipok alapvetd tulajdonsagait tekintjiik at.

2.13. Definici6é. A C C R™ halmaz konvex kip, ha konvex halmaz és minden x € C és
0 < Xesetén dx € C. A C C R" konvex halmaz altalanos konvex kup, ha létezik olyan
T € C pont, hogy minden x € C és 0 < X esetén T + ANz —Z) € C.

2.14. Példa. Pé¢ldak konvex kupokra (2.1 abra):
o AC={(x1,22) €R?: 33 > 217, 13 > —%xl} halmaz R2-beli konvex kip.

o AC ={(z1,22,73) € R?: 2% + 23 < 22} halmaz R3-beli konvex kiip.
2.15. Definici6é. Egy konvex kipot hegyes kupnak hivunk, ha az origon kivil nem tartal-
maz eqyetlen alteret sem.

A hegyes zart konvex kup ekvivalens definicioja: konvex kip, amely nem tartalmaz egye-

nest.

LAz S halmaz 4ltal generélt kip a {\z : z € S, A > 0} halmaz. Mas szavakkal, az S elemeinek minden

nemnegativ skalarszorosa altal meghatarozott kup.
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2. A konvex optimalizalas alapjai

2.1. 4bra. Példak konvex kupokra.

2.16. Lemma. FEgy C konvex kip akkor és csak akkor hegyes, ha az origo C extremdlis
pontja.

*Bizonyitas: Ha a C konvex kip nem hegyes, akkor tartalmaz nemtrivialis (egydimenzios) alteret,
azaz egy origon atmend L egyenest. Legyen 0 £ x € L és —x € L. Mivel 0 = %9: + %(fx) € C, igy 0 nem
extremalis pont.

Ha a C konvex kup hegyes, akkor az origén kiviil nem tartalmaz alteret. Ebben az esetben belatjuk,

hogy 0 extremalis pontja C-nek. Indirekt tegyiik fel, hogy létezik olyan 0 # z',2% € C és X € (0,1),
1 1-X,.2
-7

amelyekre 0 = Az! + (1 — \)z?, vagyis . Ebbél kovetkezik, hogy az x'-en, az origén és az

2%-n 4&tmend egyenes C-ben van, ami ellentmond annak a feltevésnek, hogy C hegyes. a

2.7. Feladat. Altalanositsuk az iménti lemmat, vagyis lassuk be, hogy az altalanos konvex kup

akkor és csak akkor hegyes, ha van extremaélis pontja.

2.17. Példa. Ha a C € R? konvex kip nem hegyes, akkor az vagy egy origon dtmend egyenes,
vagy egy féltér, vagy a teljes R2.

2.18. Példa. Legyen Vi, Vs két origon atmend sik R3-ban, amelyeket a kovetkezéképp definié-
lunk:

Vi: = {zeR®: 23 =a121 +as},

Vo: = {$€R32$3:b13}1+b2$2}.

Ekkor a
C = {x ceR?: T3 > a1x1 + asxe, x3 < bix1 + bzib‘g}

konvex halmaz nem hegyes kup (lasd a 2.2 abréat).

2.19. Lemma. Tegyiik fel, hogy a C konvex halmaz zdrt és nem korldatos. Ekkor

i. minden x € C esetén létezik olyan z € R™ vektor, amelyre x + Az € C minden A > 0

esetén, vagyis az R(x) = {z : x + Az € C, A > 0} halmaz nemiires;

ii. az R(x) halmaz zdrt konvex kip (az x-hez tartozd recesszios kap 2);

2 A recesszios kup helyett hasznalatos még a karakterisztikus kip elnevezés is.
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2.1. A konvex analizis alapjai

190

Vi 23 =221 — 29
Vo 23 =21 + 322

2.2. abra. Példa konvex, nem hegyes kiipra.

az R(z) =R kip figgetlen x-tdl, tehdat ,&”° konvexr C halmaz recesszids kipja;

. az R kip akkor és csak akkor hegyes, ha C-nek van legaldbb eqy extremdlis pontja.
“Bizonyitas:
i. Legyen z € C adott. Mivel C nem korlatos, ezért létezik egy olyan z',...,zF, ... pontsorozat,

ii.

amelyre ||xk — xH — 00. Ekkor az

& ok —x

VT R =]

vektorok az egységgdmb elemei. Az egységgdmb zart konvex, tehat kompakt halmaz, igy az y*
sorozatnak létezik benne g torlodasi pontja. Azt allitjuk, hogy § € R(z). Ennek belatasahoz
vegylink egy tetszGleges A > 0 szamot, és lassuk be, hogy = + Ay € C. Ez a kovetkez6 harom

megfigyelésbdl kovetkezik:

(a) Mivel ka - x” — 00, igy legfeljebb véges sok olyan y* pont lehet, amelyre ||ac — :ckH < A
Ezeket a pontokat elhagyva a sorozatbol a kapott y* sorozatnak 7 még mindig torlodasi

pontja lesz.

(b) C konvexitasa miatt az

A A
T+ MF =2+ (b —p)=(1- —— o+ ————ak
[lzFe — ||

[ — || [l — |
pontok C elemei.

(c) Mivel C zart, a konvergens x + A\y*: € C sorozat = + Ay torlodasi pontja is C-ben van.

Ezzel az elsg allitast belattuk.

Az R(z) halmaz ktp, mivel z € R(z) esetén pz € R(x). R(x) konvexitasa egyszertien kovetkezik
C konvexitasabol. Végiil ha 2* € R(z) minden i = 1,2,... és z = lim; ., 2° esetén, akkor minden
A > 0-ra C zartsaga és « + \z° € C miatt

lim (z + \2") =z + Az € C.

11— 00
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2. A konvex optimalizalas alapjai

Innen z € R(x) miatt R(z) zart.

iii. Legyen x', 22 € C. Meg kell mutatnunk, hogy z € R(x!) esetén z € R(x?). Mivel z € R(z'), ezért

2! + (A + a)z € C minden o, A > 0 esetén. C konvexitasat felhasznalva az

a
A+«

2 =22 + (xlm2+()\+a)z)—x2<1 a >+

T a (x1+()\+a)z)

@
A«
pont C-ben van. Tovabba a hatarérték

lim 22 = 22 + az,
A—00

C zartsdga miatt szintén C-ben van. Mivel ez minden a > 0-ra teljesiil, igy belattuk, hogy z €

R(z?).

iv. A bizonyitas ezen részét meghagyjuk feladatnak.

2.20. Kovetkezmény. FEqgy nemiires, zdart, konvex halmaz akkor és csak akkor korldtos,

ha recesszios kupja csak a nullvektorbol dll.

*Bizonyitas: Ha C korlatos, akkor nem tartalmaz félegyenest, igy minden x € C esetén R(x) = {0},
tehat R = {0}. A bizonyitds masodik része a 2.19 lemma i. részébdl kovetkezik. O

2.21. Példa. Legyen C az f(z) = % fiiggvény epigrafja. Ekkor az xo = % gorbe minden pontja
C extremalis pontja. Tetsz6leges * = (x1,x2) pontra a recesszios kiup a kovetkezd (lasd a 2.3
abrat):

R(z) = {z € R?: 21, 2 > 0}.

Igy R = R(x) valéban fiiggetlen 2 megvalasztasatol.

2.3. abra. Példa recesszios kipra.

2.22. Lemma. Ha a C konvex halmaz zdrt és van extremdlis pontja, akkor C minden

extremdlis halmazdnak van legaldbb eqy extremdlis pontja.
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*Bizonyitas: Indirekt tegyiik fel, hogy & C C olyan extremalis halmaza C-nek, amelynek nincs
extremaélis pontja. Ekkor a 2.19 lemma iv. része szerint £ recesszios kipja nem hegyes, tehat tartalmaz
egyenest. Ugyanezen lemma iii. része szerint ezt az egyenest C recesszios kupja is tartalmazza. A lemma iv.
része alapjan tehat arra kovetkeztetiink, hogy C-nek nem lehet extremalis pontja. Mivel ez ellentmondas,
az allitast belattuk. O

2.23. Lemma. Legyen C konvex halmaz és R a recesszios kipja. Ha € extremdalis halmaza

C-nek, akkor az Re recesszids kup extremdlis halmaza R-nek.

*Bizonyitas: Nyilvanvalo, hogy Re C R. Tegyiik fel, hogy Re nem extremalis halmaza R-nek, ekkor
létezik olyan 21,22 € R, 21 ¢ Re és A € (0,1), hogy z = A2 + (1 — \)2% € Re. Végiil, bizonyos a > 0 és
x € & esetén
tt=x+azt €C\E, ?=r+az’eC
és
Mt + (1= Na? =z +az€€,

ami ellentmond annak, hogy £ extremalis halmaz. O

2.24. Definici6. Adott eqy C konvex halmaz. Az x € C pont C relativ belsejében van, ha
minden T € C esetén létezik T € C és 0 < A < 1, amelyre xt = AT+ (1 — \)z. A C halmaz

relativ belsejének jeldlése C° vagy rint C.

A C konvex halmaz relativ belseje, C°, nyilvan a konvex halmaz részhalmaza. Meg fogjuk

mutatni, hogy C° konvex, relativ nyilt halmaz (azaz megegyezik sajét relativ belsejével).

2.25. Példa. Legyen C = {x € R® : 22 + 22 < 1,23 = 1} és L = {x € R : 23 = 0}, akkor
C C aff(C) = (0,0,1) + £. Innen dimC =2 ¢ésC*' = {x € R® : 22 + 23 < 1,23 = 1}.

2.26. Lemma. Legyen C C R™ konvex halmaz. Ekkor minden x € C°, y € C és A € (0, 1]
esetén
z=Xx+(1-Nyec’cc,

vagyis eqy konvex halmaz relativ belsd pontjdat és a halmaz lezardasdnak eqy pontjdat 6sszekotd

szakasz — a hatdrpont kivételével — része a halmaz relativ belsejének.

*Bizonyitas: Hasznaljuk a 2.4 dbra jeloléseit. Legyen u € C tetszéleges pont. Meg kell mutatnunk,
hogy létezik olyan @ € C és 0 < p < 1, amelyekre z = pu + (1 — p)u.
Mivel z € C°, igy a 2.24 definicié értelmében létezik olyan 0 < o < 1, amelyre teljesiil, hogy a

1 1
vz—x—f—(l——)u
! o
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2. A konvex optimalizalas alapjai

pont C-ben van. Legyen

Ao

o ="9v+ (1-9)y, ahol ﬁ:m,

igy C konvexitasa miatt u € C. Végil definidljuk a p = Aa + 1 — X skalart. Ekkor kénnyen igazolhato,
hogy 0 < p <1 és
z=Xx+ (11— ANy =pu+(1-pu.

2.4. abra. Ha z € CY és y € C, akkor a z pont C° eleme.

2.27. Kovetkezmény. Konvex halmaz relativ belseje konvewx.

2.28. Lemma. Legyen C konvex halmaz. Ekkor (C°)° = C°. Sé6t, ha C nemiires, akkor a

relativ belseje is nemiires, kivéve, ha C csak egy pontbol dll.

*Bizonyitas: Az allitas bizonyitdsa technikai jellegii. A bizonyitds megtalalhaté pl. Rockafellar [42]
valamint Stoer és Witzgall [46] kényveiben. O

2.29. Lemma. Legyen C zdrt konvex halmaz. Ekkor C minden extremdalis halmaza zdrt.

*Bizonyitas: Legyen a C halmaz egy nemiires extremalis halmaza &£, amely az extremélis halmazok
definici6ja szerint konvex. Legyen x hatarpontja £-nek, ekkor azt akarjuk belatni, hogy « € £. A C halmaz
zartsaga miatt x € C, tovabba, mivel £ nemiires, létezik egy y € £ pont. Legyen 0 < A < 1 és tekintsiik

a

z=Xx+(1-Ny

pontot. Mivel C konvex és x,y € C, ezért z € C. Mivel £ konvex és x hatarpontja E-nek, ezért a 2.26
lemma miatt z € £°. Igy a 2.3 definicié alapjan z € £. |
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2.1.2. Konvex fiiggvények

A konvex halmazok utan most a konvex fliggvényekkel fogunk foglalkozni.

2.30. Lemma. Legyen az [ konvex fiiggvény a C konvex halmazon definidlva. Ekkor f
folytonos C relativ belseje, C° felett.

*Bizonyitas: Legyen p € C tetszéleges pont. Az altalanossag megsértése nélkiil feltehetjiik, hogy C
teljes dimenzioju, p az origd és f(p) = 0. ElSszor tekintsiik az egydimenzios esetet. Mivel az orig6 benne
van f értelmezési tartomanyanak, C-nek a relativ belsejében, ezért létezik olyan v > 0, amelyre v € C és

—v € C. Tekintsiik a kovetkezd két linearis fiiggvényt:

b (z) = xM és  la(x) = acf(_v).

v —v

Definialjuk a
g(z) := min{l; (z), l2(2)} és h(z) := max{li(z),l2(x)}

fiiggvényeket a [—v, v] intervallumon. Ekkor
9(x) < f(z) < h(=).

A fenti ¢1(x) és f2(x) linearis fliggvények nyilvan folytonosak, igy h(x) és g(z) is folytonos. Az f(0) =
g(0) = h(0) = 0 relaciobol kovetkezik, hogy f(x) folytonos a 0 pontban.

Az n-dimenzids esetet hasonldan vezetjiik le. Ismét tegyiik fel, hogy az origd benne van C belsejében

és f(0) = 0. Legyenek vy, ..., Uy, vst1 olyan vektorok, amelyekre a
n+1 n+1
{x:on/\ivi, A €10, 1], Z)\il}
i=1 i=1
konvex halmaz megegyezik a teljes R™ térrel. Minden ¢ = 1,...,n + 1 esetén legyen az L;(x) linearis

fuggvény (hipersik) a kovetkezéképp definialva: L;(0) = 0 és L;(v;) = f(v;) minden j # i esetén. Legyen
g(x) :=min{Ly(z),..., Lpt1(2)} és h(z) := max{Ly(z),..., Lnt1(x)}.
Koénnyen belathato, hogy g(z) és h(x) folytonos, valamint f(0) = g(0) = h(0) =0 és
g(x) < f(z) < h(@).

Tehat f(x) folytonos a 0 pontban. O

2.8. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy a fent definialt g(x) és h(x) fliggvények folytonosak, f(0) =
h(0) = g(0) = 0 ¢s g(x) < f(z) < h(z).

Megjegyzés: f lehet nem folytonos a C \ C° relativ hataron.
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2. A konvex optimalizalas alapjai

2.5. dbra. Az f fiiggvény nem folytonos a teljes szamegyenesen, de folytonos (—1, 1)-en és

konvex [—1, 1]-en

2.31. Példa. A 2.5 abran lathato

z? ha —1<z<1
fz) =
2?2 +1 Kkiilosnben
fiiggvény nem folytonos R felett és nem is konvex. Ha f-et csak C = {r e R: -1 < a < 1}

halmazon definialjuk, akkor sem folytonos, de C? felett mar folytonos és C felett konvex.

A kovetkezd eredmény alapvetd fontossagu a konvex analizisben.

2.32. Lemma (Jensen-egyenl6tlenség). Legyen f konvex figgvény a C C R™ konvex
halmazon. Legyen x*, ..., 2% € C és \',..., \F >0, Zle A =1 adott. Ekkor

*Bizonyitas: A bizonyitast k szerinti teljes indukcioval végezziik el. Ha k = 2, akkor 0.2 definicio
értelmében igaz az &llitas. Tegyiik fel, hogy az allitas igaz k > 2 esetén; belatjuk, hogy k£ + 1 mellett is
igaz.

Legyen x!,...,aF 2Ft1 € C és X1, .., \F AFHL >0, Zkﬂ A = 1 adott. Ha legfeljebb k darab A’
1 < i < k+ 1 egyiitthaté nem nulla, akkor elhagyva a nulla egyiitthatéval rendelkezé z? pontot, az
egyenlStlenség azonnal adodik az indukcios feltevésbsl. Most tegyiik fel, hogy egyik ! egyiitthato sem

nulla. Ekkor C konvexitasa miatt

eC,

AP
_;z’“

tovabba

k+1 k k \i k
f <§ )\zxz> — f <§ )\i § k ixi + )\k+lxk+1> _ f ([E )\z
=1 =1 L

=1

j_"_)\k-l-lxk-&-l) <

k+1

k i
(Z )\1) )+ )\k+1f k+1 (Z )\z> (Z Z A /\if( )> AR f (g Z)‘l
=1 =1

(2.1)

ahol az els6 egyenl6tlenség f konvexitasabol (0.2 definicio), a masodik egyenlétlenség az indukcios felte-
vésbdl adodott. o

A kovetkezd két lemma a definicidk felhasznalasaval kénnyen igazolhato.
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2.1. A konvex analizis alapjai

2.33. Lemma. Legyenck f1, ..., f¥ konvex fiiggvények a C C R™ konvex halmazon. Ekkor

1. az i
flo)=>_ Nfi(x) (2.2)
i=1
fligguény minden X', ..., \¥ > 0 mellett konvex;
1. G2
f(w) = max f*(x) (2.3)

fiigguény konvex.

2.34. Definici6é. A h: R — R fiigguényt
e monoton névekvének® hivjuk, ha minden t; <ty € R esetén h(ty) < h(ts);

e szigorian monoton névekvének hivjuk, ha minden t, < ty € R esetén h(ty) < h(ts).

2.35. Lemma. Legyen [ konvex fligguény a C C R™ konvex halmazon és legyen h : R — R

konvex, monoton névekvd figguény. Ekkor a h(f(z)) : C — R dsszetett fiigguény konver.
2.9. Feladat. Bizonyitsuk be a 2.33 és a 2.35 lemmakat.

2.10. Feladat. Tegyiik fel, hogy a 2.35 lemméban a h fiiggvény nem monoton névekvs. Mutas-

sunk konkrét példat arra az esetre, amikor a lemma allitdsa nem igaz.

2.36. Definici6. Legyen f : C — R konvex fligguény a C konvex halmazon. Legyen o € R
eqy tetszoleges szdm. A Dy = {x € C : f(x) < a} halmazt az f figguény szinthalmazanak*

nevezzuik.

2.37. Lemma. Ha f konvex figguény C felett, akkor a D, szinthalmaz minden o € R

esetén (esetleg tres) konvex halmaz.
*Bizonyitas: Legyen z,y € D, é¢s 0 < A < 1. Ekkor f(z) <, f(y) < a és
fAz+ 1 =Ny) <Af(@) + (1 =N)f(y) < rAa+ (1 -Na=a

Az els6 egyenlStlenség f konvexitasabol kovetkezett. Ezzel az allitast bizonyitottuk. O

2.11. Feladat. Mutassunk példat olyan nemkonvex fiiggvényre, amelynek minden szinthalmaza

konvex.?

Tudjuk, hogy az f fliggvény gradiense, V f, definicié szerint az f fiiggvény % parcialis

derivaltjaibol allo vektor. A tovabbiakban az iranymenti derivalt fogalmat definialjuk.

3Elterjedt még a monoton nemcsikkend elnevezés is.
4Sz0kasos még a nivdhalmaz elnevezés is.
5 Azokat a fiiggvényeket, amelyeknek minden szinthalmaza konvex, kvdzikonvez fiiggvényeknek nevez-

ziik. Minden konvex fiiggvény kvazikonvex, de nem minden kvazikonvex fiiggvény konvex.
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2. A konvex optimalizalas alapjai

2.38. Definicié. Egy f : R® — R filigguény x € R™ pontbeli s € R™ irdnyi irdnyments
derwdltyat a kovetkezdképp definidljuk:

(. ) = lim f(96+>\i) —f(fC)7

ha a hatdrértek létezik.

Ha az f fliggvény folytonosan differencialhato, akkor g—i = 0f(x,e;), ahol e; az i-edik

egységvektor. Ebbdl adodik a kévetkezd lemma.

2.39. Lemma. Ha az f fiigguény folytonosan differencidlhato, akkor minden s € R™
esetén

5f(z,s) = Vf(x)s.

2.40. Definicio. Az f figgvény mdsodik parcidlis derivdltjaibol dlle V2 f(x) € R™*"

0*f(x)

J - c%zﬁx]

(V)

mdtrizot a fiigguény Hesse-matrixanak nevezzik.

2.41. Lemma. FEgy konvex C C R™ halmazon értelmezett f figguény akkor és csak akkor
konvezx, ha minden x € C és x + s € C esetén a ¢(\) = f(x + As) fliggvény konvez a [0, 1]

intervallumon.

*Bizonyitas: El6szor tegyiik fel, hogy f konvex fiiggvény. Belatjuk, hogy ¢()\) konvex a [0, 1] inter-
vallumon. Legyen A\, \? € [0,1] és 0 < o < 1. Ekkor

e +(1—a)X?) =f(z+ (eX' + (1 —a)A?)s) = f(a(z+A's) + (1 —a) (z 4+ A%s)) <
<af(z+As)+ (1 —a)f (z+Xs) =ap(A\') + (1 —a)p (N?), (2.4)
ami igazolja az allitas elsd felét.

Masrészt, ha ¢(A) konvex a [0, 1] intervallumon minden z, x + s € C esetén, akkor legyen =,y € C és
s :=y — x. Ekkor

flay+ (1 —a)z) = fz+aly—z) =d(a) =¢(a-1+(1-a)-0) <
< ag(l) + (1 - a)p(0) = af(y) + (1 —a)f(z). (2.5)

Ezzel az allitast belattuk. |

2.42. Példa. Legyen f(z) = 2% + 23 és legyen Ef az f fiiggvény epigrafja (lasd a 2.6 abrat).
Minden s € R? vektorhoz definialhatunk egy V; C R? félsikot: {(z,y) € RZx R:x = ps, u > 0}.
Ekkor & = (0,0) esetén a ¢(\) = f(z + As) = f(As) fiiggvény epigrafja Vi N Ey, ami konvex
halmaz. Ezért ¢(\) konvex fiiggvény.

2.43. Lemma. Legyen f folytonosan differencidlhato fiigguény a C C R™ nyilt, konvex

halmazon. Ekkor a kdvetkezd dllitdsok ekvivalensek:
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2.1. A konvex analizis alapjai

2.6. abra. Az f(s) = 22 + 22 fiiggvény epigrafja.

i. Az f fiigguény konvex a C halmazon.
ii. Barmely x,z € C esetén (ldasd a 2.7 dbrdt)
V@) (@ —2) < f(2) - f2) < V(@) (7 - 2).

i11. Barmely z,x + s € C esetén a ¢(N) = f(x + As) fliggvény folytonosan differencidl-
haté a nyilt (0,1) intervallumon, a derivdltja ¢'(\) = sTV f(x + \s), tovdbbd ¢'(\)
monoton névekvd fiigguény.
*Bizonyitas:
t.—14i. Legyen 0 < A <1 és z,7 € C. Ekkor f konvexitasa miatt
JOZ+ (1= Nz) <Af(@)+ (1= N)f(z),
ahonnan egyszertien kapjuk, hogy

Vegyiik a baloldal hatarértékét A — 0 mellett, és hasznaljuk a 2.39 lemmaét, ezzel megkapjuk ii. elsé

egyenl6tlenségét. Az x és T szerepének felcserélésével egyszeritien adodik a méasik egyenltlenség.

i1.—14i4. Legyen x,x + s € C és 0 < A, \? < 1. Ekkor ii. dsszefiiggéseit az x + A's és o + A\%s pontokra
alkalmazva kapjuk, hogy

(2= A Vf(z+ M) s < f(e+A2%) = f(z+As) < (W= A) VS (2 + %) s
Innen
(2 A& (V) <0 (V) 0 (V) < (¥~ X} (32).
A M\ < \? feltevést hasznalva kapjuk, hogy

$(A?) — (A1)

YN =g — I\,

ami bizonyitja, hogy a ¢'()\) fliggvény monoton névekvs. A ¢ derivaltjara vonatkozo kifejezés

levezetését az olvasora bizzuk (2.12 feladat).
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2. A konvex optimalizalas alapjai

> V()T (z - x)

2.7. abra. Az f konvex fiiggvény gradienséhez kapcsolodod Osszefiiggések.

it5.—14. Csak azt kell belatnunk, hogy ha ¢’(\) monoton névekvs, akkor ¢(\) konvex. Legyen 0 < A\l <
A2 < 1, ahol ¢ ()\1) <o ()\2). Ekkor minden 0 < o < 1 esetén
(1—a)¢ ()\1) + ag (/\2) — ¢ ((1 — o)A + oz)\Q) =
(6 0%) ~ 6 (W) (6 (1 - ! +ax?) — 6 (V) =

1 1
—a (A2 (/ o (N 42— M) dt— /qb’ (A 4 ta (A2 = \Y)) dt) > 0. (26)
0 0
Ezzel a lemméat belattuk. o

2.12. Feladat. Legyen f : R® — R kétszer folytonosan differencialhat6 fliggvény, és legyen
z € R" és s € R™ adott. Definialjuk a ¢ : R — R fluggvényt a ¢(\) = f(x + As) formulaval.
Bizonyitsuk be, hogy
#'(\) = sTV f(x + s)

és

" (\) = sTV2f(x + \s)s.
2.44. Lemma. Legyen [ kétszer folytonosan differencidlhato figgvény a C C R™ nyilt,
konvex halmazon. Az f fiigguény akkor és csak akkor konvex, ha Hesse-mdtriza, V? f(x),
minden x € C esetén pozitiv szemidefinit (PSD). Tovdbbd ¢"(\) = sTV? f(x + As)s.

*Bizonyitas: Legyen z € C és s € R" tetszéleges, és ¢(A\) = f(x + As). Ha f konvex, akkor ¢'()\)

monoton névekvd, vagyis ¢”(\) nemnegativ minden x € C és 0 < A < 1 esetén. Igy

sTV2f(x)s = ¢"(0) > 0,
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2.2. Optimalitasi feltételek

ami bizonyitja, hogy a V2f(z) pozitiv szemidefinit.
Masrészt, ha V2 f(z) pozitiv szemidefinit minden x € C mellett, akkor

sTV2f(x + Ns)s = ¢”"(\) >0,
azaz ¢ (A) monoton névekvs, amibél a 2.43 lemma szerint kovetkezik f konvexitésa. o

A kovetkezd allitas a 2.44 lemmahoz hasonléan bizonyithato.

2.45. Allitas. Legyen f kétszer folytonosan differencidlhaté figgvény a C nyilt, konvex
halmazon. Ekkor f akkor és csak akkor szigorian konvex, ha V2 f(x) minden x € C esetén

pozitiv definit.

2.2. Optimalitasi feltételek

El6szor a feltétel nélkiili optimalizalas optimalitasi feltételeit tekintjiik at, majd néhany

specialis feltételes optimalizalasi feladat optimalitasi feltételeit vezetjiik le.

2.2.1. Feltétel nélkuli minimalizalas

Tekintsiik a kovetkezs feladatot:

min f(z), (2.7)
ahol f : R" — R differencialhaté fiiggvény. Elgszor definialjuk a fenti feladat lokalis és
globélis minimumat.

2.46. Definici6. Az z € R" pont az f : R" — R fiigguény

lokalis minimuma, ha létezik olyan € > 0, amelyre minden x € R", ||z — z|| < € esetén
f(x) < f(z);

szigora lokalis minimuma, ha létezik olyan € > 0, amelyre minden x € R, ||z — x| <
e esetén f(z) < f(x);

globalis minimuma, ha minden x € R" esetén f(z) < f(x);

szigoru globalis minimuma, ha minden x € R" esetén f(z) < f(x).
Hasonldan definidlhato a (szigori) lokdlis/globdlis mazimum fogalma is.
2.47. Példa. Tekintsiik az f; : R — R konvex fiiggvényt (2.8 abra):

—r+1 haz<0,
filr) =41 ha0 <z <1,

T ha z > 1.

Az z = 0 pont az f fliggvény globalis minimuma, mert fi(Z) < fi(z) minden x € R esetén.

Mivel £ = 0 globalis minimum, azonnal kévetkezik, hogy lokalis minimum is. Az £ = 0 pont
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2. A konvex optimalizalas alapjai

2.8. abra. A 2.47 példaban szerepls f; fliggvény.

se nem szigoru lokalis, se nem szigoru globélis minimuma fi-nek, mivel barmely ¢ > 0 esetén
talalhato olyan x, amelyre ||z — z|| < e és f1(Z) = fi(x).

Most tekintsiik az fo : R — R nemkonvex fiiggvényt (2.9 4bra):

—x ha z < 2,

2 ha —2 <z < -1,
fo(x) =q¢—2+1 ha-1<z<0,

1 ha0 <z <1,

x ha z > 1.

2.9. abra. A 2.47 példaban szerepls fo fliggvény.

Az z = 0 pont az fs fiiggvény globélis minimuma, mivel minden = € R esetén fo(Z) < fa(x).
Mivel ez globalis minimum, ezért ugyanakkor lokalis minimum is. Az £ = 0 pont se nem szigortu

lokalis, se nem szigord globalis minimum, mert barmely € > 0 esetén talalhato olyan z, amelyre

12— zf| <€ és fo(T) = falw).
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2.2. Optimalitasi feltételek

Az z* = —2 pont is lokdlis minimuma az f5 fliggvénynek, mert pl. minden z € R, ||z* — z|| <
% esetén fo(z*) < fa(x). Ugyanakkor nem szigort lokalis minimum, mert nincs olyan ¢ > 0, hogy
minden z € R, ||z* — z|| < € esetén fa(z*) < fo(x). Az ¥ = —2 pont nem is globélis minimuma

az fo fliggvénynek, mert fo(—2) > f2(0).

2.48. Példa. Tekintsiik az fi(z) = x? konvex fiiggvényt (2.10 abra):

2.10. abra. A 2.48 példaban szerepl§ f; fiiggvény.

Az z = 0 pont az f figgvény szigort lokalis minimuma, mivel pl. minden z € R, ||z — z|| < 1,
x # T esetén f1(Z) < fi(z). Az T = 0 pont fy fiiggvény szigori globalis minimuma is, mivel
minden x € R, x # T esetén f1(Z) < fi(x).

Tekintsiik az fo : R — R nemkonvex fliggvényt (2.11 abra):

(r+3)2+3 haz< -2

z? ha z > —2.

fo(x) =

2.11. abra. A 2.48 példaban szerepl§ fo fiiggvény.
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2. A konvex optimalizalas alapjai

Az T = 0 pont az fo fiiggvény szigora lokalis és globélis minimuma is egyben, mivel minden
x €R, x # T esetén fo(Z) < fo(x). Az x* = —3 pont szigoru lokalis minimum, mivel pl. minden
x €R, ||z*—z| < %, x # T esetén fo(x*) < fo(z). Az ¥ = —3 pont nem globélis minimum,
mert f(—3) > f2(0).

A konvex fiiggvények rendelkeznek egy hasznos tulajdonsaggal, amely lehetévé teszi

a globalis minimum egyszerd megtalalésat.

2.49. Lemma. Egy konvex fiiggvény barmely (szigori) lokdlis minimuma egyben (szi-

gori) globdlis minimum is.

2.50. Lemma. Legyen f folytonosan differencidlhato fiigguény. Ha az * € R™ pont az f
figgvény lokdlis vagy globdlis minimuma, akkor V f(z) = 0.

Bizonyitas: Mivel £ minimum, igy f(Z) < f(Z + As) minden s € R" és A\ € R esetén.
Innen egyszerd atrendezés utan kapjuk, hogy:

f(@+As) — f(7)
A

0<

feltéve, hogy A > 0. A jobb oldal hatarértéke A — 0 mellett éppen az iranymenti derivalt,
vagyis
0<6f(z,5) = Vf(Z)'s minden s € R" esetén.

Mivel ez tetszbleges s € R™ vektorra teljesiil, ezért V f(z) = 0. a

Megjegyzés: A fenti lemmaban elég feltenni, hogy f-nek léteznek parcialis derivalt-
jai. Ugyanez a bizonyitas miikodik, ha a tetszéleges s irany helyett az e; egységvektorokat
valasztjuk.

Megjegyzés: Vegyiik észre, hogy a fenti lemma csak az egyik iranyban érvényes.
Nem mond semmit f minimumarél, ha V f(z) = 0. Az ilyen pontok nem sziikségszertien
minimumpontok. Ezeket a pontokat staciondrius pontoknak hivjuk. Gondoljunk egydi-

menziéban az y = 3 fiiggvény 0-ban 1év6 inflexios pontjéra.

2.51. Lemma. Legyen f folytonosan differencidlhato konvex fliggvény. Az x € R™ pont

akkor és csak akkor az f figguény minimuma, ha V f(Z) = 0.

Bizonyitas: Mivel z az f fiiggvény minimuma, igy a 2.50 lemma alapjan V f(z) = 0.

Masrészt, ha az f fiiggvény konvex és V f(z) = 0, akkor a 2.43 lemma alapjan
flz) = f(z) > Vf(:?)T(x —Z) =0 minden 1z € R" esetén,

és ebbdl mar kovetkezik az allités. O

Ha f kétszer folytonosan differencialhaté nem feltétlentil konvex fiiggvény, akkor a

lokalis minimuméra a kévetkez6 masodrendi elégséges feltételt adhatjuk:
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2.2. Optimalitasi feltételek

2.52. Lemma. Legyen f kétszer folytonosan differencidlhato figgvény. Ha az © € R"™
pontra V f(z) = 0, és V2f(x) pozitiv szemidefinit T egy € sugari (€ > 0) kdornyezetében,

akkor x lokdlis minimuma az f fiiggvénynek.

Bizonyitas: Vegyiik f mésodrendd Taylor-kozelitését az z pont koril (0 < o < 1):

f(o) = Fl2) + V@) @ = ) 45 (0 = 0)TV2S @+ alo =) (0 = 2) > fla), (28)

mivel a Hesse-méatrix pozitiv szemidefinit az & pont elég kis kornyezetében. ]

2.53. Kovetkezmény. Legyen f kétszer folytonosan differencidlhato figgvény. Ha az
T € R™ pontban Vf(z) = 0, és V2f(Z) pozitiv definit, akkor az T pont az f fiigguény

lokdlis minimuma.

Bizonyitas: Mivel f kétszer folytonosan differencialhatd, a Hesse-métrix & pontbeli pozi-
tiv definitségébdl kovetkezik, hogy z kis kornyezetében is pozitiv definit, tehat alkalmaz-
hatjuk az imént bizonyitott allitast. O

2.2.2. Feltételes minimalizalas

ElGszor egy specidlis esetben bizonyitjuk az optimalitasi feltételt. Az f fliggvény minimu-

méat a C konvex halmazon magatol értet6dé modon definialjuk.

2.54. Tétel. Tekintsik a min{f(x): x € C} optimalizdldsi feladatot, ahol C relativ nyilt,
konvex halmaz és f : C — R differencidlhato, konvex fiiggvény. A feladatnak T akkor és
csak akkor optimdlis megolddsa, ha V f(Z)Ts = 0 minden s € L esetén, ahol L jeldli azt

a linedris alteret, amelyre aff C = + L minden x € C-re.

Bizonyitas: Ha Z minimum, akkor f(z) < f(Z + As) minden s-re, ahol Z + As € C.
Itt s € £ és minden ilyen vektor definidlhaté hasonlé médon, mivel C-rél feltettiik, hogy

relativ nyilt halmaz. Egyszerd atrendezés utdn kapjuk, hogy

)< LE29) — (@)
- A

feltéve, hogy A > 0. A jobb oldal hatarértéke A — 0 mellett éppen az irdnymenti derivélt,
vagyis:
0<6f(z,8) =Vf(Z)'s minden s € L esetén.

Mivel s € L tetsz6leges, ezért V f(z)"s = 0 minden s € L-re.
Mésrészt, ha f konvex fiiggvény és V f(Z)Ts = 0 minden s € L-re, akkor a 2.43 lemma
alapjan

fx) = f(2) = Vf(@)' (z —7) =0,
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2. A konvex optimalizalas alapjai

hiszen s = (v — =) € L. Ezzel a tételt belattuk. O

A fenti tétel dontd feltevése, hogy a C halmaz relativ nyilt. Ez azonban altalaban nem
teljesiil, mivel a konvex optimalizalasi feladatok szinthalmazai zartak, bar latni fogjuk,
hogy a barrier-fiiggvényes modszer (lasd 3. fejezet) éppen ilyen relativ nyilt megenge-
dett megoldashalmazt eredményez. Késébb (lasd a 2.58 tételt) megvizsgaljuk, hogy mit
mondhatunk abban az esetben, ha a megengedett megoldasok halmaza nem relativ nyilt.

Tekintsilink egy altalanos konvex optimalizalasi feladatot:

min f(x)
(@) <0, j=1,..m (KO)
x €C,

ahol C C R"™ konvex halmaz, az f,g1,...,9m : C — R fliggvények pedig konvexek. Majd-
nem mindig fel fogjuk tenni, hogy a fiiggvények differencialhatoak. Az {1,...,m} index-
halmazt jeloljiik J-vel. A megengedett megoldasok halmazat jeloli F. Igy

F={xeC:gj(x)<0,j=1,...,m}.

2.55. Definicié. Az s € R™ wvektort az x € F ponthoz tartozé megengedett iranynak
hivjuk, ha létezik olyan Ao > 0, amelyre minden 0 < X\ < Ay eseténx+As € F. Azx € F
megengedett pontban a megengedett iranyok halmazdt jelolje FD(x).

2.56. Példa. Tekintsiik a kovetkezd konvex fliggvény epigrafjat (2.12 abra):

—x+1 haz <0,
filz) =141 ha0 <z <1,

x ha x > 1.

Legyen 7 = (1,1), ekkor a megengedett iranyok halmaza FD(Z) = {s € R? : s5 > 51,59 > 0}.
Ebben az esetben FD(Z) zart konvex halmaz.

Tekintsiik most az fo(x) = z? fiiggvény epigrafjat (2.13 abra). Legyen & = (1,1), ekkor a
megengedett irdnyok halmaza FD(z) = {s € R? : s5 > 2s;}. Figyeljiik meg, hogy ekkor FD(z)
nyilt halmaz.

Vegyiik észre, hogy az x* = (1,2) pontra mindkét esetben azt kapjuk, hogy a megengedett

iranyok halmaza R2.
2.57. Lemma. Tetszdleges x € F esetén a megengedett iranyok halmaza, FD(x), konvex
kip.

Bizonyitas: Nyilvan s € FD(x) maga utan vonja, hogy minden ¢ > 0O-ra (Js) € FD(x),
mivel x + %(ﬁs) =z + \s € F, igy FD(x) kap. A konvexitas belatasdhoz legyen s,5 €
FD(x). Definici6 szerint  + A\s € F és  + A\s € F valamely A > 0 esetén (vegyiik észre,
hogy ugyanazt a A-t vettiik), tovabba 0 < a < 1 esetén

r+ AMas+ (1 —a)s) =alx+ As) + (1 —a)(x + A3).
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2.2. Optimalitasi feltételek

T+ FD(z)

&I

2.12. édbra. A 2.56 példaban szerepls f; fliggvény.

2.13. ébra. A 2.56 példaban szerepl§ fo fliggvény.

Mivel F konvexitasa miatt a fenti egyenl@ség jobb oldala F-ben van, igy FD(z) konvex

halmaz. O

A fenti lemma miatt barmely x € C esetén beszélhetiink a megengedett iranyok kup-
jarol. Megjegyezziik, hogy a megengedett iranyok kipja nem sziikségszertien zart, még
akkor sem, ha a megengedett megoldasok halmaza, F zart. Néhany példat mutat a 2.14
abra.

Az itt targyalt utols6 optimalitési feltétel arrol szol, hogy a megengedett megoldasok
halmaza akkor és csak akkor optimalis, ha a célfiiggvény gradiense hegyesszoget zar be a
pontbeli Gsszes megengedett irannyal (a gradiens a lehetséges iranyok kapjanak pozitiv

poléris kupjaban van). Méas szavakkal: nem létezik megengedett csokkenési irany.

2.58. Tétel. Az x € F megengedett megoldds akkor és csak akkor optimdlis megolddsa a
konvex optimalizdldsi feladatnak, ha minden s € FD(Z) esetén 0 f(z,s) > 0.
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2. A konvex optimalizalas alapjai

xel FD nyilt féltér

relC FD zart pozitiv térnegyed

/ el / D félig nyilt, félig zart kap

2.14. dbra. Konvex halmazok és a megengedett irdnyok kipjai.
Bizonyitas: Mivel s € FD(z) akkor és csak akkor, ha s = A(z — Z) bizonyos © € F és
A > 0 esetén, az eredmény a 2.54 tétel bizonyitdsaval azonos moédon kovetkezik. a

Késébb latni fogjuk, a fenti optimalitasi feltételeknek kettds szerepiik lesz az optima-
lizadlasi algoritmusokban. Ezek az algoritmusok minden lépésben vagy egy megengedett
csOkkenési iranyt generélnak (olyan iranyt, amely mentén az irdnymenti derivalt negativ),
vagy kimutatjék, hogy ilyen irdny nem létezik, vagyis (lokalisan) optimélis megoldast ta-

lalnak.

2.3. A feltétel nélkiili optimalizalas algoritmusai

2.3.1. Az altalanos algoritmus

Miel6tt ratérnénk a konkrét algoritmusokra, elGszor definialjuk a konvergencia rendjének

fogalmat.

2.59. Definici6. Legyen aq, s, ..., qp, ... — a konvergens sorozat. Azt mondjuk, hogy
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2.3. A feltétel nélkiili optimalizélas algoritmusai

a sorozat konvergenciarendje p* (a sorozat p-edrendien konvergdl), ha

p* = sup {p : lirnsmp|osz_(z| < oo} :
k—o00 |ak: —Oé|

Minél nagyobb p*, annal gyorsabb a konvergencia. Legyen

|Oék+1 - 04|
p*

£ = lim sup
k—oo | —

Ha p* = 1és 0 < B < 1, akkor linedris (vagy geometriai) konvergencidrol beszéliink.
Ha p* =1 és g = 0, akkor a konvergencia szuperlinedris, mig ha § = 1, a konvergencia

szublinedris. Ha p* = 2, akkor a konvergencia kvadratikus.

2.60. Példa. Az oy, = a” sorozat 0 < a < 1 esetén linearisan konvergal 0-hoz, hiszen 3 = a.
Az oy = a(2k) sorozat, ahol 0 < a < 1, kvadratikusan konvergal 0-hoz.
Az ap = % sorozat szublinearisan konvergal 0-hoz.

k L, .
Az ap = (%) sorozat szuperlinearisan konvergél 0-hoz.

2.13. Feladat. Allitsunk el olyan sorozatot, amely negyedrendien tart 0-hoz.

A fenti definicioban feltettiik, hogy a konvergens sorozat egydimenziés. Ugyanez a
definicié atvihetd konvergens vektorsorozatokra is. Tébbdimenzios esetben elGszor keres-

niink kell egy R" — R fiiggvényt, amellyel a vektorsorozatbdl szamsorozatot készitiink.

Példaul, ha adott az z',2%,...,2% ... — Z n-dimenziés konvergens sorozat, akkor pl.
definialhato ay, = ||2* — Z|| és o = 0. Ezek utén az ', 2%, ... 2%, ... sorozat konvergen-
ciarendjét az aq, am, ... — «a sorozat konvergenciarendjével definidlhatjuk. Természetesen

a norma helyett mas fliggvényt is valaszthattunk volna.

Tekintsiik most megint a

min  f(x)

2.9
relC=R" (29)

feladatot. Késébb latni fogjuk, hogy az eredmények konnyen atvihet6k arra az esetre,
amikor C relativ nyilt konvex halmaz.
A kovetkezskben az f(x) fiiggvény minimalizalasara szolgalo algoritmusok éaltalanos

szerkezetét mutatjuk be.
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2. A konvex optimalizalas alapjai

Feltétel nélkiili optimalizalas keretalgoritmusa

0

Input: ¢ > 0 pontossagi paraméter, z° szigorian megengedett

megoldés;

0. lépés: = :=2° k= 0;

1. 1épés: Taldljunk egy (s*) keresési iranyt, amelyre
Sf(zk, %) < 052

la. lépés: Ha nincs ilyen s*, akkor megallunk: z* optimalis;

2. lépés: Egyenes menti keresés: \¥ = argininf(xk + As");

3. lépés: ot =ah 4 Mgk b — K+ 1;

4. lépés: Ha z* kielégiti a megallasi feltételt, akkor alljunk meg,

kiilonben az 1. 1épés kdvetkezik.

@A feltételes esetben ennek megengedett csokkenési iranynak kell lennie.

Az algoritmus alapelemei félkévér bettivel vannak szedve. Most réviden attekintjik

mindharom alapelemet.

2.3.2. Keresési irany

Minden minimalizalasi algoritmus donté eleme a keresési irdny megalkotéasa. Terjedelmi

okok miatt most csak két alapveté modszert tekintiink at.

Gradiens-modszer

A gradiens-médszer az f fiiggvény negativ gradiensét, (—V f(z¥))-t hasznalja keresési
iranyként.® Ezt az iranyt gyakran legmeredekebb csékkenési iranynak hivjak. Az elnevezés
indokolt, ha megfigyeljiik, hogy a normalizalt iranymenti derivaltat a negativ gradiens
minimalizalja:

0f(x, =V f(z)) = =V f(x)'Vf(z) = min )H{Vf(w)TS}-

" lslI=liV =

Figyeljiik meg, hogy a (negativ) gradiens ortogonalis a fliggvény szintvonalaira. A gradi-
ens kiszamolasa viszonylag kevés szamitast igényel, ami azt jelzi, hogy a gradiens-modszer

elég hatékony. Bar sok esetben valoban jol miikodik, azért néhany elméleti és gyakorlati

6Most az egyszertiség kedvéért feltessziik, hogy C = R" a feltételes esetekben a negativ gradiens nem

feltétleniil esik a C halmazba. Ilyen esetekben a negativ gradienst pl. vetithetjiik a C halmazra.
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2.3. A feltétel nélkiili optimalizélas algoritmusai

hatranyat megemlitjiik. El§szor is, konvex kvadratikus fliggvény gradiens-modszerrel tor-
ténd minimalizalasa nem véges folyamat. ,Cikk-cakkos” haladasanak (lasd a 2.15 abrat)

koszonhetGen a konvergencia igen lasstu. Masrészt, a konvergencia sebessége csak linearis.

2.15. abra. A gradiens moédszer cikk-cakkossaga.

2.14. Feladat. Szamitsuk ki a kévetkezd kvadratikus fiiggvényhez tartozo legmeredekebb csok-
kenési iranyt:
1
f(z) = imTQx +q B,
ahol a ) méatrix pozitiv definit. Hatarozzuk meg az egyenes mentén torténd keresés pontos

lépéshosszat is.

2.15. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy az egymést kovets keresési iranyok a fenti kvadratikus
fiiggvény esetében ortogonalisak (azaz s* L s*¥1; k=0,1,2,...).

A kovetkezd tétel a gradiens-modszer konvergenciajat vizsgalja.

2.61. Tétel. Legyen f folytonosan differencidlhato fiigguény és inditsuk a gradiens mod-
szert az x° kezdépontbol. Ha az egyenes mentén keresést pontosan hajtjuk végre, akkor
a gradiens mddszer olyan z°,x', 22, ... sorozatot dllit els, amelyre f(z%) > f(aF+1),
k=0,1,2,... esetén. Tegyiik fel, hogy a D = {x : f(z) < f(2°)} szinthalmaz kompakt,
ekkor a generdlt 2°, x, 22, ..., 2%, ... sorozat barmely T torloddsi pontja az f fiigguény sta-
ciondrius pontja (azaz V f(z) = 0). Tovdbbd, ha az f fiigguény konvex, akkor T a figgvény

globalis minimumbhelye.

Bizonyitas: Mivel D kompakt és f folytonos, igy f korlatos D felett, tovabb létezik
egy " — T konvergens részsorozat, amelyre f(z%) — f* ha k; — co. Az f fliggvény
folytonossaga miatt f(z) = f*. Mivel a keresési irany az f fiiggvény gradiense, és f
folytonosan differencialhato, ezért

5= lim s% = —klim V() = -V f(z).
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2. A konvex optimalizalas alapjai

Mindkét oldalt V f(Z)-szel szorozva
§'Vf(z)=-Vf()'Vf(z)<O0. (2.10)
Felhasznalva az iterdcios sorozat és a konvergens részsorozat felépitését:
Flab) < fabT) < fah +ash),
majd hatarértéket véve kapjuk, hogy
f(@) < f(Z+A3).

Ebbél mar kovetkezik, hogy 6f(z,5) = 57V f(z) > 0. Ezt a (2.10) egyenl6tlenséggel
osszevetve kapjuk, hogy V f(z) = 0. a

Newton-modszer

A Newton-moddszer alkalmazasahoz fel kell tételezniink, hogy f kétszer folytonosan diffe-
rencialhato, szigorian konvex fliggvény. Newton keresési irdnya az f fiiggvény mésodrend
kozelitésén alapul. Tekintsiik f Taylor-polinomjanak els6 harom tagjat, és az eredeti fiigg-

vény helyett ezt minimalizaljuk:

(x — xk)TVQf (xk) (x — xk) .

N | —

q(z) = f (z*) + Vf (xk)T (x —2%) +

A 2.44 lemma és a 2.45 allitas (1. 56. oldal) szerint V2 f(z*) pozitiv definit, amibsl ko-
vetkezik a q(x) fiiggvény szigort konvexitdsa. Igy ¢(x) minimumét akkor érjiik el, ha
gradiense

Vq(z) = V[ (2F) + V2 f (%) (x — 2¥)

a nullvektorral lesz egyenld, azaz ahol
Rtk (VQf (xk:))*l Vf (xk) ‘

Ha a mar elég kozel vagyunk a minimumhoz, akkor a Newton-moédszer kvadratikusan
konvergal (egyenes mentén valo keresés nélkiil!), igy a Newton-modszer hatékonysaganak
teljes kihasznalasdhoz sziikségiink van egy jo kezddpontra.”

A klasszikus Newton-modszer nem alkalmaz egyenes mentén valo keresést. Ha egyenes
mentén torténd keresést alkalmazunk, akkor jellemzéen messze vagyunk a megoldastol, a
lépés hossza altalaban egynél kisebb. Ekkor beszéliink réviditett 1épéses, vagy tompitott
Newton-modszerrdl.

Meg kell emlitentink, hogy a Hesse-matrix kiszamitasa és invertalasa sokkal tobb sza-
mitast igényel, mint a gradiens megtalalasa. Szamos modszert fejlesztettek ki a szami-

tasigény csokkentésére, amelyek a Newton-modszer el6nyeit is megtartjak. Ezek az tn.

"A bels6pontos modszerek (3. fejezet) meglepSen jo eredményei nagyban annak készonhetSek, hogy

az iteraciokat kozel tartjak a centralis uthoz, igy az eljaras majdnem kvadratikusan konvergal.
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2.3. A feltétel nélkiili optimalizélas algoritmusai

kvdzi-Newton-modszerek, amelyek koziil a legelterjedtebbek a konjugdlt irdnyt hasznalo
eljarasok. Masrészt a Newton-modszer tobbletkoltségét a jobb keresési irany kompen-
zalja. Példaként megjegyezziik, hogy konvex kvadratikus fiiggvények minimalizélasa egy
lépésben torténik. Emlékezziink ra, hogy a gradiens-modszer nem is volt véges erre a
feladatra.

Ha az f(z) fiiggvény nem szigorian konvex, vagy a Hesse-méatrix nem jol-kondicionalt
(a legnagyobb és a legkisebb sajatérték hanyadosa nagy), akkor a Hesse-matrix nem (vagy
csak nehezen) invertalhato. Ezen nehézségek lekiizdésére kiilonféle technikékat dolgoztak
V2f(z) helyett (V2f(z) + al)-t hasznaljuk, ahol I az egységmatrix, és o véltoztathato
annak érdekében, hogy elkeriiljiik az egyenes mentén valo keresést. Figyeljiik meg, hogy
ha a = 0, akkor a Hesse-matrixot kapva a Newton-modszerhez tériink vissza, mig ha
a — 00, akkor ez a matrix az egységmaétrix szamszorosdhoz kozelit és igy a keresési
irdny aszimptotikusan parhuzamos lesz a negativ gradienssel. Ezen modszerek részletes
vizsgalata meghaladja konyviink kereteit, az érdekl6ds olvasonak a |2, 4, 16, 12| konyveket

ajanljuk.

2.16. Feladat. Legyen f : R™ — R kétszer folytonosan differencidlhato fiiggvény. Mutassuk
meg, hogy az s = —HV f(x) irany barmely H pozitiv definit matrix esetén az f fiiggvény egy
x-hez tartozd csokkenési iranyat adja meg. Milyen H esetén lesz s a legmeredekebb csdkkenés

iranya, illetve a Newton-irany (konvex f fiiggvény esetén)?

2.17. Feladat. Tekintsiik az aldbbi, feltétel nélkiili optimalizéalasi feladatot:

min (z; — 2)* 4 (21 — 222)?.

2.16. abra. A fiiggvény szintvonalai. A minimum (2, 1)-ben van.
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2. A konvex optimalizalas alapjai

1. Mutassuk be a gradiens-moédszer két iteraciojat az z° = [0, 3]7 kezdépontbol indulva.

abbol az ¥ kezd6pontbol indulva.

Newton-moédszer nemlinearis egyenletek megoldasara

A Newton-moédszer nemlinearis egyenletrendszerek megoldaséara is hasznélhato. Tegyiik

fel, hogy a nemlineéris egyenletrendszer
F(z)=0

alaki, ahol F(z) : R®™ — R™ differencialhato fiiggvény. Tegyiik fel, hogy az x* € R™ pont

az egyenlet egy kozelité megoldasa. Elészor linearizaljuk z*-ban a nemlineéris egyenletet

tgy, hogy F(z)-et az F (xk) +JF (xk) (x — xk) kifejezéssel kozelitjiik, ahol JF'(x) jeldli

F'n Jacobi-méatrixat:

OF;i(x)
Oz,

JF(Z’)lj: ’lIl,,m, ]:1,,77,

Innen a kovetkezd linearizalt egyenletet kapjuk:
JF (z%) (z = 2*) = —F (2") . (2.11)

Ez egy linearis egyenletrendszer, amelynek megoldasat (ha létezik) a sztenderd linearis

algebra eszkozeivel kaphatjuk meg. Az innen kapott x#+!

= x megoldas lesz az egyenlet-
rendszer megoldasanak 1j kozelitése, és az eljaras kezdddik elolrél.

Vegyiik észre, hogy egy f(x) szigoruan konvex fiiggvény minimalizalasa ekvivalens
a Vf(x) = 0 egyenletrendszer megoldasaval. A Newton-modszert hasznalva (a (2.11)

formula alapjan) a kovetkezst kapjuk:
Vi f (xk:) (xk:—H _ xk) — VY (xk:) '

A gradiens Jacobi-méatrixa éppen f(z) Hesse-matrixa, ami igy pozitiv definit, és
P = (9 () (o),

ahogy ezt méar korabban is lattuk.

2.3.3. Keresés egyenes mentén

Az egyenes mentén torténd keresés valojaban egydimenzios optimalizalas, mivel f(z* +
AsF) a X\ valtozo fiiggvénye. Igy az a feladatunk, hogy a ¢()\) egydimenzios fiiggvény
minimumat megtalaljuk, vagy ha a fliggvény differencialhato, akkor a ¢'(\) zérushelyeit

keressiik. Roviden bemutatjuk mindkét modszert.
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2.3. A feltétel nélkiili optimalizélas algoritmusai

Intervallumfelezés

El6szor keressiik meg ¢’ (\) zérushelyét. Az intervallumfelezés algoritmusa a kévetkezd:

Egyvaltoz6s minimalizalas intervallumfelezéssel

Input: ¢ > 0 pontossagi paraméter; A°, \!, amelyekre ¢'(\°) < 0
és &' (A\Y) > 0;

1. 1épés: Ha |\ — \2| < ¢ akkor megallunk, A = L(\° + A1),

2. 1épés: Legyen A = $(A\° + A1).

3. lépés: Ha ¢'()\) < 0, akkor \° := \ és az 1. 1épés kovetkezik.
4. lépés: Ha ¢'(\) > 0, akkor A\! := X és az 1. 1épés kovetkezik.

Output: Olyan A pont, amely legfeljebb & tavolsagra van a ¢’ (A)

fliggvény valamelyik zérushelyétdl.

1_Hy0
Megjegyezziik, hogy az algoritmus log, M lépést tesz. A ¢/()\) fiiggvénynek nem

kell differencialhatonak lennie.

Newton-médszer

A Newton-modszer felfoghatoé tgy, hogy ¢ zérushelyét vagy ¢ minimumét keressiik, de
mindkét megkozelitéshez sziikséges, hogy ¢ kétszer folytonosan differencidlhato legyen. Az
elsd esetben ¢’ adott pontban torténd linearizalasa utan megkeressiik a linearis kozelités
zérushelyét és megismételjiik a lépést. A masodik esetben vessziik az adott pontban ¢
kvadratikus kozelitését a Taylor-polinom segitségével, majd megkeressiik ennek a fiigg-
vénynek a minimumat, s kezdjik a kdvetkezs iteraciot. Kénnyen belathato, hogy a két
megkozelités azonos.

A ¢()\) fiiggvény masodrend kozelitése a \* pont koriil:

1
400 = 6 () o () (A= X9 + L7 () (1 a0,
A ¢q()\) fliggvény minimuma a

¢ (\)

AFE =X =\ — .
¢" (A%)

pontban van. Az algoritmus igy 6sszegezhets:
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2. A konvex optimalizalas alapjai

Egyvaltozés minimalizalas Newton-modszerrel

Input: € > 0 pontossigi paraméter; \° adott kezdépont; k = 0;

1. 1épés: Legyen Mt = \F — i/’/((/}\i));

2. lépés: Ha |\**1 — \F| < £ akkor alljunk meg. Legyen A = \BHL
3. 1épés: k «— k + 1 és folytassuk az 1. 1épéssel;

Output: Egy A kozelits megoldas.

Megjegyezziik, hogy a Newton-modszer instabilla valhat. A kvadratikus kozelités mi-
nimuma tévolabb eshet a ¢ fliggvény minimumatoél, mint az el6zé pont, igy kiilénosen
6vatosan kell a modszert alkalmazni. Mésrészrél viszont a Newton-modszer rendelkezik
néhéany figyelemre mélt6 tulajdonsiggal. Ha az iteracio sorén elég kozel keriiliink a mi-
nimumhoz, akkor akar egy teljes Newton-lépés is hatasos lehet. S6t a Newton-modszer

kvadratikusan konvergal.

2.3.4. Megallasi feltétel

A megéllasi feltétel az algoritmus viszonylag egyszerd, de lényeges része. Feltétel nélkiili
optimalizalas soran gyakori, hogy az algoritmus csak egy pontsorozatot generél, igy nincs
olyan abszolut mértéke annak, hogy milyen kozel vannak az optimumhoz. Altaldban az

algoritmus akkor fejezddik be, ha
1. nem lehet eléggé javitani a célfiiggvény értékén, vagy
2. ha az iteraciok tul kozel esnek egymashoz, vagy
3. ha a gradiens norméja kicsi, vagy
4. ha a Newton-lépés hossza tul kicsi.

A gyakorlatban legtobbszor a fenti kritériumok valamilyen kombinaciojat hasznaljak. A

2. és a 3. pont magatol értetddik. Az 1. pont a kovetkezSképpen fogalmazhaté meg:

£ 1 @)
T fah

72
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Végiil a 4. pontnal akkor mondjuk, hogy a Newton-1épés tul kicsi, ha a teljes Newton-1épés

Hesse-matrixbol szarmaztatott norméja kicsi, azaz

H (v2f (xk))_l vf (xk) ’ VQf(mk)
= (V£ (=) (V2F ()7 V2 F (ab) (V2 (2%) 7 9 F (aF) =
— (Vf ()" (V2 (%) Vf (%) <e (212)

Vagyis a gradiensnek a Hesse-matrix inverzébdl szarmaztatott normaja kicsi. Ezt a
kritériumot hasznaljak a bels6pontos médszerek a Newton-modszer hatékonysaganak biz-
tositasara.

Ha az algoritmus két pontsorozatot (primal és dual) general és az optimum a kettd
kozott van, akkor meg tudjuk mondani, hogy legfeljebb milyen messze vagyunk az op-
timumtol. Akkor allunk meg, ha a (relativ) dualitasrés kisebb az el6re megadott € > 0

értéknél. A dualitésrés:
|primal célfv. érték — duél célfv. érték|.

A relativ dualitasrés:

|primal célfv. érték — dual célfv. értek|

1 + |primal célfv. értéek|

A linearis optimalizalas primal-dual algoritmusai mind ezt a megallasi kritériumot hasz-

naljak, de ugyanezt az elvet alkalmaztuk az intervallumfelezésnél is.

2.4. Feltételes konvex optimalizalasi feladatok

optimalitasi feltételei

Tekintsiik ismét a kovetkezs sztenderd alaka konvex optimalizaléasi feladatot:

min f(x)
x €C.

ahol C C R™ konvex halmaz és f,g1,...,¢gn konvex fiiggvények C felett (vagy egy C
halmazt tartalmazo nyilt halmaz felett). Szinte mindig fel fogjuk tenni, hogy az f és
g; figgvenyek differencialhatoak. Az {1,...,m} indexhalmazt jelolje J, a megengedett
megoldasok halmazat F. Igy

F={reC:gj(x)<0,VjeJ}
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2. A konvex optimalizalas alapjai

2.4.1. Regularitasi feltételek

A regularitési feltételeket a nemlineéris optimalizalas erds dualitési eredményeinek bizo-
nyitasidhoz hasznéljuk. Késébb latni fogjuk, hogy ezek az eredmények szédmos speciélis
konvex feladat esetében fennéllnak regularitasi feltételek nélkiil is. Mi csak az egyik leg-
gyakrabban hasznalt, legegyszeriibb feltétellel foglalkozunk, tovabbi feltételekkel és azok

kapcsolataval részletesen foglalkozik pl. a [2] munka.
2.62. Definici6. Az z° € C° (pontot) a (CO) feladat Slater-pontjanak hivjuk, ha

g; (2°) <0, minden j-re, ha g; nemlinedris,

g; (z°) <0, minden j-re, ha g; linedris.

Ha létezik ilyen pont, akkor azt mondjuk, hogy (CO) Slater-regularis vagy (CO) kielégiti
a Slater-feltételt.

2.63. Példa. [Példak Slater-pontra]
1. Tekintsiik a kovetkezd optimalizalasi feladatot:

min  f(x)

x%%—a}% < 4
T —To > 2
x9g > 0
c = R~

A megengedett megoldasok halmaza csak egy olyan pontot tartalmaz, (2,0)-t, amelyre a
nemlinearis feltétel teljesiil. Mivel erre a pontra a feltétel egyenlGséggel teljesiil, ezért ez a

feladat nem Slater-regularis.

1‘2 I/
x

-

2. Tekintsiik a kovetkezd optimalizalasi feladatot:

min  f(z)
ri+23 < 4
T —x9 > 2
To > —1
C = {z:2 <1}

74



2.4. Feltételes konvex optimalizalasi feladatok optimalitéasi feltételei

A megengedett megoldasok halmaza ismét csak egy pontbol all: (1,—1). Erre a pontra
a nemlinearis feltétel szigori egyenlGtlenséggel teljesiil, de ez a pont nincsen C relativ

belsejében. Igy ez a feladat sem Slater-regularis.

x9 |/xl
/

7/

3. Tekintsiik a kovetkezd optimalizalasi feladatot:

min  f(z)
2 4xd < 4
T —xT9 > 2
To > —1

C = {z:21 =1}

A megengedett megoldasok halmaza egy pontot tartalmaz, (1, —1)-t. Ez a pont a C konvex

halmaz relativ belsejében van. Igy ez a pont idealis Slater-pont (a definiciét 1. a 76. oldalon).

z2 C |/
T
7
4. Tekintsiik a kovetkezd optimalizalasi feladatot:
min  f(z)
223 < 4
Xr1 — T2 Z 2
o > —1
C = R

Az (1,—1) pont ismét Slater-pont, de nem idedlis Slater-pont. A (%, —%) idealis Slater-

" V4

pont.

-
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2. A konvex optimalizalas alapjai

2.18. Feladat. A Slater-feltétel érvényessége az tun. els6fazis-feladat megoldaséval konnyen el-

lendrizhetd. Tegyiik fel, hogy C = R”, és tekintsiik a kovetkezd feladatot:

min T
gilz)—7 < 0, j=1,...,m
r € R".

(a) Mutassuk meg, hogy a fenti feladat Slater-regularis.

(b) Elemezziik, hogy a fenti feladat megoldasa milyen informéaciot nyuajt a (CO) feladatrol.

Definicionkat tovabb finomithatjuk. Azokat a feltételeket, amelyek minden megenge-
dett megoldasra egyenlGséggel teljesiilnek, szinguldrisnak, a tobbi feltételt requldrisnak

nevezziik. Igy a szinguléris feltételek indexhalmaza:
Js={j € J:gj(x) =0 minden x € Fesetén },
mig a regularis feltételek indexhalmaza a szingularis indexhalmaz komplementere:
J.=J—Js={j € J:g(x) <0 valamely x € Fesetén }.

1. Megjegyzés: Ha (CO) Slater-regularis, akkor minden szingularis feltételnek line-
arisnak kell lennie.

2. Megjegyzés: A Slater-regularitéas definiciojaban kiilonbséget tettiink linearis és
nemlinearis feltételek kozott. A Slater-regularitas teljesiiléséhez az irodalomban gyakran
megkovetelik, hogy minden feltétel szigoru egyenlStlenséggel teljesiiljon, ebben az esetben
szingularis feltételek nem is lehetnek. Ez a tény szamos bizonyitast leegyszertsit (lasd
pl. a 2.67 Konvex Farkas-tétel bizonyitasat), de az eredmények gyengébbek. A linearis
optimalizalas erds dualitasi tétele és a linearis Farkas-tétel csak akkor érvényes, ha fel-
tessziik, hogy létezik szigorian megengedett megoldas. Az altalunk hasznalt definicioval

ezek az eredmények a Konvex Farkas-tétel specialis esetei lesznek.

2.64. Definicio. Az z* € C° pontot a (CO) feladat idealis Slater-pontjanak mondjuk, ha

gi(z*) <0 minden j € J, esetén,

gi(z*) =0 minden j € J, esetén.

El6szor egy egyszerd lemmét mondunk ki.

2.65. Lemma. Ha a (CO) konvexr optimalizdlasi feladat Slater-requldris, akkor létezik

x* € F idedlis Slater-pontja is.

0 ¢ CY Slater-pont, valamint léteznek

Bizonyitas: A feltevésiink szerint létezik egy x
olyan z* € F pontok minden k € J, esetén, amelyekre g (2*) < 0. Legyen \g > 0, Ay > 0
minden k£ € J,-re olyan, hogy \g + ZkeJr A\, = 1. Ekkor z* = \oz? + ZjeJr A\px® idedlis

Slater-pont, mivel a g; fliggvények konvexek. O
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2.4. Feltételes konvex optimalizalasi feladatok optimalitéasi feltételei

2.4.2. A konvex Farkas-tétel

Miel6tt kimondanank a konvex Farkas-tételt, egy egyszerd szeparéciés tételt mutatunk

be, amelynek bizonyitasa a legtobb szakirodalomban (pl. [2]) megtalalhato.

2.66. Tétel. Legyen U C R™ konvex halmaz és w € R™ egy adott pont, amelyre w ¢ U.
Ekkor létezik eqy {x : a*x = o} elvdlaszté hipersik, amelyre: a’w < «, valamint a*u > «
minden u € U-ra, deltd nem részhalmaza a hipersiknak, vagyis létezik olyan u € U, amelyre

atu > a.

Most mar készen allunk a konvex Farkas-tétel bizonyitasara. Az itt bemutatott bizo-

nyitas a [42, 46| konyvekben talalhato bizonyitasok egyszertsitett valtozata.

2.67. Tétel (Farkas). Tekintsik a (CO) konvex optimalizdldsi feladatot, és tegyiik fel,
hogy a Slater-reqularitdsi feltétel teljesiil. A kévetkezd

flx) < 0
gi(z) < 0, j=1,....m (2.13)
x € C
rendszernek akkor és csak akkor nincs megolddsa, ha létezik olyan y = (y1,...,Ym) > 0
vektor, amelyre
f(z)+ Z y;gj(x) > 0 minden x € C esetén. (2.14)
j=1

Miel6tt bizonyitanank ezt a fontos tételt, tesziink egy megjegyzést. A (2.13) és (2.14)
rendszereket alternativ rendszereknek hivjuk, azaz koziiliik pontosan az egyiknek van meg-
oldasa.
Bizonyitas: Ha a (2.13) rendszernek van megoldésa, akkor (2.14) nem teljesiilhet erre a
megoldasra. Ez a tétel trividlisan kovetkezd iranya, amely mindenféle regularitasi feltétel
nélkiil is fennall.

Az ellenkezé irany bizonyitasahoz tegyiik fel, hogy (2.13)-nek nincsen megoldasa. De-

finialjuk az U € R™*! halmazt a kovetkez6képpen (u = (ug, . . ., Up)):
U={u:3x eC, amelyre f(z) < ug, gj(x) <u; haje J,, gj(r) =u; haje J}.

Az U halmaz tehat azokat a jobboldali vektorokat tartalmazza, amelyekre a 2.14 rendszer
megoldhat6. Vegyliik észre, hogy a szingularis feltételeket — mivel Ggyis mindig egyenls-
séggel teljesiilnek — eleve egyenldséggel koveteltiik meg.

A Slater-feltételeknek koszonhetGen a szingularis fiiggvények linearisak, igy az U hal-
maz nyilvan konvex és a (2.13) rendszer megoldhatatlansaga miatt nem tartalmazza
az origot. Innen a 2.66 tétel alapjan létezik szeparald hipersik, amelyet egy megfeleld

(Yo, Y1, - - -, Ym) vektor és o = 0 ily modon definial:

Z yju; > 0 minden u € U esetén (2.15)
=0
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2. A konvex optimalizalas alapjai

és valamely u € U esetén

> ity > 0. (2.16)
=0

A tétel bizonyitasat az alabbi pontok igazolasaval fejezziik be:

L.

II.

I11.

IV.

II.

I1I.

El6szor bebizonyitjuk, hogy o > 0 és y; > 0 minden j € J, esetén.
Belatjuk, hogy (2.15) fennall u = (f(x), g1(x), ... , gm(z)) esetén, ha z € C.
Megmutatjuk, hogy yo-nak pozitivnak kell lennie.

Teljes indukci6 segitségével belatjuk, hogy y; > 0 fennallhat minden j € J; esetén.

. El6szér megmutatjuk, hogy yo > 0 és y; > 0 minden j € J, esetén. Indirekt tegyiik

fel, hogy yo < 0. Legyen (ug,uy,...,u,) € U tetszéleges. A definicié miatt (ug +
AUy .oy Up) € U minden A > 0 mellett. Innen (2.15) alapjan

Ayo + Z yju; > 0 minden A > 0 mellett.
j=0

Elég nagy A esetén a bal oldal negativ lesz, ami ellentmondas, tehat yo-nak nem-
negativnak kell lennie. A tobbi y;, j € J, nemnegativitasa hasonlé médon lathato
be.

Belatjuk, hogy
yof(x) + Zngj(:c) > 0 minden x € C mellett. (2.17)
j=1

Ez abbdl kévetkezik, hogy minden = € C és minden A > 0 esetén

u=(f(x)+ N\ q(x),...,gm(x)) €U,

fgy
yo(f(x) +A) + Z y;g;(z) > 0 minden x € C mellett.

Jj=1

Innen A — 0 esetén éppen az allitast kapjuk.

Megmutatjuk, hogy yo > 0. Mar tudjuk, hogy yo > 0. Indirekt tegyiik fel, hogy
Yo = 0. Innen (2.17) alapjan

Z y;g;(x) + Z y;gi(x) = Z y;gj(x) > 0 minden x € C esetén.
j=1

JEJr Jj€Js

A feladat Slater-regularis, igy létezik egy z* € CY idealis Slater-pont is, amelyre

gj(z*) =0ha je J,
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2.4. Feltételes konvex optimalizalasi feladatok optimalitéasi feltételei

IV.

ahonnan azonnal kapjuk, hogy

> yigi(x*) > 0.

jedr
Mivel y; > 0 és g;(2*) < 0 minden j € J, mellett, ezért y; = 0 minden j € J,-re.
Ebbél adédik, hogy

Z yjg;(z) > 0 minden x € C esetén. (2.18)

J€Js

A szeparacios tétel (2.16) pontja alapjan van olyan z € C, u; = g;(z), j € Js,

amelyre fennall, hogy

> ygi(x) > 0. (2.19)

j€ds
Mivel az x* idealis Slater-pont C relativ belsejében van, ezért létezik olyan = € C
vektor és 0 < A < 1, amelyekre z* = Az + (1 — \)Z. Felhasznélva, hogy ¢;(z*) = 0

minden j € J; esetén, és hogy a szingularis feltételek linearisak, ezt kapjuk:

0="> ygi(x") =D g\ + (1 - N)i) =

jeds jeds
= A 0@ + (1= g5 > (1=A) D y50,(7). (2.20)
ieds jeds i€ds

Az utolso egyenlStlenség (2.19)-bol kovetkezett. A kapott egyenlGtlenség,
(1=X)) wig5(%) <0,
J€Js
ellentmond (2.18)-nek, tehat bebizonyitottuk, hogy yo > 0.

A (2.17) egyenlGtlenséget yo > 0-val osztva és 4j y; == %, j € J valtozokat bevezetve
kapjuk, hogy

flz)+ Zngj(a:) > 0 minden x € C mellett. (2.21)
j=1

Végiil megmutatjuk, hogy minden j € J; esetén y; pozitivva tehetd.

A J; halmaz elemszamara vonatkozo teljes indukcioval megmutatjuk, hogy y; lehet
pozitiv minden j € J, esetén. Ha J, = (), akkor készen vagyunk. Ha |Js| = 1, akkor

az eddig bizonyitott Osszefiiggések alapjan a

gs(z) <0
gj(x) <0, jeJ, (2.22)
z el
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2. A konvex optimalizalas alapjai

rendszernek nincs megoldésa, kielégiti a Slater-feltételt, és igy létezik olyan § € R™~!

vektor, amelyre teljesiil, hogy

)+ Z 9j9;(xz) > 0 minden x € C esetén, (2.23)
JjE€Jr
ahol §; > 0 minden j € J,-re. A (2.23) egyenl6tlenség elég nagy pozitiv tobbszorosét
a (2.21) egyenl6tlenséghez adva gs(z) egyiitthatojat pozitivva tehetjiik.
Az altalanos indukcios 1épés hasonloképpen alakul. Feltessziik, hogy |Js| = k esetén
érvényes az allitas, s ebbdl kiindulva bebizonyitjuk, hogy |Js| = k + 1 esetén is
fennall. Legyen s € J,, |J; \ {s}| = k. Az el6bbiekhez hasonléan kapjuk, hogy a

gs(x) <0

gi(x) <0, j€ Js\ {s}

g;(x) <0, jEJ, (2.24)
xeC

rendszernek nincs megoldésa, kielégiti a Slater-feltételt, és az indukcios feltevés sze-
rint 1étezik olyan § € R™~!, amelyre
gs(x) + Z y;gj(x) > 0 minden x € C esetén, (2.25)
JETUT\{s}
ahol y; > 0 minden j € Jyre, és y; > 0 minden j € J,-re. A (2.25) egyenlStlenség
elég nagy pozitiv tobbszordsét a (2.21) egyenlStlenséghez adva megkapjuk a kivant
nemnegativ egyiitthatot. a

Végiil kicsit tobbet is bizonyitottunk, mint maga az allitas volt. Belattuk, hogy minden

szinguléris feltétel szorzdja szigorian pozitivva tehetd.

2.68. Példa. [Farkas-tétel]

1. Tekintsiik a kovetkezd konvex optimalizalasi feladatot:

min x
z? <0
z e R
Ez a feladat nem Slater-reguldris.
A kovetkezd
r < 0
22 < 0
rendszernek nincs megoldésa, de minden y > 0 esetén az f(z) = x + yz? kvadratikus

fiiggvénynek két zérushelye van (1. a 2.17 abrat). Igy nincs olyan 3 > 0, amelyre z+yz? > 0

minden = € R esetén, tehat ebben az esetben a Farkas-tétel nem érvényes.
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2.17. dbra. A 2.68 példaban szerepld elsé fliggvény.

2. Tekintsiik a kovetkezd konvex optimalizalasi feladatot:

min 1+ x
22—-1<0
T € R.

Ez a feladat Slater-regularis (a 0 ideélis Slater-pont). Az alabbi

142 < O
22—-1 < 0

rendszernek nincs megoldasa. Ha y = %, akkor a
2 L o
gx)=z+1+ylx*-1)= Tttty

kvadratikus fiiggvénynek (1. 2.18 abra) csak egy zérushelye van, igy

2.18. abra. A 2.68 példaban szereplé mésodik fliggvény.

1 1
5:02 +x+ 3 > 0 minden z € R esetén.

81



2. A konvex optimalizalas alapjai

2.19. Feladat. Legyen A egy m X n-es métrix és b € R adott vektor. A 2.67 konvex Farkas-
tétel felhasznalasaval bizonyitsuk be, hogy a kévetkezs alternativ rendszerek koziil pontosan az
egyik oldhaté meg:

(I) Az <), x>0,

vagy
(Iry  A'y>o0, y>0, by<o.

2.20. Feladat. Tekintsiik az A € R™*" B € RF*" matrixokat és az a € R™, b € R¥ vektorokat.

Megfelels atalakitasok utan a 2.67 konvex Farkas-tétel felhasznalaséval hatarozzuk meg az
Az < a, Bz < b, x>0
egyenlGtlenségrendszer alternativ rendszerét.

2.21. Feladat. Legyen A € R™*" ¢ € R" és b € R™. A 2.67 konvex Farkas-tételt felhasznalva
bizonyitsuk be a lineéris optimalizalasra vonatkozo Goldman—Tucker-tételt:
Ha a
min {cTa: cAxr =0, x> 0}
primal és a
max {b'y: ATy +s=c, s>0}

duél feladatnak 1étezik optimalis megoldasa, akkor létezik olyan megoldas is, amelyre x* optimalis

megoldasa a primal feladatnak, (y*, s*) optiméalis megoldasa a dual feladatnak, és
"+ s > 0.
Az ilyen megoldasokat szigorian komplementdrisnak nevezziik.

2.22. Feladat. Keressiik meg azt a h magassigu és r sugard hengert, amelynek térfogata lega-
labb V' és felszine minimalis.

A feladat alapjan a kovetkezd optimalizalasi feladatot irhatjuk fel:
*

p* = min 2772 + 27rh

a kovetkezg feltétel mellett:
mr*h >V, r >0, h> 0.

1. Mutassuk meg, hogy a fenti feladatot atirhatjuk a kovetkezs formaba:
p* = min 27 (e2‘r1 + exlﬂw) ,
az alabbi feltétel mellett:

v
1I1<—>—2I’1—£U2<0, xleR, r9 € R.
T

2. Bizonyitsuk be, hogy ez az 1j feladat olyan konvex optimalizalasi feladat, amely kielégiti

a Slater-feltételt.
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1
3. A Farkas-tétel segitségével mutassuk meg, hogy az optimalitas feltétele: r = %h = (%) 3.

Segitség: A feladat ekvivalens a kévetkezd rendszer megoldhatatlansdganak igazolasaval:

2
2 (e2m1 + exﬁm) < 6 (K> ’

2

\%4
ln<—>—2x1—x2 < 0, xleR, 9 € R.
™

2.4.3. A Karush—Kuhn—Tucker-tétel

Definialjunk a (CO) konvex optimalizalasi feladathoz egy Lagrange-fiiggvényt:
L(z,y) = f(z) + Y _yg;(x), (2.26)
j=1

ahol z € C és y > 0. Megjegyezziik, hogy rogzitett y mellett a Lagrange-fiiggvény konvex

z-ben.

2.69. Definicié. Egy (z,y) € C x R C R™™ wektorpdrt az L Lagrange-fiiggvény nye-
regpontjanak hivunk, ha
L(z,y) < L(z,y) < L(z,9) (2.27)

minden x € C és y > 0 esetén.
Koénnyen belathato, hogy (2.27) ekvivalens a kovetkezével:
L(z,y) < L(z,y) minden z € C, y > 0 esetén.

2.70. Példa. [Nyeregpont]| Tekintsiik a kovetkezd konvex optimalizalési feladatot:

(CO) min —z+2
e* —4<0

rz eR.
A feladat Lagrange-fiiggvénye

L(z,y) = —x 4+ 2+ y(e” —4),

8

ahol az y Lagrange-szorzo® nemnegativ. Rogzitett y > 0 mellett

%L(z,y) =—-14+ye" =0,

amibdl kovetkezik, hogy x = —logy. Igy L(—logy,y) = logy — 4y + 3 a minimum.

Maésrészt, egy megengedett z-re, azaz ha = < log4:

sup y(e® —4) =0.
y=>0

8Elterjedt még a Lagrange-multiplikdtor elnevezés is.
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Innen
) logy —4y +3 hay >0,
Y(y) = inf L(z,y) =
z€R —00 ha y = 0;
—x+2 hax<log4,
¢(x) =sup L(z,y) =
y>0 00 ha z > log4.
A d 1
hly) == —4=0
a () "

Osszefliggeés y = i esetén all fenn, azaz ez az érték maximalizalja ¥(y)-t. Innen sup,~q¥(y) =
—log4d + 2. A ¢(x) fiiggvény minimuma x = log4-nal van, igy inf,cg ¢(z) = —logd + 2. Azt
kaptuk tehat, hogy (log 4, i) az L(x,y) Lagrange-fiiggvény nyeregpontja.

2.71. Lemma. Tegyiik fel, hogy inf,cc L(z,y) véges. Ekkor az (Z,y) € C x R C R™™
vektor akkor és csak akkor nyeregpontja az L(x,y) figguénynek, ha

inf sup L(x,y) = L(Z,y) = sup inf L(z,y). (2.28)

zeC y>0 y>0 zeC

Bizonyitas: A (2.27) nyeregponti egyenl6tlenség egyszertien kovetkezik a (2.28) egyenls-
ségbdl. Ehhez fel kell hasznélnunk az infimumra tett végességi feltételt.
Masrészt barmely (Z,7) esetén

inf L(z,y) < L(2,9) < sup L(z,y).

zeC y>0

A bal oldal szuprémumét és a jobb oldal infimumat véve:

sup inf L(z,y) < inf sup L(zx, y). (2.29)

y>0 2€C zeC 4>0

Ismét a (2.27) nyeregponti egyenlStlenséget hasznalva adodik, hogy

inf sup L(x,y) < sup L(Z,y) < L(,y) < inf L(z,y) < supinf L(z,y), (2.30)
zeC y>0 y>0 zeC y>0 zeC
ahonnan (2.30) és (2.29) Gsszevetésébdl kapjuk a (2.28) egyenldséget. Vegyiik észre, hogy

a masodik részben nem hasznaltuk ki, hogy inf,cc L(x,y) véges. O

Még mindig nem tudjuk, hogy a nyeregpont létezik-e vagy sem. A Slater-regularitas
feltevése mellett a kovetkez tétel azt mondja ki, hogy L(z,y)-nak akkor és csak akkor

van nyeregpontja, ha (CO)-nak van optimalis megoldésa.

2.72. Tétel (Karush-Kuhn—Tucker). Tekintsik a (CO) konvex optimalizaldsi fela-
datot és teqyiik fel, hogy a Slater-regularitdsi feltétel teljesil. Az T vektor akkor és csak
akkor (CO) optimdlis megolddsa, ha létezik olyan y vektor, amelyre (Z,y) az L Lagrange-
fiigguény nyeregpontja.
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2.4. Feltételes konvex optimalizalasi feladatok optimalitéasi feltételei

Bizonyitas: A tétel kénnyebben bizonyithato része, hogy ha (z,y) az L(z,y) fiiggvény
nyeregpontja, akkor T optimalis megoldasa (CO)-nak. Ennek az irdnynak a belatasahoz

nem kell semmilyen regularitési feltétel. A (2.27) nyeregponti egyenlétlenségbdl:

f(@) + Zngj(-f) < f(@) + Zﬂjgj(f) < f(z) + Z?Jjgj(ﬂf)

minden y > 0 és x € C esetén. Az els6 egyenlStlenséghdl adodik, hogy ¢;(Z) < 0 minden
j=1,...,mre. Igy 7 € F (CO) megengedett megoldésa. A fenti egyenltlenség jobb és
bal oldalat véve, y = 0 esetén kapjuk, hogy

0) + 3 59,(@) < f(@)

minden x € F-re, azaz T optimalis.

Az ellenkez6 irany bizonyitasahoz sziikség van a Slater-regularitésra és a 2.67 konvex
Farkas-tételre. Vegyiik a (CO) konvex optimalizalasi feladat egy z optimalis megoldasat.
Ekkor az

flx) = f(2) <0
gj(x) <0, 5=1,....m
rel

egyenlGtlenségrendszer nem megoldhato. A 2.67 konvex Farkas-tételt felhasznalva létezik

olyan y > 0, amelyre
Z e
minden z € C mellett. Felhasznélva, hogy T megengedett megoldas, azonnal adoédik a

nyeregponti egyenlGtlenség:

B)+ Y y0i(E) < f(z Z ;95 (
i=1 i=1

minden y > 0 és x € C esetén. |

Az alabbiakban kifejtett kovetkezmények elvezetnek minket a Karush—Kuhn-Tucker
optimalitasi feltételekhez és a (CO) feladat Lagrange-duéljahoz. A Lagrange-dualités spe-
cialis eseteként bemutatjuk a Wolfe-dualitas fogalmét, ha C = R™.

2.73. Kovetkezmény. A 2.72 tétel feltevései mellett az & € C vektor akkor és csak akkor
optimdlis megolddsa a (CO) feladatnak, ha létezik olyan y > 0, amelyre teljestl, hogy

(1) f(z)= mln{ )+ Zy]gj } és
(i7) Z@jgj(f) = max {Z ngj(f)} :
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2. A konvex optimalizalas alapjai

Bizonyitas: Konnyen adodik a tételbdl. a

2.74. Kovetkezmény. A 2.72 tétel feltevései mellett azx € F vektor akkor és csak akkor
optimdlis megolddsa a (CO) feladatnak, ha létezik olyan § > 0 vektor, amelyre

Bizonyitas: Egyszertien levezethets a 2.73 kovetkezménybdl. a

2.75. Kovetkezmény. Tegyiik fel, hogy C = R™ és az f, g1, ..., gm fligguények folytono-
san differencidlhatoak. A 2.72 tétel feltevései mellett az & € F vektor akkor és csak akkor
optimdlis megolddsa a (CO) feladatnak, ha létezik olyan y > 0, amelyre

m

(i) 0=VI@+> 5V e
(i) 3 539,(2) = 0

Bizonyitas: Azonnal adodik a 2.74 Kévetkezménybdl és az f(z) + > 72, 9;9;(z), z € C

fiiggvény konvexitasabol. a

2.23. Feladat. Bizonyitsuk be a fenti harom koévetkezményt.

Megjegyezziik, hogy az utols6 kovetkezmény érvényes marad, ha a C halmaz R" teljes
dimenziéju nyilt részhalmaza. Ha C halmaz nem teljes dimenzioju, akkor a jobboldali
vektornak, a Lagrange-fliggvény x-gradiensének, ortogonélisnak kell lennie a C halmaz
affin burkédban 1év6 barmely irdnyra. Ezeknek az allitdsoknak igazolasat az olvasora bizzuk.

Most definialjuk a Karush—-Kuhn—Tucker (KKT)-pont fogalmat.

2.76. Definici6 (KKT-pont). Tegyiik fel, hogy C = R™ és az f,g1,...,gm fliggvények
folytonosan differencidlhatoak. Az (Z,y) € R*"™™ wektort a (CO) feladat Karush—Kuhn—
Tucker (KKT)-pontjinak hivjuk, ha

(i)  gj(x) <0, minden j € J —re,
(i) 0=Vf(@)+) 5V;7)

(i17)
(iv)

;9;(Z) = 0,

M

1
> 0.

Qﬁlkli
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2.5. A konvex optimalizalas dualitaselmélete

Fontos megérteni, hogy — a 2.75 kovetkezmény feltételei mellett — (z,y) akkor és csak
akkor nyeregpontja (CO) Lagrange-fiiggvényének, ha egyben KKT-pontja is (CO)-nak.
Ennek bizonyitasat az olvasoéra bizzuk.

Az tn. Karush-Kuhn—Tucker elégséges optimalitasi feltétel a 2.75 kdvetkezménybdl
kovetkezik.

2.77. Kovetkezmény (KKT elégséges feltétel). Tegyiik fel, hogy teljesiilnek a 2.72
tétel feltételei, C = R™ és f,q1,...,gm folytonosan differencidlhato, konvex fiigguények.
Ha (z,y) KKT-pont, akkor = a (CO) feladat optimdlis megolddsa.

Megadtuk tehat a (CO) konvex optimalizalasi feladat sziikséges és elégséges optimalitasi
feltételeit a Slater-regularitas feltevése mellett. Megjegyezziik, hogy ha az optimalizalasi
feladat nem konvex, vagy nem elégiti ki a regularitési feltételt, akkor csak gyengébb ered-

ményekhez juthatunk.

2.24. Feladat. Bizonyitsuk be a 2.22 feladat 3. részét a Karush—Kuhn—Tucker optimalitési fel-

tételek felhasznalasaval.

2.5. A konvex optimalizalas dualitaselmélete

A konvex optimalizélas elméletében és algoritmusaiban a dualitds ugyanolyan kozponti
szerepet jatszik, mint a lineéris optimalizélasban. A duél feladatot és a dualitasi tételeket
egyszertiien szarmaztathatjuk a KKT-elméletbsl vagy a konvex Farkas-tételbdsl. ElGszor

definialjuk a Lagrange-duélt, majd specialis eseteként bemutatjuk a Wolfe-dualt.

2.5.1. A Lagrange-dual

2.78. Definicio. Legyen ¢(y) = infoec{f(z) + 37", y;g;(2)}. A

sup 1 (y) (LD)
y=>0

feladatot a (CO) konvex optimalizdlasi feladat Lagrange-dudljanak hivjuk.

2.79. Lemma. A (CO) feladat (LD) Lagrange-dudlja konvex optimalizdldsi feladat, még

akkor is, ha az f, g1, ..., gm fligguények nem konvexek.

Bizonyitas: Mivel ¢(y) maximalizalasa ekvivalens —(y) minimalizalasaval, csak azt
kell belatnunk, hogy —(y) konvex, azaz 1 (y) konkav. Legyen 7,9 > 0 és 0 < A < 1.

Felhasznélva, hogy a két fliggvény Osszegének infimuma nagyobb, mint a két fliggvény
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2. A konvex optimalizalas alapjai

infimumanak 6sszege, ezt kapjuk:

— inf {A RSO EXERINCEDS y-gj<x>] } >
> inf {)\ f(x) + ; y;g;() } +inf {(1 —A) | f(z) + ;gjjgj(x)] } =
= Ap(y) + (1= Ny(y). (2.31)
Ezzel a lemmét belattuk. O

2.80. Tétel (Gyenge dualitas). Ha z a (CO) feladat megengedett megolddsa ésy > 0,
akkor

U(y) < f(2),

zeC

és az eqyenldség akkor és csak akkor teljesiilhet, ha inf {f(x) + Z ngj(x)} = f(z).
Bizonyitas: Egyszerd Osszefiiggések alapjan:
¥() = inf {f(x) + Zl ngj<:c>} < @)+ ) 59:() < f(T).
J:
Az egyenléség pontosan akkor teljesiil, ha

inf {f(fr) D3 ngm)} - @)
j:
és igy y;g;(x) = 0 minden j € J esetén. O

2.81. Definicié. Az f(z) —(y) > 0 kilonbséget dualitésrésnek nevezzik.

Mindezekbdl adodik az alabbi kévetkezmény:

2.82. Kovetkezmény. Ha © a (CO) feladat megengedett megolddsa, y > 0 és ¥(y) =
f(z), akkor x optimdlis megolddsa (CO)-nak és y optimdlis megolddsa (LD)-nek. Tovdbbd,
ha az f, g1, ..., gm fligguények folytonosan differencidlhatéak, akkor (z,y) KKT-pont.

Az er6s dualitasi tétel bizonyitasdhoz regularitasi feltételek is sziikségesek.

2.83. Tétel (Erés dualitas). Tegyiik fel, hogy (CO) teljesiti a Slater-reqularitdsi felté-
telt. Legyen T (CO) megengedett megolddsa. Az T akkor és csak akkor (CO) optimdlis

megolddsa, ha létezik olyan y > 0, amelyre y optimdlis megolddsa (LD)-nek és

(@) = f(@).
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2.5. A konvex optimalizalas dualitaselmélete

Bizonyitas: Kozvetleniil adodik a 2.73 kévetkezménybdl. O

2.25. Feladat. Bizonyitsuk be a 2.83 tételt.

Megjegyzés: Ha a konvex optimalizalasi feladat nem elégiti ki a regularitasi felté-
telt, akkor altalanossdgban nem igaz, hogy a dualitasrés 0. Ugyszintén nem mindig igaz
(még a regularitési feltételek mellett sem), hogy a konvex optimalizalasi feladatnak létezik
optimalis megoldasa. Gyakori, hogy a célfiiggvénynek csak szuprémuma vagy infimuma
létezik.

2.84. Példa. [Lagrange-dual] Tekintsiik ismét a kovetkezd feladatot (1. a 2.68 példat)

(CO) min =z
2 <0

z e R.

Ahogy lattuk, ez a (CO) feladat nem Slater-reguldris és a 2.67 konvex Farkas-tétel nem érvényes

az alabbi rendszerre:

Masrészt,

- > ( esetén
by) = inf(r+ya?)={ ¥ 7
z€R —o0o0  y =0 esetén.

A Lagrange-dual:
sup ¥ (y).

y=>0
A Lagrange-duél optimalis célfiiggvényértéke 0, tehat annak ellenére, hogy a Slater-regularités

nem teljesiil, a dualitdsrés 0.

2.5.2. A Wolfe-dual

A Lagrange-dual (LD) felépitésének és a 2.72 tétel kovetkezményeinél tett feltevések ha-

sonlosagabol vezethets le a Wolfe-dual.

2.85. Definicid. Tegyiik fel, hogy C = R" és az f, g1, ..., gm fliggvények folytonosan dif-

ferencidlhatoak €s konvexek. A kévetkezd feladatot
sup {f(l‘) +y ngj(m)}
j=1

V(@) + Yy V() = 0 (WD)

y>0, zeR"

a (CO) feladat Wolfe-duéljanak hivjuk.
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2. A konvex optimalizalas alapjai

A (WD) feladatban y > 0 és x € R", valamint (WD) célfiiggvénye az L(z,y) Lagrange-
fiiggvény, igy a Wolfe-dual célfiiggvénye konkav. Ha a Lagrange-fiiggvénynek van nyereg-
pontja, C = R™ és f, q1,...,gm folytonosan differencidlhaté konvex fiiggvények, akkor a
két dual feladat megegyezik.

Az el6z6 fejezet allitasait felhasznalva egyszertien bizonyithatd az erds és a gyenge

dualitési tétel. A dualitaselmélet részletesebb kifejtése a [2, 31] konyvekben talalhato.

2.86. Tétel (Gyenge dualitas Wolfe-dual esetén). Tegyik fel, hogy C = R" és
fig1,- -, gm folytonosan differencidlhato, konvez figguények. Ha & a (CO) feladat meg-
engedett megolddsa, és (Z,y) (WD) megengedett megolddsa, akkor

L(z,y) < f(2).
Mas szavakkal, a gyenge dualitds fenndll a (CO) és a (WD) feladatok esetében.

Bizonyitas: Legyen (7,7y) a (WD) feladat megengedett megoldasa. Mivel az f és a

91, - - -, gm fuiggvények folytonosan differencidlhatoak és konvexek, és y > 0, ezért a

hx) = () + > Gigs()

fliggvénynek is konvexnek és folytonosan differencialhatonak kell lennie (1. a 2.33 lemmat

az 53. oldalon). Mivel (z,y) a Wolfe-dual megengedett megoldasa, igy

Ez a 2.51 lemma szerint azt jelenti, hogy & minimalizélja a h fiiggvényt, tehat
Z ;9;(T) Zg g;(x) Yz eR" (2.32)

Legyen & a (CO) feladat tetsz6leges megengedett megoldasa. Ha x = 2 a (2.32) egyenl6t-

lenségben, akkor
)+ 209 S 1)+ 2, 139:(#) < 1(@)

ahol az utolso egyenlGtlenség azért igaz, mert y > 0 és ¢;(2) <0 (j =1,...,m). Ezzel a
tételt bebizonyitottuk. a

2.87. Tétel (Erés dualitas Wolfe-dual esetén). Tegyik fel, hogy C = R" és f,
91, - - - gm folytonosan differencidlhato konvex fiigguények. Tegyiik még fel, hogy (CO) ki-
elégiti a Slater-reqularitdsi feltételt. Legyen T megengedett megolddsa a (CO) feladatnak.
Ekkor T akkor és csak akkor optimdlis megoldds, ha létezik olyan § > 0, amelyre (z,7)

optimdlis megolddsa a Wolfe-dudalnak.
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2.5. A konvex optimalizalas dualitaselmélete

Bizonyitas: Azonnal kévetkezik a 2.75 Kévetkezménybdl. O

Figyelmeztetés! A nemlinearis optimalizalasi feladat Wolfe-duéljat csak akkor irhat-

P

helyett csak akkor irhatjuk a szélsGérték elsérend feltételét (az x-gradiens 0), ha az f és

a g;, j € J figgvények konvexek. Egyébként a
Vi) + )y Vgi(z) =0
j=1

feltétel nem garantalja a minimumot, hanem kaphatunk maximumokat, nyeregpontokat,

inflexios pontokat. Nemkonvex feladatokhoz csak a Lagrange-duélt hasznalhatjuk.

2.26. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy — a 2.87 tétel feltevései mellett — a (CO) feladat Lagrange-
és a Wolfe-dualja megegyezik.

2.27. Feladat. Olyan téglalap alaptu hasabot szeretnénk késziteni, amelynek hossza [, széles-
sége b, magassaga h, térfogata legalabb V| és felszine minimélis. Ezt a feladatot a kovetkezd

(nemkonvex) formaban irhatjuk fel:

min2(b + bh +Uh), 1bh >V, Lbh>0. (2.33)

i. Uj valtozok bevezetésével alakitsuk 4t (2.33) feladatot az alabbi alakra:

min 2 (e$1+$2 + P2t 4 ez1+$3) , T1t+zot a3 >In(V), 1,209,253 € R, (2.34)

T1,%2,T3
ii. Mutassuk meg, hogy az atalakitott feladat konvex és kielégiti a Slater-feltételt.

ili. Mutassuk meg, hogy a (2.34) feladat Lagrange-duélja:

max @ + 1n(V)> A g/\ln (%) | (2.35)

A>0

iv. Mutassuk meg, hogy a (2.34) feladat Lagrange- és Wolfe-duélja megegyezik.

v. A (2.34) feladat KKT feltételeit felhasznalva mutassuk meg, hogy az [ = b = h = V1/3
kocka a (2.33) feladat optimalis megoldasa.

vi. Vezessiik le a fenti eredményeket a (2.35) feladat dualjanak felhasznalasaval is.

2.5.3. Példak dual feladatokra

Ebben a fejezetben néhény speciélis konvex optimalizalasi feladat Lagrange- és Wolfe-

duéljat vezetjiik le.
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2. A konvex optimalizalas alapjai

Linearis optimalizalas

Legyen A € R™" b € R™ és c,x € R”. A primél linearis optimalizalasi feladat a

kovetkezd:
min ¢z (LO)
Ax =0
z > 0.

Ekkor C = R", és nyilvanval6, hogy a feltételek folytonosan differencialhatoak. Jelolje a’
az A matrix j-edik sorat. A feltételeket felirhatjuk igy is:

(a?)'x —b;, ha j=1,...,m;
R*™7" 50> g(z) = ¢ (= ™) Tz + bj—m, haj=m+1,...,2m; (2.36)
—Tj—om, haj=2m+1,...,2m +n.

A Lagrange-szorzokat jelolje y~—,y* és s. Az (LO) feladat Wolfe-dualja (WD):
max Tz + (y )" (Az —b) + (y)" (—Az +b) + s (—2)
c+ ATy= — ATyt — s =0,
y= >0, y= >0, s>0.
Az elsé feltételbsl kapjuk, hogy ¢ = — ATy~ +ATy* +5, ezt a célfiiggvénybe behelyettesitve

és az y = yt — y~ 0 valtozot bevezetve megkapjuk a linearis optimalizalasi feladat

sztenderd duéaljat:

max by (LD)
Aly+s=c¢,
s> 0.

Megjegyezziik, hogy a KKT optimalitasi feltételek a jol ismert komplementaritasi® feltételt

adjak: 27s = 0.

Kvadratikus optimalizalas

A kvadratikus optimalizalési feladatot is hasonléan vizsgaljuk meg. Legyen () € R"™*"
pozitiv szemidefinit szimmetrikus matrix, A € R™*" b € R™ és c,x € R". A primél
kvadratikus optimalizalési feladat a kovetkezo:
min ¢’z + %xTQ:c (QO)
Ax > b
xz > 0.

9complementary slackness
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2.5. A konvex optimalizalas dualitaselmélete

Ekkor ismét C = R”, a feltételek pedig folytonosan differencialhatoak. Ha o’ jeloli az A
métrix j-edik sorat, akkor a feltételeket az alabbi alakban is felirhatjuk:

(—a)'z+b;, haj=1,....,m;

R™™ 50> g(x) = (2.37)

—Tj_m, haj=m+1,.... m+n.
A Lagrange-szorzokat jelolje y és s. A (QO) feladat Wolfe-dualja (WD):

max ¢’z + 127 Qu + y' (— Az 4+ b) + 57 (—x)
c+Qr— Aly —s=0,
y>0, s>0.

Az egyenl6ségbdl kapott ¢ = —Qx + ATy + s feltételt a célfiiggvénybe behelyettesitve

megkapjuk a kvadratikus optimalizalési feladat dualjat:

max by — %ZETQZ‘
—Qr+ ATy + s =c,
y>0, s>0.

Vegyiik észre, hogy a dudl feladatban szereplé x vektor nem sziikségszertien megenge-
dett megoldasa (QO)-nak! Az x véltozo eliminalasaval a dual feladat mas forméban is
megadhato.

Mivel @ pozitiv szemidefinit, szimmetrikus méatrix, ezért (pl. a Cholesky-faktorizacio
segitségével) felithatd @Q = DT D alakban. Vezessiik be a z = Dz 1j valtozot, igy megkap-
juk a dual feladat sztenderd alakjat:

max by — %sz (QD)
D2+ ATy +s=c
y=>0
s> 0.

Megjegyezziik, hogy az optimalitési feltételek a kovetkezok: z7s =0, yT(Az—b) =0

és z = Dux.

Feltételes maximum likelihood becslés

A maximum likelihood becslést gyakran hasznéljak a statisztikaban, de jol szemléltethets
rajta a konvex optimalizalas dualitasa is.

Tekintsiik az x;, i = 1,...,n mintapontokat. Néhany linearis feltétel (pl. konvexitas)
mellett adunk becslést a mintabeli pontok bekdvetkezésének valoszintiségére. Formalizalva,
a feladat soran a II?" ;z; likelihood-fliggvény maximumat kell meghatarozni a kdévetkezd
feltételek mellett:

Ar >0, d'z=1, = >0.
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2. A konvex optimalizalas alapjai

Az Ax > 0 egyenl6tlenség adja a linearis feltételeket, az x > 0 feltétel garantalja a strd-
ségfiiggvény nemnegativitasat, végiil a dx = 1 feltétel biztositja, hogy a (becsiilt) stir-
ségfliiggvény integralja 1 legyen. A logaritmus fiiggvény monotonitasa miatt a célfiiggvény
helyett ezt irhatjuk:

min — Z In z;,
i=1
ezzel a feladatot konvex optimalizélasi feladatta alakitottuk. Ekkor ismét C = R"™ és
minden feltétel linearis, igy folytonosan differencialhaté. A Lagrange-szorzokat jelolje y €
R™ t € R és s € R". A feladat Wolfe-dualja:
max — Z Inz; +y" (—Az) +t(d"z — 1) + s7(—2)
i=1

~Xle— ATy +td—s5=0,
y=0, 520,

ahol e = (1,...,1) € R" é¢s X = diag(z). A d"x = 1 feltételt az egyszeriiség kedvéért
nem helyettesitettiik két egyenlStlenséggel, hanem tugy vettiik, hogy a feltétel Lagrange-

szorzoja szabad valtozo. Az elsé feltételt x7-vel szorozva:
—aT'X e — 2T ATy +ta’d — 275 = 0.
Mivel d¥x = 1, 27 X ~'e = n, az optimalitasi feltétel pedig y? Az = 0, 27s = 0, ezért
t=n.

A primal célfiiggvényben szerepld logaritmusnak koszonhet&en a primal optimélis megol-
das sziikségszertien szigortian pozitiv, igy az s dualvaltozonak az optimumban nulldnak

kell lennie. Mindezek alapjan a dual feladat:

n
max — E In x;
i=1

X te4+ ATy = nd,
y = 0.

Az z; > 0 valtozdkat eliminalva (x; = és —Inz; = In(nd; — al'y) minden i =

ndifaZTy

1,...,n-re) kapjuk a dudl feladat végss alakjat:

max Z In (nd; — a]y)
i=1

ATy < nd,
y >0,
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2.5. A konvex optimalizalas dualitaselmélete

2.5.4. Néhany példa pozitiv dualitasrésre

2.88. Példa. [Duffin] Megmutatjuk, hogy néhany konvex feladatnél pozitiv dualitasrést kapha-
tunk, ha a feladat nem teljesiti a Slater-regularitasi feltételt. SGt, latni fogjuk, hogy a Wolfe-duél
lényegesen gyengébb eredményekre vezethet, mint a Lagrange-dual.

Vegylik a kovetkezd konvex optimalizalasi feladatot:

min e~ *2 (CO)
\/x%—kmg—xl <0
r € R2

A megengedett megoldasok halmaza F = {z € R? : 27 > 0,29 = 0}. Az egyetlen feltétel

nemlinearis és szingularis, igy a feladat nem Slater-reguléris. A célfiiggvény optimalis értéke 1.

L(z,y) =e ™ +y (\/x%—i-a:% —x1> .

A Lagrange-fiiggvény:

A Wolfe-dual:

min e 24y <\/a:% + 23 — x1> (WD)

z1

\/xf —i—x%
ie_332 +ZJL — O

2 2
\x] + x5

y > 0.

Az els§ feltételbsl xo = 0 és 1 > 0, de ezek az értékek nem elégitik ki a masodik feltételt, igy a
Wolfe-dual nem megoldhaté, a dualitasrés végtelen.

Nézziik meg, hogy mi torténik a Lagrange-dual esetében. Legyen € = /2% + x5 — z1, ekkor
ZL‘% —2ex; —e2 = 0.

Igy minden ¢ > 0-hoz talalhaté olyan z; > 0, amelyre teljesiil, hogy ¢ = Vi + 23 — 21, még

akkor is, ha xo végtelenhez tart. Amikor x5 végtelenbe tart, e=*2 0-hoz tart. Igy,

v) = inf e 4y (ot v a3 - ) =0,

a Lagrange-dual pedig:

max 1) (y) (LD)
y > 0.

Az optimalis célfiiggvényérték 0. Ekkor a dualitasrés 1.
Vegyiik észre, hogy a Wolfe-duél azért nem oldhato meg, mert a ¢ (y) fliggvény definicidjaban

szerepl infimum létezik, de nem érhetd el.
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2. A konvex optimalizalas alapjai

2.89. Példa. [Alapmodell 0 dualitasréssel| Tekintsiik elgszor a kovetkezs egyszeri konvex

optimalizélasi feladatot:
min 1 (2.38)
3 <0
—x9 <0
—1—x1 <0.
Nyilvan C = R?. A megengedett megoldasok halmaza:
F={(z1,22) : 1 =0, z2 >0},

igy minden megengedett (z1,z2) € F vektor optimaélis, és az optimélis célfiiggvényérték 0. Mivel
z1 = 0 minden megengedett megoldés esetén, ezért a (2.38) feladat nem Slater-regularis.

Irjuk fel a feladat Lagrange-dualjat. Az (y1,ys,y3) Lagrange-szorzok nemnegativak és
L(z,y) = x1 + ylfl«“% — y2w2 — y3(1 + 1),

ahol z € R? é6s y € R3, y > 0.
A Lagrange-dual:

max Y(y) (2.39)

Y(y) = inf {21+ Y13 — yoxo — y3(1 + z1)} = inf {z1(1—y3)+ Y177 — Yoo — Y3} =
rER2 rER2

o0 ha yo # 0 vagy y1 =0 de y3 # 1;
=30 ha yo =0, y1 =0 ¢s y3 = 1; (2.40)
_ 2
—ys — UG5 hayy=06ésy #0.

A legutolso kifejezés a fenti formulaban tgy kaphatdé meg, hogy rogzitett y, és y3 mellett az
21(1 — y3) + y12? — y3 konvex kvadratikus fiiggvényt minimalizaljuk. Mivel ez utobbi kifejezés
nem pozitiv, ezért 1 (y) maximuma 0. Ebben az esetben tehat mind a primdl, mind a duél

feladatnak van optimaélis megoldésa, a célfiiggvényértékek pedig egyenlGek.

2.90. Példa. [Valtozat pozitiv dualitasrésre| Tekintsiik ismét a (2.38) feladatot, de valtoz-
tassuk meg a megengedett megoldésok halmazat. Latni fogjuk, hogy mas duél feladatot fogunk
kapni. Az 4j dual feladatnak is lesz optimélis megoldésa, de a dualitésrés pozitiv lesz.
min x; (2.41)
zog—So=0
r1—81=0

$2—82:O

1421 —53=0
.%0:0
reR3seC.
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2.5. A konvex optimalizalas dualitaselmélete

Latjuk, hogy (2.41) megfelels forméaju: a feltételek linearisak, igy konvexek, valamint az (z,s)

vektor az R? x C konvex halmazbol valo. A C konvex halmazt a kovetkezéképpen definialjuk:
C= {s = (80, 51,52,83) : 5o > 0, s9 >0, s3>0, sgs2 > s%}
A megengedett megoldasok halmaza:
F={(z,s):20=0, 21 =0, 22>0, 50=0, 51 =0, s9 >0, s3=1},

igy minden (z,s) € F megengedett megoldas optimaélis, és a feladat célfiiggvényének optimalis
értéke 0.
Az egyenlgséggel teljesiils feltételek miatt az (yo,y1, Y2, y3, y4) Lagrange-szorzok szabad val-

tozok, és a Lagrange-fliggvény:
L(z,s,y) = 1+ yo(zo — so) + y1(z1 — s1) + y2(@2 — s52) + y3(1 + 21 — s3) + +yazo),

ahol x € R?, s € C és y € R5. A Lagrange-dual:

max Y(y) (2.42)
y € R,

P— 1 f L p—
Y(y) et (z,s,9)

= inf {x1(1+y1 +y3) +2o(ys + yo) + T2y2 — Soyo — S1y1 — S2Y2 — S3Y3 + Y3} =
z€R3, scC

_Jysz ha 14y +y3=0,9+5%=0,92=0,y3<0, yo <0, y1 =0; (2.43)

—oo kiilénben.
Az utolsd egyenlGség némi magyarazatot igényel.

e Hal+y +ys #0és w9 =22 =0, s =0, akkor L(x,s,y) = x1(1 +y1 + y3) + v3, igy
inf L(x, s,y) = —c0.

e Hays+yo#0éswp =123 =0,5=0, akkor L(z,s,y) = wo(ya+¥o) +ys3, igy inf L(z,s,y) =

—00.
e Hays #0, 20 =21 =0, s =0, akkor L(z,s,y) = xay2 + y3, igy inf L(x, s,y) = —o0.

e Hayy > 0,2 =0,5 >0,s =0, s0 =0, s3 =0, akkor L(x,s,y) = —soyo + y3, igy
inf L(z,s,y) = —oo.

e Hays >0, 2=0,5 =0,5 =0, s0=0, s3>0, akkor L(z,s,y) = —s3y3 + y3, igy
inf L(x, s,y) = —oc0.

e Haoyo = 0deyy # 0, és z = 0, s3 = 0, (so, 1,52,83) = (%,%7}7{0) € C, akkor

1

L(z,s,y) = ——Yo — %Tyl + y3, igy inf L(z, s,y) = —oo (ha 7 — o0).
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2. A konvex optimalizalas alapjai

A fenti eredményeket Osszegezve a Lagrange-dudl:

max s
Y <0
y1=0
y2 =0
ys = —1
Y4 = —Yo-
Ekkor minden megengedett megoldasra y3 = —1, igy a Lagrange-dual optimalis célfiiggvényértéke

—1, azaz mind a primal (2.41), mind a duél (2.42) feladatnak van optiméalis megoldasa, de

célfiiggvényértékeik nem egyenlGek.

2.28. Feladat.

1. Bizonyitsuk be, hogy az s? — spsz fiiggvény nem konvex.

2. Bizonyitsuk be, hogy a C halmaz konvex.

3. Bizonyitsuk be, hogy a (2.41) feladat nem teljesiti a Slater-feltételt.

2.29. Feladat. Modositsuk a fenti optimalizalasi feladatot tgy, hogy adott v > 0 esetén a nem

nulla dualitasrés az optimumban v legyen.

2.91. Példa. [Dualitas nemkonvex feladatok esetén 1| Tekintsiik a kovetkezd nemkonvex

optimalizélasi feladatot:

min  x? — 2z
x% —i—x% =4

z € R?,
Az optimalis célfiiggvényérték —4, az optimalis megoldas = (0,2). A Lagrange-fiiggvény:
L(z,y) =23 —2xo+y (27 + 25 —4), aholy€eR,

és ekkor

P(y) = inﬂg2 L(z,y) = inf {(1 + y)z7} +inf {ya3 — 220} — 4y.
T T1 T2

Lathatjuk, hogy

0 y > —1 esetén
inf {(1+ y)x%} =
. —00  y < —1 esetén

1 .
. —= y > 0 esetén
inf {yz3 — 225} = v
)

—o00  y < 0 esetén.
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2.5. A konvex optimalizalas dualitaselmélete

1
sup {—— — 4y} ;
y>0 )

ami egy konvex optimalizdlasi feladat, az optimalis célfiiggvényérték —4, az optimalis megoldas

Igy a Lagrange-dual:

Yy = % Vegyiik észre, hogy bar a feladat nem konvex, valamint nem teljesiil a Slater-regularitasi

feltétel, a dualitésrés mégis 0.

2.92. Példa. [Dualitas nemkonvex feladatok esetén 2| Tekintsiik a kovetkezd nemkonvex

optimalizalasi feladatot:

min  z? — 23

1 +x0 <2

xECZ{xERQ:—Qle,xQSZl}.
Az optimalis célfiiggvényérték —12, és az optimumban x = (—2,4). A feladat Lagrange-fiiggvénye:
L(z,y) = 27 — 23 + y(a1 + 72 — 2), ahol y >0
igy y > 0 esetén

= inf L = inf 2 inf  {—a3 —2y.
Y(y) = inf L(z,y) = inf _ {af+yai}+ inf  {-a3+yes} -2

Itt 2 +yz; egy parabola, amelynek 1 = —4-ben minimuma van. Ez a minimumhely C-ben van,
ha y < 4. Az y > 4 esetben a fliggvény minimuma a C halmaz hataran van.
A —23 + yzo parabola mindig C hataran veszi fel a minimumat: xo = —2, ha y > 2, és
zo =4, hay < 2. Igy
~2 4916 hay<2,
U(y) = ~% 4y -4 ha2<y<4,
—6y ha y > 4.

A kilonbozé intervallumokon a maximumok:

sup P(y) = —13,
0<y<2
sup P(y) = —13,
2<y<4
supp(y) = —24,
y>4

igy a Lagrange-duél optimalis célfiiggvényértéke —13, a dualitasrés pedig 1.
2.93. Példa. [Wolfe-dual] Tekintsiik a kovetkezs konvex optimalizalasi feladatot:

min z1 + ™2

3r1 — 2™ > 10
€I Z 0
r € RZ
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2. A konvex optimalizalas alapjai

Az optimalis célfiiggvényérték 5, az optimalis megoldas x = (4,0). A feladat Wolfe-dualja:

supxi + €2 + 11 (10 —3r1 + 26”62) Yoo

1-— 3y1 = 0
e 42"y —y2 = 0
T € RQ,y >0,

ami egy nemkonvex optimalizalasi feladat. Az els6 feltételbdl kovetkezik, hogy y1 = %, a masodik

feltétel igy:

5
ge“ — 1y =0.
Ha eliminéljuk yq-et és yo-t a célfiiggvénybdl, az alabbi fliggvényt kapjuk:

) ) 10
f(CCQ) = §6z2 — §$2€x2 + ?

Ennek a fiiggvénynek akkor van maximuma, ha
/ S x
f (xQ) - _§x26 2= 07

ami csak 29 = 0 és f(0) = 5 mellett teljesiil. Igy a Wolfe-dual optimalis célfiiggvényértéke 5, és
az optimalis megoldas (z,y) = (4, 0, %, 5).
Ellendrizziik a fenti eredményt a Lagrange-dual segitségével. Legyen
U(y) = inf, {21+ +y1 (10 = 3x1 +2e™) —yaza} =
Te

= inf {z; —3y1z1} + inf {(1+4 2y1)e™ — yawa} + 10y;. (2.44)
r1€ER r2€R
Az els6 infimum:
0 ha Y1 = %

inf {1‘1 — 3y1:1:1} =
z1€R —oo kiilénben.

A mésodik infimumhoz legyen y1, yo régzitett, yo > 0. A
g(x2) = (14 2y1)e™ — yaza

fliggvény akkor minimalis, ha

g (z2) = (14 2y1)e™ — yo = 0,

;) Bkkor

(2 )) e ()
142y 142y )’

Y2 — yo2 log <1f§y1) ha yo >0

azaz amikor x5 = log <

igy

inf {(1 + 2y1)em2 — yglL‘z} =
w2€R ha Y2 = 0.
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2.5. A konvex optimalizalas dualitaselmélete

Most mér felirhatjuk a Lagrange-duélt:

supy(y) = 10y1 +y2 — y2log (1 52%)

S Wl

U

Y

Y2

d 1 3Y2
L) =10g (2£2) =0
dygw <37?J2> Og( 5 ) )
5

ami yo = 3 esetén teljesiil. A dudl célfiiggvényérték — ¢ (%, %) = 5 — megegyezik a priméal

A szélséérték feltétele, hogy

célfiiggvényértékkel, vagyis a dualitésrés 0.

2.5.5. Szemidefinit optimalizalas
A primal és a dual feladat
Legyenek Ay, Aq,..., A, € R™™ szimmetrikus matrixok. Tovabba legyen ¢, x € R". A
szemidefinit optimalizdldst feladat priméal alakja:
min ¢’ x (PSO)

_A(] + ZAka t 0,
k=1

ahol > 0 azt jelzi, hogy a bal oldali matrixnak pozitiv szemidefinitnek kell lennie. Egyér-
telmd, hogy (PSO) konvex optimalizalasi feladat, mivel pozitiv szemidefinit matrixok

konvex kombinacidja is pozitiv szemidefinit. A kényelmes jel6lés érdekében legyen
F(z) = —Ag+ Y _ Ay
k=1

A szemidefinit optimalizdldsi feladat dudl alakja (1. pl. [49]):
max Tr(A2)
Tr(ArZ) = ¢, minden k=1,...,n, esetén (DSO)
Z =0,
ahol Z € R™*™ a valtozok matrixa. A szemidefinit optimalizalasi feladat dualja is konvex.

A matrix nyoma a matrix linearis fiiggvénye. A pozitiv szemidefinit méatrixok konvex

kombinécidja is pozitiv szemidefinit.

2.94. Tétel (Gyenge dualitas). Hax € R" primdl megengedett megoldds és Z € R™ ™

dudl megengedett megoldas, akkor
'z > Tr(AgZ)
€s az egyenldség pontosan akkor teljesiil, ha

F(x)Z =0.




2. A konvex optimalizalas alapjai

Bizonyitas: A dual feladat feltételei és a matrix nyomanak alapveté tulajdonsagai alap-
jan:

n

e —Tr(AgZ) = Z Tr(ApZ)ay, — Tr(AgZ) =

k=1
=Tr ((i Agxy — AO) Z) =Tr(F(x)Z)>0. (2.45)

Az utolso egyenldtlenség azért teljesiil, mert mind F'(z), mind a Z métrix pozitiv szemi-
definit. Egyenlség akkor és csak akkor all fenn, ha F(x)Z = 0. O

A dual mint Lagrange—Wolfe-dual

Elészor atalakitjuk a (PSO) feladatot, hogy a dual feladatot egyszertibben szarmaztat-
hassuk. A (PSO) feladat ekvivalens az alabbival:

min ¢’ x

—F(z)+8=0 (PSO’)
S >0,

ahol az S € R"™* "™ szimmetrikus méatrix a szokésos ,slack valtozok” szerepét tolti be. A
(PSO’) feladat L(z, S, Z) Lagrange-fiiggvényét az

{(,5,Z) :z €eR", SeR™™, S =0, ZecR™"}
halmazon igy definialjuk:
L(x,8,2) =c'z —e" (F(z)- Z)e+e'(S - Z)e,

ahol e = (1,...,1) € R" és X - Z a matrixok koordinatankénti (Minkowski-) szorzatat
jeloli. Mielstt tovabblépnénk, vegyiik észre, hogy €T (S - Z)e = Tr(SZ), igy a Lagrange-

fiiggvény a kovetkezSképpen modosul:
L(x,8,Z) =c"x =Y ap Te(ApZ) + Tr(AoZ) + Tx(SZ). (2.46)
k=1

Mielstt a (PSO’) feladat Lagrange-dualjat felirnank, vegytik észre, hogy F'(z) szimmetri-
kussaga miatt feltehetjiik, hogy a Z matrix is szimmetrikus. A (PSO’) feladat Lagrange-

duélja:
max {¢(Z):Z e R™"}, (DSDL)

ahol
¥(Z) = min { L(z,5,7Z):z€R", S€R™™ §» 0} . (2.47)
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2.5. A konvex optimalizalas dualitaselmélete

Ahogy a Wolfe-dualnél is tettiik, ¢(Z)-t konnyen kiszamithatjuk az optimalitéasi fel-
tételek segitségével. Mivel ¥ (Z)-ben a minimalizalas az = szabad véltozo és az S pozitiv
szemidefinit métrix szerint torténik, tovabba az L(x, S, Z) fliggvény szeparabilis az x és
S valtozokra, igy a minimumokat kiilon-kiilon kezelhetjiik.

Ha S szerint minimalizalunk, akkor az L(z, S, Z) Lagrange-fiiggvényben Tr(SZ) ki-

vételével csak konstans szerepel. Az S matrix pozitiv szemidefinit, igy

0 ha Z > 0,
méin Tr(SZ) = (2.48)

—oo kildnben.

Ha z szerint minimalizalunk, akkor a %L(m, S, Z) = 0 egyenletet kell megoldanunk.
Ebbdl kovetkezden

g — Tr(AxZ) =0 minden k=1,...,n esetén. (2.49)

A (2.49) egyenletet zy-val szorozva és Osszegezve k szerint:
A — Zxk Tr(AZ) = 0.
k=1
Ez utobbi kifejezést és (2.48), (2.49) eredményeit felhasznalva kapjuk a (DSDL)
Lagrange-duéal egyszertisitett alakjat, a Lagrange—Wolfe-dualt:
max Tr(ApZ)
Tr(AxZ) = ¢, minden k =1,...,n mellett (DSO)
Z = 0,

2.30. Feladat. Tekintsiik a 2.89 példa feladatat.
1. Bizonyitsuk be, hogy a (2.41) feladat szemidefinit optimalizalasi feladat.
2. Adjuk meg a szemidefinit feladat dualjat.

3. Bizonyitsuk be, hogy erre a szemidefinit primél-dual feladatparra pozitiv dualitasrést ka-

punk.

2.5.6. Dualitas kiip-linearis optimalizalas esetén

Ebben a fejezetben kip-linedris optimalizalasi feladatokkal fogunk foglalkozni. A kip-
linearis optimalizélasi feladat a jol ismert sztenderd linearis optimalizalési feladat termé-
szetes altalanositasa:

min{c’z: Az >b, x>0},
ahol A € R™*"™ b e R™ és c € R". A feltételeket atalakithatjuk, hiszen azt jelentik, hogy
az Ax — b és az x vektoroknak a pozitiv ortansba kell esnitik. A pozitiv ortans igy irhato

fel:
RY :={zcR":2>0}
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2. A konvex optimalizalas alapjai

m

illetve R’} hasonloképpen adhaté meg. Lathatjuk, hogy R’ és R’ pozitiv ortansok kon-
vex halmazok, tehat a linearis optimalizalasi feladatot a kovetkezs kup-linearis feladatta

alakithatjuk at:

min ¢’z
Axr —b ¢ RT
T € Rﬁ.

A duél feladatot,
max {bTy:ATygc, yzO},

hasonléan felirhatjuk kip-formaban:

max b’y
T n
c—Ay € RY
y € RIT.

Felmeriil a kérdés, hogy miképpen irhatjuk fel az altalanos kip-lineéris optimalizalési
feladat dualjat, ha az R és R”} egyszerti konvex kapok helyett tetszéleges C; C R™ és
C, C R" konvex kupok szerepelnek. Igy kapjuk az dltaldnos kip-linedris optimalizalasi
feladatot:

min ¢’z
Az —be (ConeL)
S CQ.

Miel6tt felirnank a duél feladatot, definialnunk kell egy 1j fogalmat.
2.95. Definici6é. Legyen C C R™ konvex kip. A

Cr = {zER”:xTzZOmmden r el esetén}.
halmazt a C kiup dudlis kupjanak nevezziik.

Az irodalomban a C* dualis kipot gyakran a C kap poldris vagy pozitiv poldris kupjaként

emlitik.
2.31. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy (R} )* =R}, azaz a pozitiv ortans 6ndualis.

2.32. Feladat. Legyen S,, az n x n-es szimmetrikus, pozitiv szemidefinit méatrixok halmaza.
(i) Bizonyitsuk be, hogy S, konvex kup.
(#1) Bizonyitsuk be, hogy (S,,)* = Sy, azaz S, is 6nduélis.

2.33. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy a C* dualis kip zart, konvex kup.

A kovetkezo tétel megtalalhato pl. a [42, 46| konyvekben.

2.96. Tétel. A dudlis kip dudlja, (C*)*, a C kip C lezdrdsa.
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2.5. A konvex optimalizalas dualitaselmélete

A kuip-linearis feladat dualja

El6szor az s ,slack™valtozd bevezetésével atirjuk a kup-linearis feladatot:

min ¢’z

s—Ax+b = 0
S € Cl
e Cs.

X

Ebben a feladatban szerepel egy egyenléséggel teljestils linearis feltétel (s — Ax + b = 0),

emellett az (s, ) vektornak a
Ci xCy:={(s,x):s€Cy, v €Cs}

kapban kell lennie. A fenti feladat L(s,x,y) Lagrange-fliggvényét a kovetkez6 halmazon
értelmezziik:

{(s,z,y) : s €Cy, x €Cq, y e R™}.

A Lagrange-fiiggvény:
L(s,z,y) =c'ow+y" (s — Az +b) = by + sTy + 27 (c — ATy). (2.50)

Igy a kap-linearis feladat Lagrange-dualja:

max U(y),
ahol
Y(y) =min{L(s,z,y) : s € C1, x € Ca}. (2.51)

Mivel a Lagrange-figgvényt s € C; és x € Cy szerint minimalizaljuk, és az L(s,x,y)
fiiggvény szeparabilis ezekre a véaltozokra, igy a minimumokat kiilon-kiilon kezelhetjiik.

Ha s szerint minimalizdlunk, akkor az L(s,z,y) fiiggvényben s’y kivételével csak
konstans tagok szerepelnek. Az s vektor a C; kiipban van, igy

0 ha y € C7, (2.52)

min s’y =
s€C1 —oo  kiilénben.

Ha z szerint minimalizalunk, akkor a (2.50) alatti Lagrange-fiiggvényben a7 (c — ATy)
kivételével csak konstans szerepel. Az x vektor a Cy kupban van, igy
0 ha ¢ — ATy € C;,

min 27 (c — ATy) = (2.53)
€€z —oo kiilénben.

Mindezek alapjan:

b'y hayeC;ésc— ATy e (s,
Uly) = 1 : (2.54)

—oo kiilénben,
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igy a kup-linearis optimalizalasi feladat dudlja a kovetkezs kup-linearis feladat:

max by
c— ATy eC; (DconeL)
y € Cy.

2.34. Feladat. Vezessiik le a szemidefinit optimalizalasi feladat (DSO) dualjat az altalanos kap-

linearis feladat (Dconel)) dualjanak felhasznalasaval.
Ebben az elméletben is kozponti jelent&ségii a gyenge dualitasi tétel.

2.97. Tétel (Gyenge dualitas). Hax € R" a (ConelL) primdl feladat megengedett meg-
olddsa és y € R™ a (Dconel) dudl feladat megengedett megolddsa, akkor

e > bly,
€s az eqyenldség akkor és csak akkor teljesiil, ha
v (c— ATy) =0 és y'(Az — b) = 0.
Bizonyitas: A dualis kup definiciojat felhasznalva kapjuk, hogy
e —bly=a2"(c— ATy) +y" (Az —b) > 0.

Az x, c— ATy, y és Ax —b vektorok nemnegativitasanak koszonheten az egyenlGség akkor
és csak akkor teljesiil, ha 27 (c — ATy) = 0 ¢és yT (Ax — b) = 0. m

2.6. Algoritmusok feltételes optimalizilashoz

Ebben a fejezetben a feltételes optimalizalési feladatok algoritmusait két csoportra oszt-
juk. Az els6 csoportba tartozok kozvetleniil probéljak megoldani a feladatot tgy, hogy
minden feltételt figyelembe vesznek. A mésik csoportba tartozok barrier-fliggvények se-
gitségével atalakitjak a feladatot feltétel nélkiili optimalizalasi feladatta. Egyéb modsze-
rekkel itt nem foglalkozunk, és a fentiek koziil is csak néhany tipikus esetre korlatozodik

figyelmiink. Tovabbi eljarasok talalhatok a [2] konyvben.

2.6.1. Redukalt gradiens-moédszer

A redukalt gradiens-modszer és altalanositasai megprobéljak a linearis optimalizalés
modszereit nemlinearis esetre kiterjeszteni. Ezek a modszerek kozel allnak a projektalt
gradiens-modszerekhez, csak a modszer megjelenése mas. Osszefoglaloan szimplexr mdd-
szernek nevezzik a linearis feltételekkel rendelkez6 nemlinearis feladatok modszerének

szamos valtozatét.
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2.6. Algoritmusok feltételes optimalizalashoz

Linearis feltételek

Tekintsiik a kovetkezd lineéris feltételekkel adott konvex feladatot:

min f(x)
Ax =10 (LC)
x>0,

ahol f folytonosan differencialhato fiiggvény, A pedig egy m x n-es teljes sorrangit métrix
és be R™

A redukalt gradiens-modszer egy B bézissal és egy olyan z* = (2%, %) megengedett
megoldéssal kezdsdik, amelyre x% > 0. A linearis optimalizaldstol eltéren itt x nem
feltétlentil bazismegoldas, azaz xn-nek nem kell nulla vektornak lennie. Ilyen kezd6 meg-
oldast pl. a linearis optimalizalasnal hasznalt elséfazis-feladat megoldasaval kapunk. A B
bazist hasznalva a

Brg+Nxy=0
kifejezésbadl
xp=B"'b— B 'Nuay

adodik. Igy az xp bazisvaltozokat kiiktathatjuk a (LC) feladatbol:

min fy(zy)
B — B 'Nzy >0,
TN 2 O)

ahol fy(zy) = f(z) = f(B~'0 — B"'Nzay,zy). A kovetkezd jelolést hasznaljuk:
V@) = ((Vaf@)", (Vaf)").

Ekkor fy gradiense, amit redukdlt gradiensnek hivunk, igy fejezhetd ki:
Vin(en)' = =(Vpf(2)"B™'N + (Vn f(2))".

Tegyiik fel, hogy az algoritmus az z*¥ € R™ pontban van és hogy a bazis nem degeneralt,
tehat az aktualis z¥ iteracioban csak az xn > 0 nemnegativitasi feltételek aktivak. Defini-
aljuk az sT = (sk, sL,) keresési irdnyt az sp = —B ! Nsy és sy > 0 képletekkel; ekkor az
sT vektor az A méatrix nullterében van. Az z**1 = 2% 4 \s pont akkor lesz megengedett,

ha x’fg + Asg > 0, azaz ha

_ ok
A< A= min { L } )
i€B, 5;<0 —S;
Definialnunk kell még az sy > 0-t agy, hogy az az f fiiggvény csokkenési iranya legyen. Ezt

megtehetjiik, ha az fy fliiggvény legmeredekebb csokkenési iranyat réavetitjiikk az aktualis

x% pontban aktiv koordinata-hipersikra. Formalisan j € N esetén legyen

k
0 ha =¥ =0és —8]%;:(6?) >0,

_ Ofn(aR)
Ox;

Sj =
kilonben.
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2. A konvex optimalizalas alapjai

Az iteracio kovetkezs pontjat egy egyenes mentén kereséssel kaphatjuk meg:

2F = argmin f(2" + \s).
0<A<X
Ha x'fBH minden koordinataja szigorian pozitiv marad, akkor megtartjuk ezt a bazist,

kiilonben a nulla-valtozo helyett egy pozitiv, de nem bézisvaltozot vesziink be a bazisba.

Megjegyzések

k

e Az algoritmus soran z* nem feltétleniil bazismegoldas, igy z%-ban vannak pozitiv

komponensek. Ezekre a valtozokra a szuper-bazisvdltozok fogalmat hasznaljuk.

e Vegyiik észre, hogy a modszer leirasanal feltettiik, hogy a linearis feltételek nem de-
generaltak. Ellenkezé esetben ciklikussag 1éphet fel, amit a lineéris optimalizélasban

hasznalt moédszerekhez hasonléan kertilhetiink el.

e A konvex szimplex modszer a redukélt gradiens-modszer specialis valtozata, amely-

ben az sy keresési iranyt masképp definialjuk. Csak sy egy koordinatajat engedjiik

k

nemnullava valni az s; = _ gg(fN ) > 0 definicio alapjan, a tobbi koordinatat nulla-
J

nak definialjuk, valamint sy = —B 'Nsy = —B~'a;s;, ahol a; az A matrix j-edik

oszlopa.

e A linearis optimalizalds szimplex modszere a konvex szimplex modszer specialis
valtozata, amelyben feltessziik, hogy a célfiiggvény linearis és a kezd6 megoldas

bézismegoldas. A keresési irdny ekkor ugy is megadhato, hogy s; = 1 legyen.

2.98. Példa. [Redukalt gradiens-modszer 1] Tekintsiik a kovetkezs feladatot:

min x%—|—2x%
1 t+x2 = 3

x1,r2 2> 0.

A redukalt gradiens-moédszerrel oldjuk meg a feladatot az 2 = (1,2)7 pontbol indulva. A cél-
fiiggvény értéke ekkor 9. Az 20 pontban tekintsiik xi-et bazisvaltozénak, emiatt B = 1és N = 1.

Eliminéljuk a béazisvaltozot:
fn(zn) = f(Bilb — BilNLL’N,xN) =f(1-3—=1-1-29,29) = f(3 — x2,x2).
Igy a feladat a kovetkezo:

min (3 — z9)? + 223

v
o

3—xo

v
o

T2
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2.6. Algoritmusok feltételes optimalizalashoz

1. iteracio: A keresési irany:

ofn(x9)
S(J)\f = 5(2) = —722 =—(—-2(3— 3:8) +4CL’8) = —6,
s =50 = —BINs{=-1-1--6=6.

Egyenes mentén torténd keresést kell végrehajtanunk, hogy a valtozok j értékét megkap-

juk. A lépéshossztol, A-tol fiiggden x koordinatai:

i =20+ 250 = 146\,

T =a)+ sy = 2-6\
Az 1j valtozok nemnegativak, ha A < \ = %. Az alabbi egydimenzits feladatot kell megol-

danunk :
min_ (1 +6X)% +2(2 — 6))?,
0<A<2
A minimumra teljesiil, hogy:
12(1 +6X) —24(2 — 6)) =0,

tehat A = %. gy 21 =2 és 2} = 1, a célfiiggvényérték 6.

2. iteracio: Mivel x; pozitiv maradt, igy ismét hasznalhato bazisvaltozoként. A keresési irany

most:
o 1
h=sh = -2 g ahy s an) =0,
sp=s51 = —B7!Nsh=0.

Ez azt jelenti, hogy optimalis megoldasban vagyunk, tehat z°P' = (z%,23) = (2,1), az

optimalis célfiiggvényérték 6.

2.99. Példa. [Redukalt gradiens-modszer 2] Tekintsiik a kovetkezd feladatot:

min 22
r > 2
z > 0.

Oldjuk meg a feladatot a redukalt gradiens-moédszerrel az 2% = 5 pontbél indulva. A kezdeti

célfiiggvényérték 25. ElGszor atalakitjuk a feltételt egyenlGséggé:

min 22
rT—y = 2
z,y = 0.

Az 10 valtozé kezdGértéke 3. Valasszuk x-et bazisvaltozonak, igy B = 1 és N = —1. Eliminaljuk

a bazisvaltozot:

fn(ry) = f(B'b— B 'Nan,zn) = f(2 +y,9).
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2. A konvex optimalizalas alapjai

A feladat igy alakul:

min (2 + y)?
2+y > 0
y =2 0
1. iteracio: A keresési irany:
fo=sy = 2B ey =
s =50 = —B7INsY = (~1)-(~1)-(=10) = —10.

A valtozok 1j értékei A-t6l fliggGen:
st =204+ 2s) = 510\,
y' =10+ As) = 310\

Az értékek nemnegativak, ha A < X = 1%. A kovetkezd egydimenzios feladatot kell megol-

danunk:
min (5 — 10))?,

amelynek a minimuma A = % >\ =3 ezért A = %—et kell hasznalnunk, ahonnan z! = 2

10°
és y' =0, a célfiiggvényérték 4.

2. iteracioé: Mivel x nemnegativ, ezért bazisvaltozé marad. ElGszor szamitsuk ki y keresési ira-

nyat. Mivel ¢ = 0, a keresési iranynak nemnegativnak kell lennie, kiilonben 0 lesz:

sh =50 =-22+19%) = —4.

Y
Ezek szerint:
sy = 52 =0,
5% = si =0.

Igy az optimalis megoldas Pt = 2.
2.100. Példa. [Redukalt gradiens-modszer 3] Tekintsiik a kovetkezo feladatot:

min x%+x%+x§+ajﬁ—2x1 — 324
201 +xo+x3+44 = 7
Ty +x9+2x3+2x4 = 6
z1,x2, 23,24 > 0.
Kozelitsiik a feladat minimumhelyét a redukalt gradiens-modszer két iteraciojaval. A kezdGpont

legyen 20 = (29, 29,29, 29)T = (2,2,1,0)7, a célfiiggvényérték ekkor 5. Az 20 pontban tekintsiik

x1-et és xo-t bazisvaltozonak. Igy

2 1 1 4
B = és N = .
1 1 2 1
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2.6. Algoritmusok feltételes optimalizalashoz

A Dbézisvaltozok eliminalaséaval:
fN(acN) = f(B_lb — B_leN,acN) =
1 -1 7 1 -1 1 4 T3
— — L3, %4 | =
-1 2 6 -1 2 2 1 T4
= f(1 4 x3 — 324,5 — 3x3 + 224, 3, 24). (2.55)
Az 4j célfiiggvény:
min (1 + z3 — 324)% + (5 — 3x3 4+ 224)* + 23 + 27 — 2(1 + 23 — 324) — 324

A feltételek:

l4+23—3xz4 > 0
5—3x3+2x4 > 0
x3, x4 > 0

1. iteracio: A keresési irany:

0 _ Ofn(=))
S(])V — 3 — awgo —
82 7-8fgx(f4)
(201428 -329) —6(5 328+ 229 + 228 -2) | _ (8 (2.56)
—(—6(1+ mg — 33?2) +4(5 — 3:10% + 2302) + 2;172 +3) 1

Mivel 29 = 0, az s keresési irdnynak nemnegativnak kell lennie, és ez teljesiil is.

(3 (0

Az 1j valtozokhoz fel kell irnunk az egyenes mentén torténd keresés algoritmusat. Az 4j

valtozok A fliggvényében:

ol =294+ 2s) = 245X

rh=a) FAs) = 2—22)
zy =25+ Asi = 1+8\
zh =23+ Xs) = A

A valtozok mind nemnegativak, ha A < X = 2—22 ~ 0,09. Az alabbi feladatot kell megolda-
nunk:
min (2 + 50)% 4 (2 — 220)2 + (1 4+ 80)? + A2 — 2(2 + 5)) — 3\

A szélséérték feltétele, hogy:

10(2 +5X) — 44(2 — 22)) + 16(1 +8\) +2A — 13 = 0

65 _ 2
= {145 ~ 0,06 </\<)\ ﬁ>

A minimumbhely A = % kisebb, mint A\ = %, ezért a valtozok nemnegativitasa garantalt.

lgy x! = (21,23, 21, 2))T = (2,28,0,75,1,45,0,06)T, a célfiiggvényértek 3,13.
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2. A konvex optimalizalas alapjai

2. iteracié: Mivel az z1 és 2 bazisvaltozok pozitivak maradtak, ezért maradhatnak bazisval-

tozok. A keresési irany:

ol _9fn(z3)
S}V = 3 = N 1 =
st )\ -2
( —(2(1 4z} — 32}) — 6(5 — 321 + 22}) + 22} — 2) ) _ < —0,88 ) (2.57)

—(—6(1 + 2} — 3z)) +4(5 — 3L + 22}) + 22} + 3) 7,60
illetve
0 1 -1 1 4 —0,88 —21,92
5% = 1) = —B7INs = - ’ = ’ .
89 -1 2 2 1 7,60 17,84
(2.58)
Az 1j valtozok A fliggvényében:
o =x] +Asi = 2,28 — 21,92\
T3 =24+ Ass = 0,75+ 17,84\
i =xi+ sy = 1,45 0,88\

ri=xl+ sy = 0,06+ 7,6\

A valtozok A < A = % ~ 0,1 esetén maradnak nemnegativak. Tekintsiik a kovetkezd

feladatot:
min (2,28 — 21,92X)% + (0,75 + 17,84))% + (1,45 — 0,88))>
+(0,06 4 7,60)% — 2(2,28 — 21,92)) — 3(0,06 + 7,6)).

Ebbél kovetkezGen

—43,84(2,28 — 21,92)) + 35,68(0,75 + 17,84 )
—1,76(1,45 — 0,88)\) + 15,2(0,06 + 7,61) +21,04 = 0
A~ 003 (A<A=0,1).

Az eredmény: 22 = (22,23, 23, 22)T ~ (1,62, 1,28,1,42,0,29)7, a célfiiggvényérték 2,25.

2.6.2. Altalanositott redukalt gradiens-médszer (GRG)

A redukalt gradiens-moédszert altalanosithatjuk a nemlinearis feltételekkel rendelkezé fel-
adatokra. Hasonl6an a linearis feltételekkel rendelkezs esethez, vegyiik a kovetkezd, nem-

negativ valtozoju, egyenlGséggel korlatozott feladatot:
(NC) min f(x)
hij(x) =0, j=1,....m (2.59)
x>0,
ahol az f, hq,..., h,, fliggvények folytonosan differencialhatoak. Slack-valtozok segitségé-

vel elérhetd, hogy a rendszerben csak egyenléségek és nemnegativ valtozok szerepeljenek. !’

Az (NC) feladat dltalanos nemkonvex feladat, és akkor és csak akkor lesz konvex feladat, ha minden
hj affin.
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2.6. Algoritmusok feltételes optimalizalashoz

Az egyszertiiség kedvéért feltesziink néhéany nem-degeneréltsaggal Osszefliggs feltevést: fel-
tessziik, hogy a h; fiiggvények gradiensei minden > 0 pontban linearisan fiiggetlenek. Ez
a feltevés biztositja, hogy a bazis valasztasa utan a bazisvaltozok kifejezhetSk a nembazis-
valtozok linearis kombinaciojaként — ezaltal a feladat redukalhato. A linearis esetben ennek
az A matrix teljesrangusaga felelt meg.

Innentdl hasznaljuk az altaldnositott redukalt gradiens-modszert. A potlolagos nehéz-
ség abban rejlik, hogy lineéris atalakitasokkal a nemlineéris egyenlStlenségek nem tartha-
tok fenn, igy tobb erdfeszités sziikséges a megengedettség fenntartasahoz.

Legyen z* > 0 adott megengedett megoldés, ahol h;(x*) = 0 minden j esetén. Felte-
vésiink szerint a H(z) = (hy(z), ..., hy(z))? fiiggvények Jacobi-métrixa minden x > O-ra

teljes rangti. Az 2* pontban a Jacobi-matrix legyen:
A= JH(2").

Tegyiik fel, hogy adott egy B bazis, amelyre 2% > 0. A lineéris esethez hasonléan jarunk
el. A keresési irdnyt ugy definialjuk, hogy a linearis feltételek érvényben maradjanak. Ez

az irany az A maéatrix nullterében van. A linearizalt feltételekre teljesiil, hogy
H(z") + JH(z")(z — 2") =0+ A(x — 2F) = 0.

Ebbdsl
Bxg + Nay = Ax".

Vezessiik be a kovetkezs jelolést: b = Ax*. Ekkor
rp = Bilb — BileN.

Ebbdl kovetkezden a (2.59) linearizalt feladatabol az xp bazisvaltozot eliminalva kapjuk,
hogy:
min  fy(zy)

B™'b — B7'Nzy >0,

TN Z 07
ahol fy(zy) = f(x) = f(B~'0 — B"'Nzy,zy). Hasznaljuk a kovetkezd jelolést:

V)" = ((Vaf(@)", (Vnf()").
Ekkor fy gradiense, az un. redukdlt gradiens igy fejezhets ki:
Vnf(@)" = =(Vaf(2))" BTN + (Vn f(2))".

Innentdl az s keresési iranyt a lineéris esettel megegyezéen kapjuk. A

H(2*')y = H(2" + Xs) =0

feltétel nem fog teljesiilni a nemlinearis feltételek miatt, tehét a megengedettség megbrzése

érdekében tobb 1épésre van sziikség.
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2. A konvex optimalizalas alapjai

Nagyon fontos a helyes 1épéshossz megvélasztasa. Nagyobb lépéssel jobban javithatunk
a célfiiggvényen, de nagyobb esély van arra is, hogy nem fognak teljesiilni a feltételek.

A GRG-modszer régi valtozataiban a H(z) = 0 nemlinearis egyenletrendszer megol-
désara a Newton-modszert hasznaltak. Mostandban a redukalt gradiens-modszerbdl szar-
maz6 iranyt az ortogonélis altérbél (AT vektorterébdl) szarmazo irannyal szoktak kombi-
nalni. Az igy kapott irdnyban torténik a modositott (nemlineéris, diszkrét) egyenes mentén
valo keresés. Ezek a modszerek azonban igen bonyolultak, ezért itt nem foglalkozunk veliik

részletesen.

2.101. Példa. [Altalanositott redukalt gradiens-moédszer 1] Vegyiik a kivetkezs felada-
tot:

min x%+x%
21 + x5 = 11
r1,72 > 0.

A feladatot az altalanositott redukalt gradiens-médszerrel oldjuk meg. A kezdépont 20 =

(29,297 = (5,1)T, a célfiiggvényérték 26. Ebben az 20 pontban tekintsiik 21-et bazisvaltozonak.

Elgszor linearizaljuk a nemlinearis feltételt:

A:(B,N):JH(xO):<2 256(2)):(2 2); b:Axoz(Q 2)(?):12.

Ezutan eliminaljuk a bazisvaltozokat:

1 1

fy(zn) = f(B™'b— B 'Nazy,zn) = f <§ <12 — 3 2332,952> = f(6 — z2,x2). (2.60)

A feladat ekkor:

min (6 — )% + 23

6—x29 > 0
T Z 0.
1. iteracio: A keresési irany:
o 0
sy =8y = —%VT(:Q) = —(—2(6 — 25) + 223) = 8
1
s =50 = —B_INS?V:—§-2-8:—8.
Az 1j valtozok A fliggvényében:
ol =294+ 28y = 58\
zh=ax3 + sy = 1+8\

A valtozok A < A = % esetén maradnak nemnegativak. A

min (5 — 8\)% 4 (1 + 8))?
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2.6. Algoritmusok feltételes optimalizalashoz

feladat minimuma:

—16(5 —8X) + 16(1 +8)) =
A p—

N
N

>

A\

>~

I
oo | ot
~_

A kapott 6j pont: 2! = (21, 2)T = (3,3)7, a célfiiggvényérték 10.

Vegyiik észre, hogy
2x1 + (23)* = 15,

vagyis a kapott pont nem elégiti ki a nemlinearis feltételt. A feltételnek eleget tevs megoldas
megtalaldsdhoz tekintsiik z -t rogzitettnek, és nézziik meg, milyen xp mellett teljesiil a

feltétel. Igy o3 marad 3, de 1 1-re valtozik.

2. iteracio: Az 1. iteracid értékei mellett linearizaljuk a nemlinearis feltételt:

dae (2 )= (26). bead=(20)(,)-m

Ismét eliminaljuk a bazisvaltozokat:

1

fN(HJN) = f (B_lb — B_lNQ,’N,.ZL'N) = f (5 -20 — % . 61‘2,:(}2) = f(lO — 31’2,3?2).

A feladat a kévetkezSképp alakul:

min (10 — 3z2)? + 23

10—3x29 > 0
T2 Z 0
A keresési irany:
o 1
Q=58 = —ng(;”?) = —(—6(10 — 3z3) +223) =0
sy =s1 = —B !'Nsh=0.

Ez azt jelenti, hogy elértiik az optimumot: z°P' = (1,3)7, a célfiiggvényértek 10.

2.102. Példa. [Altalanositott redukalt gradiens-médszer 2] Tekintsiik a kovetkezs fela-
datot:

min  z} 4+ 23 + 1221 — 4y
l‘% —2z9 = 0

r1,12 = 0.

A feladatot az altalanositott redukalt gradiens-moédszerrel probaljuk megoldani. Az algoritmus

lépéseit a 2.19 abran is kovethetjiik.
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2. A konvex optimalizalas alapjai

X2 N :L‘%—Q:CQ:O

~
|
ot
oolw

X1

2.19. abra. Az altalanositott redukalt gradiens modszer alkalmazésa a 2.102 példaban

szerepld feladatra.
0 ..0

A kezdépont ¥ = (29,29)T = (4,8)T, a célfiiggvényérték 96. Az 2% pontban legyen o

bézisvaltozé. Elgszor linearizaljuk a nemlineéris feltételt:

A= (N,B)=JH(z") = (22 —2)=(-8 —2), b= Az" = (-8 —2) ( : ) = 16,
majd a szokasos mdédon eliminaljuk a bazisvaltozot:
fn(zn)=f (Bflb— BileN,a:N) =f (xl, —% -16 + %m) )
A feladat igy alakul:
min 25 + (4o1 — 8)? + 1221 — 4(4z1 — 8)
dr1—8 > 0
1 > 0
1. iteracio: A Kkeresési irany:
=5 = —ngg% = — (229 + 8(4x1 — 8) + 12 — 16)) = —68
s =5 = —B7INs{ = L 5. 68— —2m2.

T2
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2.6. Algoritmusok feltételes optimalizalashoz

Az 1j valtozok X fiiggvényében:

;=29 + sy = 468\

xh =2+ Ny = 8272\

amelyek A\ < \ = 3%1 esetén maradnak nemnegativak.

Az egyenes mentén kereséshez a kovetkezs feladatot kell megoldanunk:
min (4 — 68)\)? + (8 — 272)% + 12(4 — 68)) — 4(8 — 272))
Ezek alapjan:

—136(4 — 68)) — 544(8 — 272)\) — 816+ 1088 = 0
1 _
A= — (A=),
a1 )

Az eredmény: 2! = (z},23)T = (2,0)7, ami ismét nem elégiti ki a nemlineris feltételt.

Legyen tehat xy rogzitett, ekkor a feltétel teljesiil, ha xp = 2. Az 1j célfliggvényérték 24.

2. iteraci6é: Mivel z3 pozitiv maradt, legyen ismét z} a bazisvaltozo. ElGszor linearizaljuk a

nemlinearis feltételt az 1. iteraciéban kapott pontban:
1 1 1 2
A=JH(@z )=Q2x; —2)=04 —-2), b=Az =4 —2) ) =4.
A bazisvaltozokat kiiktatva:

1 1
fn(zn)=f(B7'o— B 'Nay,zn) = f (951,—5 4+ 3 4. Il) = f(x1,211 — 2).
A feladat az alabbi lesz:

min 7 + (221 — 2)? + 1221 — 4(2z; — 2)

2351 -2 Z 0
I Z 0
A keresési irany:
o 1
sh=s1 = % = — (201 + 4221 —2) +12 - 8) = —16
I
sp=sy = —B !Nskh=-32
Az 1j valtozok X fiiggvényében:
P =xl+ s = 216\
2=z 4+ Asd = 2-32),

amelyek A\ < \ = %6 esetén lesznek nemnegativak.

Az egyenes mentén keresés:

min 2(2 — 16X)2 + (2 — 320)% + 12(2 — 16)) — 4(2 — 32)).
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2. A konvex optimalizalas alapjai

Ebbésl adodoan:
—32(2 —16)) —64(2—32)\) — 192+ 128 = 0
1 - 1
A = 0 ()\ >\ = E) .

Mivel A = %0 nagyobb \ = %6—112’11, a valtozok nemnegativitdsanak megdérzése érdekében a
A= % értéket hasznaljuk, igy 22 = (23, 23)T = (1,0)7. Annak érdekében, hogy a feltételt
teljesits valtozokat kapjunk, legyen xy rogzitett. Igy 22 = (1, %)T, a célfiiggvényérték 11%.

3. iteracié: Itt is hasznaljuk x3-t bazisvéiltozonak, mivel 23 pozitiv maradt. A feltétel lineari-

):1.

zélaséval:

A=JH(z?) = (222 —2)=(2 —2), b= Az? = (2 2)(

Nj= =

A béazisvaltozokat eliminalva:

In(an) = f (sm,xl - %) :

A feladat a kovetkezSképp alakul:

1\? 1
. 2
min z] + <a:1 — 5) + 1221 — 4 (xl — 5)

1
5(31*5 2 0
I Z 0

A keresési irany:

s?\,:s% = —afggagf%):—Ql
SQB = s% = —Bile?V = —9%.
Az 4j valtozok M fliggvényében:
r =23+ \s7 = 1—9%/\
x5 =i+ As3 = %—9%)\,

amelyek A\ < \ = % esetén maradnak nemnegativak.

Oldjuk meg az alabbi feladatot:

_ 1\? /1 1.\* 1 1 1
Ezek alapjéan:

1 1 1
—19 <1—9§)\> —-19 (— —95)\> —114438 = 0

2
1
A 0,289 <)\ >\ = —) :

Q

19
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. Algoritmusok feltételes optimalizalashoz

Mivel a A ~ 0,289 valasztas negativ értéket adna a valtozokra, igy a A =

1
. 2
) , a célfiiggvényérték 5%.

hasznaljuk \ helyett. Ebbsl x3
2= (14

1

75 értéket

és 73 = 0 adodik. Az xp valtozd korrigdldsa utan:

A kivant pontossag eléréséhez még tovabbi lépésekre lehet sziikség.

2.103. Példa. [Altalanositott redukalt gradiens-moédszer 3] Tekintsiik az alabbi felada-

tot:

min 227 + 323
Bx% + 2x%

x1, X2

Ismét az altalanositott redukalt gradiens-modszert hasznaljuk. A kezdspont x0 = (

20

> 0.

0 ,.0
T, To

)T_

(2,2)7, a célfiiggvényérték 20. Az 20 pontban legyen x; bazisvaltozé. Elészor linearizaljuk a

nemlinearis feltételt:
A= (B,N)=JH(z") = (629 429) = (1

Eliminaljuk a bazisvaltozot:

28), b=Az"=(12 8)(2).

_ _ 40 8
fN(l'N) = f (B 1b — B 1N{L'N,.%'N) = f Q= — T=<T2,T2 | .
12 12
A feladat igy alakul:
40 8
min 2 <E — Ex2> + 323
40 8
— gy >
2 1=
i) 2 0.
1. iteracio: A keresési irany:
ofn(29) 32 (40 8 20
0 2 0 0
= = —_—— = — _— _— — 6 [ —
SN 0z o\ 1) T 3
1 20 40
0 -1 0
SB Sq SN 12 8 3 9
Az 1j valtozok A fliggvényében:
40
rp =2+ s} = 2+§)\
20
s =23+ A\s) = 2—3/\.

A véltozok A < \ = 1% mellett maradnak nemnegativak.

Minimalizalunk a keresési irany mentén:

40 \? 20 \?
min 2<2+§0)\> +3<2—§0)\> )
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2. A konvex optimalizalas alapjai

Ekkor

0y ) (1)

9 - 3
1 1)T:(18 8

Az eredmény: ! = (1:1, x5 2, 7)T. Erre a pontra nem teljesiil a nemlinearis feltétel,

igy legyen xpy rogzitett, és keressiik meg a feltételt kielégit6 xp értéket. Ezek alapjan
rp = 2,41, a célfiiggvényérték 15,52.

2. iteracié: Mivel x1 pozitiv maradt, ismét legyen z; a bazisvaltozé. Elgszor linearizaljuk a

nemlinearis feltételt az 1. iteracioé utdn kapott pontban:

2,41
A= JH(z) = (6x] 4ad) = (14,45 4,57), b= Az’ = (14,45 4,57) ( ’ A ) = 40.

)

A bazisvaltozok kiiktatasaval:
fn(zn) = f(Bilb — BileN, xn) = (2,77 — 0,322, z2).
A feladat igy alakul:

min 2(2,77 — 0,32z2)* + 33

2,77 —0,32z5 > 0
X9 Z 0
A keresési irany:
o 1
sh=st = —%:2) = —(—4-0,32(2,77 — 0,322) + 623) = —3,78
shb=s1 = —B !Nsh =12
Az 4j valtozok A fliggvényében:
o =al+ st = 2,41 +1,20)
22 =al4 Ask = 1,14 — 3,78\,

amelyek A\ < \ = % ~ 0,30 esetén maradnak nemnegativak.

Az egyenes mentén keresés
min 2(2,41 + 1,200)% + 3(1,14 — 3,78))?

feladatat megoldva:

4,80(2,41 + 1,20)\) — 22,68(1,14 — 3,78)) 0
A = 0,156 (A< A=0,3).

Igy 22 = (22,22)T = (2,6,0,55)7. A bazisvaltoz6 korrigalasa utan z? = (2,52,0,55)7, a
célfiiggvényérték 13,81.
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2.6. Algoritmusok feltételes optimalizalashoz

3. iteracio: Ismét x1 a bézisvaltozd. A feltétel linearizalasa:

2,54
A= JH(z%) = (622 423) = (15,24 2,2), b= Ax? = (15,24 2,2) ( - ) =39,9.

)

A bazisvaltozok eliminalasa:
fn(zn) = f(2,62 — 0,14x9, x2).
A linearizalt feladat:

min 2(2,62 — 0,14z5)? + 323

2,62—-0,14z9 > 0
X9 Z 0
A keresési irany:
o 2
sy =s3 = —%:2) = — (0,56 (2,62 — 0,1423) + 623) = —1,88
s =51 = —B7!Ns% =0,27.

Az 1j valtozok A-tol fiiggden:

zd =ai 4+ st = 2,52+0,27\

T3 =122+ Xs5 = 0,55 — 1,88\,

amelyek A\ < \ = % ~ 0,293 esetén maradnak nemnegativak.
Az egyenes mentén kereséshez oldjuk meg a

min 2(2,54 + 0,27)\)? + 3(0,55 — 1,88))2
feladatot, ahonnan kapjuk, hogy:

1,08(2,52 + 0,27)\) — 5,64(0,55 — 1,88)) 0
A = 0,16l

Mindezek alapjan z$ = 2,58 és x5 = 0,25. Az zp valtozo korrigalasaval 23 = (2,57, 0,25)7,

a célfiiggvényérték 13,39.

A kovetkezo két feladat megoldasédhoz sziikség lehet valamilyen matematikai program-
csomag (MAPLE vagy MATLAB) hasznalatara.

2.35. Feladat. Hajtsuk végre a redukalt gradiens modszer els§ két 1épését az alabbi feladatra:

min z} + x5 + (z3 — 14)°
1+ 220 +3x3 +4x4, = 10

x > 0.

A kezdépont legyen 20 = (1,1,1,1), a kezdd béazisvaltozo 1.
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2. A konvex optimalizalas alapjai

2.36. Feladat. Szamoljuk ki az altalanositott redukalt gradiens-moédszer elsé 1épését a kovetkezd

feladatra:

min z7 + 23 + (z3 — 14)?

x] + 73 + 23 + 23

IN
B

Y
o

X

A kezdépont legyen 20 = (1,1,1,1).

2.6.3. Barrier-fiiggvények

Vegyiik észre, hogy egy konvex optimalizéalasi feladatban nem lehetnek nemlineéris egyen-
16ségek, a linearis egyenlGségek pedig a redukalt gradiens modszerhez hasonléan mindig
kikiiszobolhetk, vagyis feltehetjiik, hogy minden feltétel egyenlStlenség. Ha a feltétel nél-
kiili optimalizalas viszonylag egyszerd modszereit szeretnénk hasznalni, akkor az egyen-
16tlenséggel bird feltételeket valami olyannal kell helyettesiteniink, ami automatikusan
biztositja, hogy az atalakitott célfiiggvény minimumbhelye az eredeti feladat megengedett
megoldasa maradjon. A kiilonféle barrier-fiiggvényeket éppen erre a célra hasznaljuk.
Elgszor vizsgaljuk meg, hogyan lehet egy egyszerd ¢ > 0 feltételt egy jo barrier fiigg-

vénnyel helyettesiteni. A B(t) barrier-fliggvénytdl a kovetkezd tulajdonsagokat varjuk el:

1. A B(t) barrier-fiiggvény sima, (akarhanyszor) differencidlhato, szigorian konvex

fiiggvény.

2. A B(t) fuggvényt az f(t) konvex fiiggvénnyel kombinélva az f(t) + B(t) fuggvény
minimuma nem a ¢t = 0 pontban van. Ezt ugy is formalizalhatnank, hogy B(t)

derivaltja a végtelenbe tart, ha t — 0.

3. A B(t) fuggvény a végtelenbe tart, ha ¢t — 0.

A fenti tulajdonsagokat kielégits fliggvényeket hivjuk barrier-fiigguényeknek, mig azokat,
amelyek csak az els6 két tulajdonsagot elégitik ki, kvdzibarrier-fiiggvényeknek nevezzik.
Az alabbiakban példakat adunk mindkét tipusra:

2.104. Példa. [Kvazibarrier-fiiggvények]|

o A
B(t) =tInt

fliggvény, az in. entropiafiiggvény eleget tesz az elsd két kovetelménynek, de a harmadiknak

nem, mivel lim¢Int¢ = 0.

t—
e Legven 0 <r<1. A
B(t) = —t"
fliggvényre gyakran csak kvazibarrier-fliggvényként hivatkoznak. Ez a fliggvény is csak az

els6 két kovetelménynek tesz eleget, mivel %im —t" =0.
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2.6. Algoritmusok feltételes optimalizalashoz

2.105. Példa. [Barrier-fiiggvények]|

o A

B(t) = —Int

fliggvény mindharom kovetelménynek megfelel, igy igazi barrier-fliggvény. Ezt a fliiggvényt

logaritmikus barrier-fiiggvénynek nevezik.

e Legyenr >1. A

B(t)=t""

fliggvény is barrier-fiiggvény. Elnevezése: inverz barrier-fiigguény.

Most definidljuk a

feladat barrier-feladatat. Az egyszertiség kedvéért tegyiik fel, hogy C = R™. Ekkor a
feladathoz rendelt barrier-fiiggvény:

fulw) = ===+ B(~g;(x)). (2.63)

j=1

ahol p1 > 0. Az eredeti feladat megoldasa az f,(z) fliggvények egyméast kévetd minimali-

zalasaval torténik, mikézben p — 0. A kovetkezs eredmények konnyen igazolhatok:

e Ha feltessziik, hogy a megengedett megoldasok halmaza korlatos, akkor a szigoru
konvexitas tulajdonsagabol konnyen adodik, hogy a barrier feladatnak minden po-
zitiv p esetén egyértelmd megoldéasa van. Jelolje ezt az egyértelmd megoldast x(u).

S6t valojaban elég feltenni, hogy a célfiiggvény szinthalmazai korlatosak.
e A minimalizalé megoldasok halmazat 1 > 0 esetén az optimalizalési feladat centrdlis
utjanak hivjuk. A centrélis ut a megengedett megoldasok halmazanak belsejében

halad és egy ,centralis optimalis megoldasban” végzddik.

e A belsépontos modszerek a feladat centralis utjat kovetik.

Az alabbiakban egy &altalanos belsGpontos modszer miikodését adjuk meg:
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2. A konvex optimalizalas alapjai

Altalanos belsépontos modszer

Input: 4 = po a barrier paraméter értéke, 0 < ¢ < 1 redukald
paraméter, ¢ > 0 pontossigi paraméter, 2 adott szigortian

megengedett megoldas (belsépont)
0. lépés: = := 2°, pu = pyg
1. 1épés: Ha u < e akkor alljunk meg, z(11) egy kozelité megoldas.
2. lépés: x(p) (kozelitd) kiszamitasa;

3. 1épés: p:= (1 —O)u és ismét az 1. lépés kovetkezik;

A kovetkezGkben néhany, konvex feladatok esetében lényeges szempontot emeliink ki.

A kovetkezd fejezetben fogjuk ezeket részletezni.
o Az 1j x(pu) kozelité megtalalasdhoz tipikusan a Newton-modszert hasznaljak.

e A Newton-modszer hatékony miikodéséhez egy simasagi feltétel, az tn. onkorldtozdsi

feltétel sziikséges.

e Az aktuéalis iteracid centralis uttol vald tavolsaganak mérésére egy un. kozelségi
mérték hasznélatos. A gyakorlatban ez a Newton-1épésnek a barrier-fliggvény Hesse-

matrixabol szarmaztatott normaéja.

e Ha a téavolsag ,nagy”, akkor a barrier-fliggvény a két iteracié kozott egy adott ér-

tékkel csokken. Ha  kicsi”, akkor a Newton-modszer kvadratikusan konvergal.

e A 0 paraméter értékétsl fiiggden beszéliink kis és nagy 1épéses modszerrdl. Kis 1é-
pésnél a p paraméter minden iteracioban csak kicsit csokken (pl. <1 — ﬁ)—nel SZOT-

z6dik), mig nagy 1épésnél jelentSsen csékken (pl. 15-del szorzodik).
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3. fejezet

A nemlinearis optimalizalas

bels6pontos mobdszerei

3.1. Bevezetés

Optimalizalasi kurzusunk utolso fejezetében a logaritmikus barrier' modszert alkalmazzuk
konvex optimalizalasi feladatok megoldésara. Ahogy korabban is, tekintsiik a kdvetkezs
(CO) feladatot:

min f(x) (CO)
x e F,

ahol F a megengedett tartomanyt jeloli:
F={zxeR":gij(x) <0, 1 <j<m}.

Tegytik fel, hogy a feltételeket megad6 g; : R* — R (1 < j < m) fliggvények és az
f:R* — R célfiiggvény konvexek, valamint hogy F belsejében haromszor folytonosan
differencialhatok.? Az altaldnossag megsértése nélkiil feltessziik tovabba, hogy f(z) line-
aris, azaz f(z) = —c’x valamely ¢ € R" célvektorral. Ellenkezs esetben bevezetiink egy
0j T,y valtozot, kibdvitjiik a rendszert az f(x) — x,41 < 0 feltétellel, és x,1-et mi-
nimalizaljuk, igy a célfiiggvény linearis lesz. Feltehetjiik tehat, hogy a feladat az aldbbi

formaju:

min —c’x (CPO)
x € R".

IElterjedt még a roviditett logbarrier alak is.
2Késobb fel kell majd tenniink, hogy az f és a g; (1 < j < m) fiiggvények simdk, vagyis akdrhanyszor
differencialhatok.
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3. A nemlinearis optimalizalas bels6pontos modszerei

Megadjuk a (CPO) feladat Lagrange-Wolfe dualjat:

max —c’x + Z y;9; () (CDO)

j=1
> Vi) =c
j=1

ijO, jzl,,m

Itt felhasznaltuk, hogy V (—cTz) = —c.
A primél megengedett tartomany (F) belseje a

Fli={r eR":g;(x) <0, j=1,...,m}
halmaz. Azt mondjuk, hogy a (CPO) feladat kielégiti a belsdpont-feltételt> (IPC), ha F°

nemiires. Mas szoval (CPO) akkor és csak akkor elégiti ki IPC-t, ha létezik szigortan
priméal megengedett megoldas, azaz van olyan z, amelyre g;(z) < 0, Vj = 1,...,m.
Hasonloan azt mondjuk, hogy a (CDO) feladat kielégiti IPC-t, ha létezik egy szigortan
duél megengedett megoldas, azaz egy dual megengedett (z,y) par, ahol y > 0. Meg fogjuk
mutatni, hogy ha mindkét feladat kielégiti a belsGpont-feltételt, akkor ezek a feladatok
polinomiélis id6ben megoldhatok, feltéve, hogy a fent emlitett simasagi feltétel teljesiil.
Kés6bb konkrét példédkat fogunk mutatni ilyen feladatosztalyokra.

Hangsulyozzuk azt a trivialis tényt, hogy ha a (CPO) feladat kielégiti IPC-t, akkor
a feladat Slater-regularis. A tovabbiakban feltessziik, hogy mind a primal, mind a duél
feladat kielégiti a belsGpont-feltételt.

3.2. Dualitas és a centralis ut

A (CPO) feladat megoldasara a 2.4.3 fejezetben targyalt Karush—Kuhn—Tucker-elméletet
fogjuk hasznéalni (lasd a 84. oldalon a 2.72 tételt és annak 2.73-2.77 kovetkezményeit,
valamint a 2.76 definiciot). Az elméletet a (CPO) feladatra alkalmazva a kovetkezd KKT-
tételt kapjuk:

3.1. Tétel. Az x vektor akkor és csak akkor optimdlis megolddsa a (CPO) feladatnak, ha
létezik egy y € RE wvektor, amelyre (x,y) nyeregpontja az aldbbi Lagrange-figgvénynek:

L(z,y) == —c'z + Zngj(x).
j=1

Ebben az esetben (z,y) a (CPO) feladat Karush—Kuhn—Tucker-pontja, vagyis:

(1) gi(x) < 0,Vj=1,...,m,

(i) Y yVgi(zr) = ¢ y>0, (3.1)
j=1

i) wgl) = 0,%i=1,...m.

3Interior Point Condition
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3.2. Dualitas és a centralis Ut

Megjegyezziik, hogy (i) a primal, (ii) pedig a duil megengedettséget biztositja. A KKT-
rendszer harmadik feltételét komplementaritdsi feltételnek nevezziik. Ez a feltétel bizto-
sitja, hogy a dualitésrés az optimumban nulla legyen. Emlékeztetiink ré, hogy a dualitésrés

a primal és a dual célfiiggvények kiilonbsége. Esetiinkben a dualitasrés:

- Zngj(l“)-

A KKT-rendszer helyett a kovetkezs, enyhébb rendszert oldjuk meg:

(1) gi(x) < 0,Vj=1,...,m,

(i) Y yVg(z) = ¢ y>0, (3.2)
j=1

(7’“) _ng](x> = K, vj = 17 cee, My

ahol 1 > 0. Vilagos, hogy ha ennek a relaxalt KKT-rendszernek van megoldasa (valamely
p > O-ra), akkor x szigorian primal megengedett, az (x,y) par szigortan duil megenge-
dett, a dualitasrés pedig mu-vel egyenls. Mas szoval ha az enyhitett KKT-rendszernek van
megoldasa, akkor a (CPO) és a (CDO) feladatok kielégitik a belsGpont-feltételt. Tovabbi
feltételek mellett a forditott irdny is teljesiil: ha IPC fennall, akkor az enyhitett KKT-
rendszernek minden p > O-ra van megoldéasa. Ezt fogjuk bemutatni a kovetkezd tételben,

de el6szor be kell vezetniink néhany definiciot.

3.2. Definicio. Legyen Z,s € R". Az R = {x : 2z =T+ Xs, A € R} C R" egyenest
rossznak hivjuk, ha minden g;, j = 1,...,m barrier-fiigguény konstans az R egyenes
mentén. Legyen T,s € R" ésal, a? € R. Az {z:x =2+ As, A € [a!,a?]} C R" szakaszt

rossznak hivjuk, ha minden g;, j =1,...,m barrier-fiiggvény konstans a szakaszon.

3.3. Tétel. Tegyiik fel, hogy a (CPO) feladatra nem létezik rossz eqyenes. Ekkor az aldbbi

hdrom dllitas ekvivalens:
(i) (CPO) és (CDO) kielégiti a belsépont-feltételt;
(11) A (3.2) relazdlt KKT-rendszer minden p > 0 esetén megoldhatd;

(11i) Minden w > 0 (w € R™) esetén létezik olyan x és y, amelyekre a

(1) gi(x) < 0,Vj=1,...,m,

(i) > yVgi(x) = ¢ y>0, (3.3)
j=1

(141) —y;9;(z) = w;, Vi=1,...,m.

Ennek a fontos és alapvets tételnek a bizonyitésa az A.2 fiiggelékben talalhatoé meg.
A tovabbiakban feltessziik, hogy a belsépont-feltétel teljesiil.

A relaxalt rendszerek megoldasanak egyértelmiiségérsl szol a kovetkezs tétel:
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3. A nemlinearis optimalizalas bels6pontos modszerei

3.4. Tétel. Tegyiik fel, hogy a (CPO) feladatra nem létezik rossz szakasz. Ekkor a (3.2)

és a (3.3) rendszerek megolddsa — ha létezik — egyértelmd.

Bizonyitas: Léasd az A.2 fiiggeléket. O

A (3.2) rendszer megoldasat jelolje x(p) és y(u). Az

{z(p) - p >0}

halmazt a (CPO) feladat centrdlis wtjanak, a

{(@(p), y(p)) - >0}

halmazt a (CDO) feladat centrdlis itjanak nevezzik.

3.2.1. Logaritmikus barrier-fiiggvények

Ebben a szakaszban a (CPO) és (CDO) feladatok centralis utjanak egy eltérs jellem-
zését adjuk meg primal (¢p(x,p)) és dual (¢4 (x,y, u))logaritmikus barrier-fiiggvények
felhasznalasaval. Ezeket a fiiggvényeket sorra a primal és dudl megengedett tartoményo-

kon definidljuk az alabbiak szerint:

Op( p) = — = = 3 log(—gy(x)),

és
—clw+ 30 y9()
7

O (2, y, 1) = +n(l—logp)+ ) logy;.

j=1

3.5. Lemma. Minden primdl megengedett T-re és dudl megengedett (z,y)-ra

OB(T, 1) > ¢% (2, y, ).

Tovdabba
Op(x(p), 1) = oh(a(p), y(n), 1),

vagyis x(p) minimalizdlja ¢p(x, p)-t, valamint (z(n),y(p)) mazimalizilja ¢%(x,y, p)-t.

Bizonyitas: Emlékezziink ra (lasd a 2.1.2 fejezet 2.43 lemmajat az 54. oldalon), hogy ha
h : D — R konvex, differencialhato fliggvény, akkor

h(z) — h(z) > Vh(z)"(z — 2), Vz,7 € D.

Mivel —cz és gj(z), j = 1,...,m konvexek F-en, ezért tetszéleges adott y > O-ra a

Lagrange-fiiggvény

L(z,y) = —c'x + Zngj (x)
j=1
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3.2. Dualitas és a centralis Ut

x konvex fliggvénye. Ezért ha = primal megengedett és (x,y) duil megengedett megoldas,
akkor

"z 4 e+ )y (95(7) — gi(2)) > (—c + Z%%(@) (z —x)=0.

j=1 j=1

Az utolsé egyenléség abbol kévetkezik, hogy (z,y) dual megengedett. Igy felirhatjuk, hogy

¢B(Eaﬂ> - ¢dB(x7y7/“L) =

1 ) 1 m m )
= L ) — ; > yigi(w) =Y log(—y;g;(x)) — n(1 —log ) >
p j=1

i
_1 m - m -
ER > ig;(®) = Y log(—y;9;(%)) — n(1 —log p) =
=1 =1
N <—ngj($) 1 log —ngj($)> _ iw (—ngj(@ B 1) 7

= K K = H

ahol a ¥ : (—1,00) — R, fliggvényt a kovetkezSképen definialjuk:
P(t) =t —log(l +1). (3.4)

A ¢ fliggvény szigorian konvex, nemnegativ és 1(0) = 0. Ebbdl kovetkezik a lemméban

szerepld egyenlGtlenség, az egyenlGség pedig csak akkor all fenn, ha
—CT.T + Zngj(f) = —CTZ' + Z ngj(l')
j=1 j=1

és
—y;9;(Z) =p, Vj=1,...,m.

Ez pedig mar azt is jelenti, hogy az egyenlség fennéll, ha = =z = x(u) és y = y(u).
O

Vagyis a primal centralis Gt a primal logaritmikus barrier-fiiggvény minimumhelyeibdl,
a dudl centralis it pedig a duél logaritmikus barrier-fliggvény maximumhelyeibél &ll.

3.1. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy a 3.4 pontban definidlt fliggvény szigortian konvex, nemne-

gativ és ¥(0) = 0. A fiiggvény grafikonja a 3.1 abran lathato.

3.2.2. Monotonitas a centralis utak mentén

3.6. Tétel. Ha p csokken, akkor a —cTz(u) primdl célfigguény monoton csikken, a

—cla(p) + 3770 yi (1) g (x(w)) dudl célfigguény pedig monoton nd.

*Bizonyitas: Legyen 0 < ji < u. Ekkor z(p) minimalizalja ¢(x, p)-t és x(ji) minimalizalja ¢ (z, i)-
t. Ezért
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35

25

3.1. abra. A 3.4 pontban definialt ¥ (t) = ¢t — log(1 + t) fliggvény grafikonja.

Ezeket az egyenl&tlenségeket a kovetkezGképpen irhatjuk &t:

m m

ZIOg g] ) < ZIOg g] )7
i) —Zlog<—gj<x<m>>

Osszeadva, majd atrendezve a két egyenlGtlenséget az

(1 - 1) (Ta(p) — Ta(@) <0

(1)))-

IN
I
.
M: 1
i
-
@)
0]
&

egyenlétlenséget kapjuk. Mivel 0 < ji < p, ezért cTx(u) < cTx(). Ezaltal —cTz(n) < —cTx(p), amivel

belattuk a tétel elss allitasat.

A masodik rész hasonléan kévetkezik abbol, hogy (z(u), y(r)) maximalizélja ¢% (z,y, p)-t. Figyeljiik
meg, hogy a dual célfiiggveny —c"z+3 ", y;9;(x) pontosan a (CPO) feladat L(x,y) Lagrange-fiiggvénye.
Mint az el6bb is, legyen 0 < i < p. Most (z(u), y(p)) maximalizélja ¢%(x,y, u)-t és (z(j), y(i)) maxi-
malizalja ¢%(z, vy, fi)-t, ezért

-

oS
=
S
s
=
Y

-

sl
£
E:/\
S
=

Ezekkel ekvivalens:

L “L’y +Zlogyj > U (ﬂzx(m)Jr;logyy )
W+Zlegyj(ﬁ) > W Zlogyﬂ

i=1 =
Itt elhagytuk az n(1—log p) kifejezést az els6 egyenlStlenség mindkét oldalardl és az n(1—log i) kifejezést

a masodik egyenlétlenség mindkét oldalarol. Osszeadva a két egyenlGtlenséget az

(% - i) (L (), 2() — L (y(). 2(u))) > 0

egyenl6tlenséget kapjuk, vagyis L(y(f), x(@)) > L(y(n), x(u)). Ezzel készen vagyunk a bizonyitassal. O

130



3.3. Logbarrier modszer a (CPO) feladatra

3.3. Logbarrier médszer a (CPO) feladatra

3.3.1. Bevezetés

Legyen x a (CPO) feladat egy szigortian megengedett primal megoldasa. Be fogjuk latni,
hogy adott p > 0-ra tetszéleges pontossaggal ki tudjuk szamitani a centrélis ut p-hoz
tartozo x(p) pontjat.

Emlékezziink ra, hogy z(u) a ¢p(x, ) primal barrier-fiiggvény (egyértelmi) mini-
mumbhelye. A ¢p(z, 1) fliggvényrsl be fogjuk latni, hogy szigortian konvex. Megjegyezziik,
hogy ¢p(x,u)-t az F° nyilt halmazon definialjuk és ennek a fiiggvénynek a minimali-
zélasa lényegében egy feltétel nélkiili optimalizélasi feladat: az x(u) minimumhelyen a
Vop(z, ) gradiens nulla (lasd 2.51 lemma). A ¢p(x,u) figgvényt a 2.3 fejezetben is-
mertetett Newton-modszerrel fogjuk minimalizélni: adott x pontbdl kiindulva a centralis
tton 16v6 z(p) pont felé 1épiink. Az ebbdl szarmazo Newton-1épést a koveztkezs fejezetben

fogjuk kiszamitani.

A modszer elemzéséhez meg kell hataroznunk x és x(u) tavolsagat. Ennek egy ter-
mészetes modjat maga a modszer szolgédltatja: a Newton-1épés csak akkor lesz nulla, ha
x = x(p). Ebbdl kovetkezik, hogy a Newton-lépés ,hosszat” hasznalhatjuk x és z(u) tavol-
sdganak mértékeként. Dont6 fontossagu a Newton-modszer elemzéséhez, hogy megfelelGen
definialjuk ezt a ,hosszisagot”. Latni fogjuk, hogy erre a Newton-1épés euklideszi normaja
— bar kézenfekvs lenne — nem megfelels. Be fogjuk mutatni, hogy a Newton-1épés ,hosszat”
sokkal helyesebb a barrier-fiiggvény Hesse-matrixabol szarmaztatott norméval mérni. Ezt
a norméat hasznalva belatjuk, hogy a Newton-folyamat kvadratikusan konvergens, ha z
Jkozel van” z(p)-hoz. Ha z jmessze van” x(u)-t6l, akkor réviditett! Newton-lépések segit-

ségével érhetjik el azt a tartomanyt, ahol a Newton-folyamat kvadratikusan konvergens.

Végeredményben hatékony modszert kapunk x(p) kiszamitasara, amelynek birtokdban
méar meg tudjuk oldani a (CPO) feladatot is.

3.3.2. Newton-lépés ¢p-re

Emlékezziink ra, hogy célunk egy szigortian primél megengedett x pontbdl kiindulva a ¢p
primal barrier-fliggvény x(p) minimumhelyének megtalalasa. Idézziik fel (1asd a 2.3.2 feje-
zetet), hogy a Newton-modszerben a minimalizalandé ¢p fiiggvényt az  kortli masodfoki
Taylor-polinomjaval becsiiljiik, majd e Taylor-polinom minimumbhelyét — ami konnyen Kki-
szamithatd — hasznaljuk z(u) 4j becsléseként.

Az z korili mésodrendii Taylor-polinom felirdsahoz sziikségiink van ¢ x pontbeli

4Szokasos még a tompitott Newton-lépés elnevezés is.
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3. A nemlinearis optimalizalas bels6pontos modszerei

értékére, gradiensére és Hesse-métrixara. Ezek az aldbbiak:

bplap) = === =D log(—gy(x))
Vop(r,u) = —ﬁf Y?Eg

2 _ - (Vyir) | Vgi(x)Vgs(x)T
Vot = jzl(—gj<x> e}

Az utolso kifejezésbdl latjuk, hogy V2¢p(x, u) pozitiv szemidefinit, mert a V2g;(z) és
Vg;(x)Vg;(z)" pozitiv szemidefinitek valamint g;(z) < 0. S6t, a

H(z,p) = V2¢B(3§,/L) (3.5)
g(aj,u) = V¢B($au)a (36)

jeloléssel azt is belathatjuk, hogy H(x,p) pozitiv definit, feltéve, hogy a logaritmikus
barrier-fliggvényre fennall egy bizonyos simasagi feltétel, amelyet majd a 3.3.4 fejezetben

fogunk targyalni. Addig is a kovetkezs feltevést tessziik:
3.7. Feltevés. A H(x,p) mdtriz minden v € F° esetén pozitiv definit.

Eszerint ¢p(x, 1) szigortian konvex (1. a 2.44 lemmat), ezért z(x) minimumbhelye valoban

egyértelmi. Most mar felirhatjuk ¢p(z, u) x korili méasodfoka Taylor-polinomjat:

1
to(Aw) = ¢p(w, ) + A’ g(x, 1) + S A" H(z, ) Az,

Mivel H (z, i) pozitiv definit, ezért to( Ax) szigorian konvex és minimumhelye egyértelmdi.

A minimumbhelyet a kévetkezs egyenletbdl kapjuk:
9(z,p) + H(z, p)Az = 0.
Ebbdl adodik a Newton-lépés x pontban (lasd a 2.3.2 fejezetet)

Az = —H(ZE, :u)_lg(xu /'L>’
és az 0j iteracio
r:=1x+ aAr,

ahol « a lépéshossz. Ha o = 1, akkor teljes, ha o < 1, akkor roviditett vagy tompitott

Newton-1épésrsl beszéliink.

3.3.3. Kozelségi mérték

Sziikségiink van egy eszkozre, amely megmutatja mennyire sikeres egy Newton-1épés. Idea-

lis esetben egy teljes Newton-1épés x(pu)-be visz minket, de ez csak akkor lehet, ha ¢p(x, 1)
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s s

wkozelségl” mérték, amely segitségével mérni tudjuk az x(p) minimumhelytsl valo tavol-

sagot. Egy kézenfekvé mérték az euklideszi norma

[z = ()l

ennek azonban az a nyilvanvalé hatranya, hogy nem tudjuk kiszamitani, mert x(u) nem

ismert. Jo alternativa lehetne maganak a Newton-lépésnek az euklideszi normaja:
[Az]-

Az utobbi norméat tekinthetjiik ||z — z(p)|| becslésének, mert — remélhetSleg — Ax jo
kozelitése © — x(u)-nek.
Az euklideszi norma helyett az ugynevezett Hesse-normdt hasznéaljuk, és az z és x(u)

kozotti tavolsagot” igy adjuk meg:

5(x, 1) = |Ax] g := v/AaTH(w, ) A,

3.2. Feladat. Lassuk be a kovetkezst:

oz, p) = \/g(w,u)TH(w,u)‘lg(x,u) = llg(z, Ml g1 -

A 0(z, u) kozelségi mérték valasztasat késsbb targyalt eredmények fogjak igazolni.
Ezen a ponton azonban érdemes megemliteni egy tovabbi érvet a hasznalatara. Tekintsiik

a kovetkezs ® fliggvényt:
O(2) == p(Az + a),

ahol ¢ : R™ — R tetsz6leges kétszer differencidlhatod fiiggvény, A egy m X m-es nem-
szingularis matrix, a egy R™-beli vektor és 2z végigfutja az Gsszes olyan vektort, amelyre

Az + a szigortian primal megengedett. A ¢(x)-re vonatkozé Newton-1épés az = pontban:
Ax = —V?¢(z) V().

Hasonloan a ®(z)-re vonatkozo Newton-1épés a z pontban:
Az = —V?®(2)'V(2).

A z = A7 (2 — a) valasztassal Az = A~' Az, amit egyszert szamitdsokkal igazolhatunk.
Ezt a tulajdonsagot gy nevezziik, hogy a Newton-1épés affin invaridns. Nyilvanvalo, hogy
Az normaja nem affin invarians, mert ||A~'Az|| dltalaban nem lesz egyenls || Az||-val, de
d(x, ) affin invarians!

3.3. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy a Newton-lépés és §(z, ) affin invaridnsak.
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3.3.4. Az onkorlatozasi tulajdonsag
Bevezetés
Tekintsiink elGszor egy egyszertd példat a Newton-modszerre.
3.8. Példa. Legyen k > 2 és vegyiik az f : R — R

fla)=a"

fliggvényt. Vilagos, hogy f minimumhelye egyértelmii, nevezetesen x = 0. Tegyiik fel, hogy a
Newton-modszert egy nemnulla x € R pontban kezdjiik el. Az f fiiggvény derivaltjai:

fl@) = kat!
f"(x) = k(k—1)z*2

Igy a Newton-lépés:

_ -1
Ap — — (" LY _ ‘
r=— (@) ) = e
Ebbdl kovetkezGen egy teljes Newton-1épést hasznélva igy kapjuk az 4j iteraciot:
-1 k—2
Ax = = .
r+Axr=x+ 1 x 1 T

Tehét ebben az egyszerii esetben azt kaptuk, hogy a Newton-mddszer pontos, ha f kvadratikus
(k = 2); k > 2 esetén a Newton-folyamat linedrisan tart 0-hoz: minden lépés egy konstans

(k—2)/(k — 1) tényezdvel csokkenti az optimalis megoldastol valo tavolsagot.

A fenti példa arra utal, hogy nem varhatunk kvadratikus konvergenciat a Newton-
modszertsl azt az esetet kivéve, amikor egy ,majdnem” kvadratikus fiiggvényre alkal-
mazzuk. Ez motivilja a kovetkezs szakaszban bemutatott simaségi feltételt: a feltétel

lényegében azt mondja ki, hogy a fliggvény ,majdnem” kvadratikus.

A oOnkorlatozasi tulajdonsag definialasa

A simaségi feltétel definidlasa el6tt be kell vezetniink néhany jeldlést. Legyen x € F° és
h € R™ rogzitett. Adott p-re tekintsiik a

p(a) = op(r +ah, )

fiiggvényt, ahol o végigfut az Osszes olyan valos értéken, amelyre z + ah € F°. Megje-
gyezzik, hogy ¢ szigorian konvex, mert ¢p(x, i) szigortan konvex. A ¢(x) = ¢pp(x, u)-t

jelolést hasznalva

sy N, 00(x)
¢'(0) = ;hi oz,

" ~ 0¢”
o0 = Zzhihﬂ'aia(g
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A fenti kifejezések jobb oldalai h-ban rendre elsé-, masod- és harmadfokon homogének.
Ezekre a kifejezésekre hasznéljuk sorra a Vo(z)[h], V2o (z)[h, h] és V3é(x)[h, h, h] jellé-
seket. Ekkor felirhatjuk, hogy:

) = Vo(x)[h] =n"Ve(x)
¢"(0) = V2o(2)[h,h] = K" V2o(x)h = |[h||F;
V3é(z)[h, h, h] = KT V3¢(z)[R]h.

~G\
—~
(=)

Az utolso kifejezés felhasznélja, hogy V3¢(x)[h] egy n x n-es négyzetes matrix. Tovabba,
ahogy korabban, H = V3¢(z).
Emlékezziink ra, hogy a ¢ fiiggvény 0 koriili harmadfoktu Taylor-polinomja igy adhato

meg:

1 1
©(0) + ¢'(0)a + 590"(0)042 + 690"’(0)043-

Eképpen vilagos lesz, hogy a kovetkezd definicio, amely ¢ un. onkorldtozds: tulajdonsdgdt
adja meg, a ¢ Taylor-polinomjanak harmadfoka tagjat korlatozza a masodfoka taggal.
Habar a f6 célunk ennek a definiciénak alkalmazédsa a ¢p fenti logaritmikus barrier-
fiiggvényére, a definicidé ennél altalanosabb: barmilyen nyilt halmazon értelmezett, ha-
romszor differencialhatd, konvex fiiggvényre alkalmazhatd. A definicié utan be is fogjuk

ezt mutatni tobb egyszert példan.

3.9. Definicié (Onkorlatozasi tulajdonsag). Legyen ¢ egy tetszdleges H nyilt halma-
zon definidlt, hdromszor differencidlhato, konvex fiigguény. Ekkor ¢-t k-Onkorldtozonak
mondjuk (k> 0), ha
3
|V2¢(x)[h, h, B]| < 2k (V2¢(x)[h, h])>
tetszdleges h € R™ és ©x € H esetén. Azt mondjuk, hogy ¢ onkorlatozod, (k megaddsa

nélkil), ha ¢ k-onkorldtozo valamely k > 0-ra.

Nyilvanvaloan ez akkor és csak akkor all fenn, ha a

(V%(x)[h, h? h])2 < 4/4,2
(V2g(x)[h.h])*

minden x € H és h € LR" esetén. Megjegyezziik, hogy ez a feltétel h-ban homogén: ha
h-ra teljesiil, akkor teljesiil Ah-ra is, ahol A € R.

(3.7)

3.4. Feladat. Lassuk be, hogy az n = 1 specialis esetben a x-6nkorlatozas a kdvetkezd feltételre

egyszertsodik:
3
2

6" ()] < 25 (¢ (x))

3.5. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy a k-onkorlétozési tulajdonsag affin invarians.
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A k-6nkorlatozasi feltétel a Taylor-polinom harmadfoku tagjat a mésodfoki taggal
korlatozza. Ha a feltétel teljesiil, akkor a masodfokd Taylor-polinom lokalisan jo kvadra-
tikus kozelitése ¢(x)-nek, emiatt a Newton-modszer jol miikodik az 6nkorlatozo fliggve-
nyekre. Ezt késGbb be is fogjuk bizonyitani.

Most lassunk néhany egyszerd példat énkorlatozo fliggvényekre.

3.10. Példa. [Linearis fiiggvény| Legyen ¢(z) =~ + a’z, ahol v € R és a € R™. Ekkor
Vo(z) = a, V?¢(z) = 0, V>¢(x) = 0,
amibdl kovetkezik, hogy ¢ 0-6nkorlatozo.
3.11. Példa. [Konvex kvadratikus fliggvény| Legyen
o) =y +alz+ %:UTAQ:,

ahol v € R, a € R™ és A = AT pozitiv szemidefinit. Ekkor

Vo(z) = a+ Az, Vip(z) = A, V3¢(z) = 0,
amibdl kovetkezik, hogy ¢ 0-6nkorlatozoé.
3.12. Példa. Tekintsiik a ¢(x) = 2* konvex fiiggvényt, ahol = € R. Ekkor

¢ (x) =423, ¢"(x) =122, ¢"(x) = 24x.
Ebbél azonnal kapjuk, hogy

(¢"(x)? _ (242 1
(@"()° (1222 3

Ha = — 0, akkor a jobboldali kifejezés nyilvanvaloan nem korlatos, vagyis ¢(x) nem 6nkorlatozo.

3.6. Feladat. Legyen k > 1 egész szam. Igazoljuk, hogy ¢(x) = 2¥, ahol # € R, csak akkor
onkorlatozo, ha k < 2.

3.13. Példa. Tekintsiik most a kovetkezs fliggvényt:

p(z) =2t —logz, x>0.

Ekkor
1 1 2
/ — 3 1 _ 2 Z _
¢'(x) =4z - ¢ (x) =12z —l—;, o (:1;)—243:—;.
Ebbél
(¢"(x)° (24 - %)2 (242 - 2)2 _ (242* + 2)2 4 A
(¢"(2))* (12024 %)® (1204 4+1)° 7 (1224 +1)> 1224417 7

Ez azt mutatja, hogy a ¢(z) fiiggvény 1-6nkorlatozo.
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3.14. Példa. [A

ahol 0 < z € R. Ekkor

és

—log x fliggvény]| Legyen

¢(x) = —logx
/ —1 " 1 " —2
¢($):_7 ¢($)_p7 ¢ ( )_.%'3’

Azaz ¢ 1-6nkorlatozo.

3.15. Példa. [A —

ahol 0 < x € R™. Ekkor az e = (1,...,

Vo(r) = —

Ebbél minden h € R™-re

és

Minden £ € R™-re

Azaz a & =

n
Z log z; fliggvény| Most tekintsiik ezt a fliggvényt:

i=1
n
= — Z log x;,
i=1
1) jeloléssel:

- “oh
;, V26(x) = diag (%) . V3¢(x)[h] = diag (F) ,Vh € R™

V3¢ (x)[h, h,h]| =

V26 (x)[h, h] = KT diag (%) h=3Y" %

o)’

1=

Valasztassal

[S][Y

|V3¢(x)[h, b, h]| <2 (V2¢(x)[h,h])?,

amivel belattuk, hogy a ¢ fiiggvény 1-6nkorlatozo.

3.16. Példa.

[A ¢ fliggvény] Legyen
$(x) = 2 — log(1 + ),

ahol —1 < z € R. Ekkor
-2

/ .z " _ 1 " _
Vo= V= 0=

és egyszerten kovetkezik, hogy 1 1-6nkorlatozoé.
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3. A nemlinearis optimalizalas bels6pontos modszerei

3.17. Példa. [A VU fiiggvény] ¢ el6z6 példaban adott definicidjat hasznalva tekintsiik most a

U(r) =3 ()
=1

fiiggvényt, ahol —e < z € R™. Ekkor

Ebb6l minden h € R™-re

és

: g - ®
V2p(x)[h,h] = h d1g< )h_Z(H%)T

2
(e +x) =

Felhasznélva a (3.8) becslést a & := h; /(1 + z;) valasztassal kapjuk, hogy

3
2

V20 (@)[h, b, B <2 (V2¢(x)[h,h])*2,
amivel belattuk, hogy ¥ 1-6nkorlatozo.
3.18. Példa. [Az xlogx entrépia-fiiggvény| Tekintsiik a

¢(x) :=zlogx —logz = (x — 1) log z,

fiiggvényt, ahol 0 < z € R. Ekkor

, z—1 I z+1 " T+ 2
¢(x)27+10g$, ¢ ('1"): ) ) d) (J"):_ 73 .

Ebbél x > 0 felhasznalasaval irhatjuk, hogy
(@" @) _ (-5) _ @+2? _(et2? 4 _,

@@P (=) @)’ @) rhls

Ezzel belattuk, hogy ¢ 1-6nkorlatozo.

3.7. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy ha a ¢ fliggvény k-6nkorlatozo, akkor atskélazhato egy po-
zitiv skalarral dgy, hogy 1-Onkorlatozova valik. Konkrétan: ha A\ pozitiv konstans, akkor a A¢

figgvény < % > -Oonkorlatozo.

3.3.5. A Newton-moébdszer tulajdonsagai

Mostantol feltessziik, hogy ¢(x) := ¢p(z, u) bizonyos p > 0-ra, és hogy ¢ k-onkorlatozo
az FY halmazon. A kévetkezd lemma tartalmazza azt az intuitivan nyilvinvalé tényt, hogy

ha §(z, i) kellgen kicsi, akkor a Newton-folyamat kvadratikusan konvergens.
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3.3. Logbarrier modszer a (CPO) feladatra

3.19. Lemma. Ha z szigordan primdl megengedett, u > 0 és § = d(x,p) < %, akkor

x + Az (ahol Ax az x-beli Newton-lépést jeloli) szigorian megengedett és
K>

o+ Ar,u) < —.

Bizonyitas: A bizonyitast elhagyjuk. O

3.20. Kovetkezmény. Ha 6 :=6(z, p) < 5=, akkor §(z + Az, ) < 2ré%

EPE

A kovetkez6 lemma becslést ad kozelségi mértékre, mikézben a p paramétert (1 — 0)u-re

véaltoztatjuk. Erdekes megfigyelni, hogy a becslés nem fiigg x-tol.

3.21. Lemma. Legyen x szigorian primdl megengedett és § := §(x, u) bizonyos p > 0-ra.
Ha pt = (1 —0)u, akkor
o+0
sty < T

*Bizonyitas: ® Definici szerint

5(. 1) = Az =/ AaT H (z, ) A

Az = —H(z,p) " g(x, p)

Newton-1épést hasznalva (lasd 3.2 feladat) kapjuk, hogy

8, 1) = /g, )T H (1) g, 1) = [l g 1) g1

ahol (lasd (3.6) és (3.5))

_ RN S %71C))
9(z, ) = Vop(z, 1) ot ; =@
,_ _ o2 _ox- (Vi) ng(x)VQj(’I)T)
=l = Vionlan) = 2 (To + ).
A H(z,p) matrix nem fiigg p-tél, ezért
H(x,p") = H(x, p).
Ebbél kovetkezden d(z, ut) igy adhatod meg:
8, 1) = \Jale )T H (1) g 1t) = [lg( i) (3.9)
Most kiszamitjuk g(x, u™)-t:
ooty = & Vi) ¢ V(@) _
R AP Sy i e ) ey
_ e Vg;(x) Vy;(z) _ 9 - Vy;(z) _
9 ( PR Dy DD gg<x>) =y (9(“‘) 2 gm:))
= (gl — 076

Lasd Den Hertog [9], 2.25 lemma (64. oldal)
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3. A nemlinearis optimalizalas bels6pontos modszerei

ahol

1= (T D),

e=(1,...,1) pedig az sszegz6vektor. A (3.9) egyenletbe behelyettesitve:
+ + 1
3z, 1) = llg(@, k) s = 7= g, ) = 0 Tell -1 -
A haromszog-egyenlétlenséget felhasznélva:

1 O+ 0 ||Je|l -1
S, 1%) < g g )l g+ 0 el ) = S0

Ebbdl mar kévetkezik az allitas, ha ||Je|| ;-1 < /m.
Tudjuk, hogy
| Jell3 -1 =TT H(z,p)~  Je.

Figyeljiik meg, hogy

V29J ng(ac)ng(x)T Vgj(@)Vg(x)" —  p
Z( ol )= —

— 9;(x)? 9;(x)

amib6l H(x, p) = JJT azt jelenti, hogy a H(x, ) — JJT matrix pozitiv szemidefinit. Ebbsl
1 7\t
H(z,p)~' < (JJT)
ahol (JJT)" a JJT altalanositott inverzét jeldli. Ennek felhaszmalasaval:
1 Tel%2 < eTTT (JIT) " Je.
Mivel JT (J J T)+ J egy projekciématrix, ezért
||Je||?{,1 <elJr (JJT)Jr Je<ele=m,

vagyis készen vagyunk a bizonyitassal. o

3.22. Tétel. Legyen zt :=x + Ax és pt = (1 — 0)u, ahol 6 =
akkor 6(z*, ut) < 5.

sonom- Ha d(z, ) < 55,

Bizonyitas: A 3.19 és a 3.21 lemmak felhasznalasaval irhatjuk, hogy:

2
9 9 1 1 1 1
Szt ) < k()P < Zp| —M— [ — 4+ — < o
(1) < 2 0(a ") _4/1(1—30—;@ (35+30n)> = 3n

Ezzel a tételt belattuk. O

3.3.6. Logaritmikus barrier algoritmus teljes Newton-lépésekkel

Most mér minden egyiitt van az elsé algoritmusunkhoz.
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3.3. Logbarrier modszer a (CPO) feladatra

Logaritmikus barrier algoritmus teljes Newton-lépésekkel

Input:
0 < 7 < 1 kozelségi paraméter;
€ > 0 pontossagi paraméter;
2% € FY szigortian megengedett megoldas (belsépont);
p® > 0, amelyre 6(2°, u°) < 7;
0 < 6 < 1 paraméter u csokkentéséhez.
begin
v = a0 o=y

while mpu > ¢ do

begin
= (1—=0)u
x:=x + Azr (Ax a Newton-1épés x-ben)
end
end

Az algoritmus lépésszamat a kovetkezd tétel adja meg:

3.23. Tétel. Ha T = i és = m, akkor a teljes Newton-lépéses logaritmikus barrier

algoritmus legfeljebb
0
m
[30/{\/% log _,u—‘
€
iterdciot igényel. Az eredményként kapott x szigorian primdl megengedett és e-optimadlis.

Bizonyitas: A 3.22 tétel alapjan a d(z, p) < 3%{ tulajdonsag az algoritmus folyaméan végig
teljesiil, ezért a 3.19 lemma miatt minden teljes Newton-1épés egy szigoriian megengedett
pontot eredményez. A barrier-paraméter minden iteracioban 1 — -szeresére csokken, igy
k iteracid utan

mp = (1 —0)" mp.

Ennek felhasznélaséaval konnyen levezethets, hogy az algoritmus legfeljebb

1 my®
—log — 3.10
o™ (3.10)
iteracié utan véget ér. A 6 értékét behelyettesitve éppen a tétel allitasat kapjuk. O

3.24. Példa. [Logaritmikus barrier modszer teljes Newton-1épésekkel 1]

Tekintsiik ezt az egyszert minimalizéilasi feladatot:

min{z : z > 0}.
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3. A nemlinearis optimalizalas bels6pontos modszerei

A feladatot a teljes Newton-1épéses logaritmikus barrier algoritmussal oldjuk meg. El&szor atirjuk
a fliggvényt sztenderd alakra:
min {x : —z < 0}.

A feladat logaritmikus barrier-fiiggvénye:
x
op(z,p) = 0 log .

A ¢p(x,p) fiiggvény 1-6nkorlatozo, ezért legyen

1 1 1 1

= 9 = =
3k 3 30ky/m 30’

tovabba e = 0,5, u® = 0,8 és 2 = 1. Ekkor a teljes Newton-1épéses logaritmikus barrier algorit-

mus legfeljebb
10
{30 log —-‘ =15
€

iteraciot igényel egy e-optimalis © megoldas eléréséhez. Ellenérizziik, hogy a kezd&pont elég kozel

van-e a centralis uthoz, vagyis teljesiil-e a

5(z%, ) = \/AmTH(:EO, Az < 7

egyenlGtlenség. Ehhez a kovetkez6 szamitasokat végezzik:

1 1
) =V 3 = - - =
9(@, p) ¢B(z, 1) T
1
H(x,,u) = v2¢3($,/£) = ?
H(z,p) ! = 22
Ezek alapjan
1 1
A.’E = _H(x(]?HO)ilg(wonu’O) =-1.-—-= R}
és
1 1
6(2%, 10 = |Az| = = < =,
(@, 1%) = 8] = 7 < 3
Ez azt jelenti, hogy elkezdhetjiik az iteraciokat.
1. iteracio: Mivel
mu’ =0,8> ¢,
ezért az Uj p és az G4j x kiszamitasaval kezdjiik:
pto= (1-60)u’=0,773333
g(z® p') = 0,293103
H(2%p') = 1
H(z’puh)™t =1
' = 2%+ Az =1-1-0,293103 = 0,706896.
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3.3. Logbarrier modszer a (CPO) feladatra

2. iteracié Mivel

mut = 0,773333 > ¢.

alapjan a megallasi feltétel még mindig nem teljesiil, ezért folytatjuk az iteraciot:

p? = (1—0)u'=0,747556

g(z', y?) = 0,07694
H(z',py?) = 2,00119
H(z' y®™ = 0499703

= 2! 4+ Az = 0,706896 + 0,038448 = 0,745344.

A tovabbi iteraciokat az alabbi tdblazatban mutatjuk:

Lathatjuk, hogy a 14. iteraci6 utan mypu kisebb lesz, mint e, ezért z'4 = 0497143 e-

optimaélis.

Iterécio: 3 4 5 6
n 0,722637 0,698549 0,675264 0,652755
g(z, p) 0,042158 0,046350 0,047759 0,049419
H(z,u) 1,800057 1,918747 2,053899 2,197950
H(x,p) ! 0,555538 0,521174 0,486879 0,454969
Ax —0,023420 | —0,024160 | —0,023250 | —0,022480
x 0,721924 0,697767 0,674514 0,652030
Tteréaco: 7 8 9 10
1 0,630997 0,609964 0,589631 0,569977
g(x, @) 0,051122 0,052885 0,054709 0,056595
H(x,p) 2,352149 2,517163 2,693750 2,882732
H(x,p)™t 0,425143 0,397273 0,371229 0,346893
Ax —0,021730 | —0,021010 | —0,020310 | —0,019630
x 0,630296 0,609286 0,588976 0,569344
Iteraco: 11 12 13 14
I 0,550978 | 0,532612 0,514858 0,497696
g(x, 1) 0,058547 | 0,060566 0,062654 0,064815
H(x,p) 3,084969 | 3,301394 3,533002 3,780858
H(x,pu)~ 0,324152 | 0,302902 0,283045 0,264490
Ax —0,018989 | 0,018350 | —0,017730 | —0,017140
x 0,550366 | 0,532020 0,514286 0,497143

3.25. Példa. [Logaritmikus barrier modszer teljes Newton-1épéssel 2]

A teljes Newton-lépéses logaritmikus barrier algoritmust hasznéljuk az alabbi feladat megolda-

sara:

min{x4:m20}.
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3. A nemlinearis optimalizalas bels6pontos modszerei

A feladat sztenderd alakja:
min{x4 —x < O} .
A feladat logaritmikus barrier-fiiggvénye:
24

¢p(w,pu) = — —logz.
I

Ez a fiiggvény 1-6nkorlatozo (lasd 3.13 példa). Ezért ismét

11 1 1
T=—=2, 0 Sy

3 3 " 30kym 30

Legyen tovabba € = 1, u® = 3 és 2% = 1. Ekkor az algoritmus legfeljebb
0
{30 log ‘ﬂ — 33

iteraciot igényel egy e-optimalis x megoldas eléréséhez. Ellendrizniink kell, hogy:

§(z%, p®) = \/AxTH(:co,uo)Aa: <7

Ehhez a kovetkez§ szamitésok sziikségesek:

o) = Vontaw) =21
H(z,p) = Vi¢plz,pu) = %952 + %
)™ =
Mindezek alapjin
Az =—H(2% p°) g2, 1) = —% : % = %

amibdl kovetkezik, hogy

1 1
5(x% %) =/ = ~0.15 < =.
(a°, 1) V=0 =g

Ez azt jelenti, hogy elkezdhetjiik az iteraciokat.

1. iteracio: Mivel

'muo:325

ezért az Gj p és az 4j ¢ kiszamitasaval kezdjiik:

pto= (1-0)p’ =29
gz 1Y) = 0,37931
H(% p') = 5,137931
H(% pH™t = 0,194631

' = 24 Az =1-0,07383 = 0,926174
f(zh = 0,735819.

144



3.3. Logbarrier modszer a (CPO) feladatra

2. iteracié ElGszor ellendrizziik, hogy

Az iteraciot folytatnunk kell, igy

mpt =2,9 > e

(1—0)u' =2,803333

0,0539

4,837685

0,20671

' 4+ Az = 0,926174 — 0,01114
0,701046.

Megadjuk az utols6 két iteraciot is.

32. iteracio: Mivel

ezért

mpdt = 1,048818 > ¢,

(1—6)p®t =1,013858
0,0484

8,013924

0,124783

231 + Az = 0,715609 — 0,00604 = 0,70957

0,253502.

33. iteracié: Még mindig fennall, hogy

tehat még egy iterdcid sziikséges:

Végiil

tehat 233 e-optimalis.

mp? = 1,013858 > ¢,

(1 —0)u3? = 0,980063
0,048812
8,150924
0,122685

232 + Az = 0,0957 — 0,00599 = 0,703582

0,245052.

mp? = 0,980063 < ¢,
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3. A nemlinearis optimalizalas bels6pontos modszerei

3.3.7. Logaritmikus barrier algoritmus

roviditett Newton-lépésekkel

Vilagos, hogy a 7 kozelségi paraméter értéke a teljes Newton-1épéses logaritmikus barrier
modszerben (lasd 141. oldal) nagyon kicsi is lehet. Ez azt jelenti, hogy az algoritmus az
iteraciokat nagyon kozel tartja a centralis Gthoz, emiatt a barriert csokkenté paraméter

is nagyon kicsi, és a gyakorlatban az algoritmus nagyon lassan fog haladni.

Az algoritmus nyilvanvaléan gyorsithato, ha a 6 paraméterhez nagyobb értékeket ren-
deliink, ekkor azonban egy lépés utan a o(x, u™) kozelségi mérték tul nagy lesz, és igy
semmi nem garantalja a teljes Newton-1épés megengedettségét (lasd a 3.19 lemmat). Tehat
ha a p barrier-paraméter értékét gyorsabban akarjuk csokkenteni, akkor a Newton-lépést
egy 0 < a < 1 faktorral kell tompitanunk: ezzel biztositjuk = + aAxr megengedettségét.
Addig folytatjuk ilyen roviditett lépésekkel, amig az iteracio el nem éri x(ut) megfelelen
kis kornyezetét: ekkor 1jbol csokkentjiik a barrier-paramétert. Mindezt addig folytatjuk,

amig a barrier-paraméter el nem éri az €/m kiiszobértéket.

Az algoritmus elemzéséhez felhasznaljuk, hogy a ¢p(z, ) priméal barrier-fiiggvény szi-
gortian konvex, és az x(x) pont a fiiggvény minimuma. Megmutathato, hogy ha az a tom-
pito tényezdt (vagy lépéshosszt) megfelelGen valasztjuk, akkor a Newton-lépés legalabb egy
fix értékkel csokkenti a barrier-fliggvényt, ezért véges sok roviditett Newton-lépés utan el

fogjuk érni z(u) kornyezetét. Formalisan a kovetkez6t kapjuk:

3.26. Lemma. Legyen x szigorian megengedett, > 0 és 0 := 0(x,u). Ha a = ﬁ,
akkor
1
65(w, 1) — 65(o + alT, 1) 2 1 ().
“Bizonyitas: A bizonyitast elhagyjuk. 0

Megjegyezziik, hogy amig 0(x, ) > i, és x kiviil van azon x(p) koriili tartomanyon,

ahol a Newton-folyamat kvadratikusan konvergens (lasd a 3.20 kovetkezményt), akkor

s 1 _0,0457> 1
3/ K2 22k2°

1 1

Ez azt mutatja, hogy a barrier-fiiggvény legalabb egy fix értékkel csokken. A csokkenés

mértéke k-tol fiigg, de a jelenlegi iteraciotol nem.

Mindebbdl a kévetkezs algoritmust kapjuk:
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3.3. Logbarrier modszer a (CPO) feladatra

Logaritmikus barrier algoritmus roviditett

Newton-lépésekkel

Input:
0 < 7 < 1 kozelségi paraméter;
€ > 0 pontossagi paraméter;
2% € FOés u® > 0, amelyekre §(z°, %) < 7;
0 < a < 1 tompitotényezs (1épéshossz);
0 < 6 < 1 paraméter u csokkentéséhez.
begin
v = a0 o= p;
while mu > ¢ do
begin
= (1—0)u;
while (z,p) > 7 do

begin
T =+ oA

(Az « tompité tényezdének olyannak kell lennie,
hogy ¢p(z, i) kelléen csokkenjen. Ez ugy érhets
el, ha a hibaértéket m

gyobb csokkenés iranymenti kereséssel érhetd el.)
end
end
end

-nek vélasztjuk. Na-

Az algoritmusban az els6 while-hurokra mint kilsé hurokra, a masodikra mint belsd
hurokra hivatkozunk. A kiils6 hurok minden egyes végrehajtasat kilsd iterdcionak, a belsd
hurok minden egyes végrehajtasat belsd iterdcionak nevezziik. A sziikséges kiilsg iteraciok
szdma csak a feladat m dimenzi6jatol, u%-tol, e-tol és a 6 paramétertsl fiigg. A (3.10)

egyenlethez hasonléan a kiilsé iteraciok szaménak fels korlatja az

1. mud
-1

érték. Az algoritmus elemzésének f6 feladata tehét a belsé iteraciok szamanak becslése.

3.27. Lemma. Minden belsd hurok legfeljebb

[ 220

i o7 (Qﬁ'zm + gmm) + %W

belsd iterdciot igényel.
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3. A nemlinearis optimalizalas bels6pontos modszerei

*Bizonyitas: A lemma a 139. oldalon taldlhato 3.21 tételhez hasonléan bizonyithaté. Hasonlo ered-
ményt taldlunk bizonyitassal egyiitt a 3.4.6 fejezetben. a

A 3.27 lemmaét és a (3.10) becslést 6sszekapesolva kapjuk f6 eredményiinket.

3.28. Tétel. Legfeljebd

(52 (emm) e

roviditett Newton-lépés utdn a roviditett Newton-lépéses logaritmikus barrier modszer eqy

szigordan primdl megengedett, e-optimdlis x megolddst eredményez.

Ha 0 = \/Lm valamilyen rogzitett v konstanssal, akkor a 3.28 tétel korlatja ilyen alaki

lesz:

0
O <m2\/ﬁlog mg,u ) .

Ha 6 fiiggetlen n-t6l, pl. 6 = %, akkor a korlat

0
O (Fazmlog %> :
£

3.29. Példa. [Roviditett Newton-lépések 1]
Tekintsiik a 3.24 példédban szerepld feladatot:

min {x : —z <0}.
Ekkor a logaritmikus barrier-fiiggvény igy irhatoé fel:
x
op(w, ) = 0 log z.

Ugyanazt a 7 = %—ot vesszik, de a 6 paraméternek nagyobb értéket adunk. Ebben a példaban a
6 = 0,25 értéket hasznaljuk. Most is az 2° = 1 pontbol indulunk és u° = 0,8. Az ¢ paramétert

0,5-nek valasztjuk. Ekkor a roviditett Newton-1épéses logaritmikus barrier algoritmus legfeljebb

1 u°
—log—| =2
s

kiilsg iteraciot igényel egy e-optimaélis = eléréséhez. Minden belsg hurok legfeljebb
220 5 22
— |0+ = — | =14
o (0+3) 5]
iteraciot igényel.

A 3.24 példabdl tudjuk, hogy
6(z%, 1% < 7,

tehat elkezdhetjiik az els§ iteraciot.
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3.3. Logbarrier modszer a (CPO) feladatra

1. iteracio: Mivel

muo > €,

ezért kiszamitjuk az 0j p-t:

pt=(1-0)p" =06

El6szor tudnunk kell, hogy fennall-e 6(z°, u') > 7. Ez fennall, mert

5(2 1ty = \/AzH (20, ul) Az = 0,666667.

Most kiszamithatjuk az uj z-et:

gz p') = 0,666667
H(z%,ph) = 1
H(z%puh)™t = 1
Az = —0,66667
1
= — =06
T T )
' = 2"+ alAz=06.

Meg kell nézniink, hogy vajon d6(z!, u') > 7

S(zt, pt) = /AzH (2!, pl) Az ~ 0.
Mivel §(zt, ut) < 7, ezért a 2. iteracio el6tt csokkentjiik p-t.

2. iteracio: Lathatjuk, hogy mu! > e, tehat elkezdhetjiik az iteraciot. ElGszor kiszamitjuk az
1aj p-t:
p? = (1 —0)ut =045

Ellenérizziik, hogy 6(zt, u?) > 7

6(zt, u?) = V/AzH(x1, p2) Az = 0,3333.

Ez azt jelenti, hogy kiszamithatjuk az 4j z-et:

g(zt, u?) = 0,555556
H(z', py?) = 2777778
H(z', py®>) ™' = 0,36
Ar = -0,2
a = 0,75
z? = 0,45.

Elértiink egy e-optimalis = pontot. Mindehhez 2 (kiils6) iteraciot hasznaltunk, és ez ponto-
san annyi, amennyire szamithattunk. Megjegyezziik azonban, hogy a belsé iteraciok szama

csupan ketts, ami joval kevesebb, mint amennyit elméletileg varhattunk.
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3.30. Példa. [Roviditett Newton-lépések 2] Tekintsiik ismét a 3.25 példa feladatat:
min{x4 —x < 0} .

Ekkor a logaritmikus barrier-fiiggvény igy irhatoé fel:
24
op(w,p) = T logz.

Akércsak az el6bbi példaban, legyen 7 = % és 0 = 0,25. Most is az 2° = 1 pontboél indulunk, és

p® = 3. Az € értékét 1-nek valasztjuk. Ekkor az algoritmus legfeljebb

1 u°
Zlog - | =
[aogg—‘ 5

iteraciot igényel a kiils6 hurokban egy e-optimélis x eléréséhez. Minden egyes bels6é hurok legfel-

jebb
226 5 22
— 0+ = —| =14
{<1—9>2< *2)* :J
iteraciot igényel.

A 3.25 példabdl tudjuk, hogy
32" p%) <,

tehat elkezdhetjiik az els§ iteraciot.
1. iteraci6: Mivel
mp’ > e,

ezért kiszamitjuk az 4j p-t:
pt = (1—0)u’ =2,25.

Elsszor ki kell szamolnunk &(z%, u!) érteket:

5(z%, pt) = Az H (20, pl) Az = 0,309058 < 7,
tehéat ismét csokkentjiik p értékét:
p? = (1 —0)u' =1,6875.

Ekkor

6(z°, pu?) = /AzH(29, u2) Az = 0,481169 > 7.

Most mar kiszamolhatjuk x 0j értékét:

g(2% p?) = 1,37037
H(z% p?) = 811111
H(° p?)™' = 0,123288
Az = —0,16895
1
= — — _ =10,675142
“ 1+6(20,p2)

' = 2%+ aAz =0,885935
f(zh) = 0,616038.
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3.3. Logbarrier modszer a (CPO) feladatra

Ellenérizniink kell, hogy &(z', u?) > 7 teljesiil-e:

5(zt, p?) = /AzH(zb, p2) Az = 0,198409.

Mivel 6(z!, u?) < 7, ezért csokkentjiik p-t és elvégezziik a 2. iteraciot.

2. iteracio: Lathatjuk, hogy mu? > e, tehat elkezdhetjiik ezt az iteraciot. ElSszor az 1j pu-t

szamitjuk ki:

pd = (1 - 0)p* = 1,265625.

Mivel

6(zt, 1) = Az H (2t p3) Az = 0,362063 > 7,

ezért kiszamithatjuk az 4j x-et.

Mivel

1,068908
8,71591
0,114733
—0,12264
0,734181
0,795896
0,401259.

§(z?, 13) = /AxH (22, p3) Az = 0,122348 < 7,

ezért elkezdjiik a harmadik kiils6 iteraciot.

3. iteracio: Mivel mu® > ¢, ezért kiszamitjuk az 1j pu-t:

pt = (1 —0)p3 = 0,949219.

A tavolsag

6(22, 1) = /AzH (22, p*) Az = 0,280366.

Ez kisebb mint 7, tehat ismét csokkenthetjik p értékét:

1 = (1—0)u' =0,949219.

Ez valojaban mar a negyedik kiils6 iteracié. Most azt latjuk, hogy

§(22, u5) = /AxH (22, iP) Az = 0,450248 > 7,

Vagyis kiszamithatjuk az uj z-et.

1,576259
12,25607
0,081592
—0,12861
0,689537
0,707214
0,250152.
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Mivel

6(x3, 15 = /AzH (23, b)) Az = 0,177549 < T,

ezért befejezhetjiik ezt a kiilsd iterdciot. Végeredményben négy kiils§ és minddssze hdrom

belsd iteracié felhasznalasaval talaltunk egy e-optimélis megoldést.

3.4. *Bévebben az onkorlatozé fliggvényekraol

3.4.1. Bevezetés

Ebben a fejezetben az 6nkorlatozo fiiggvények néhény tovabbi tulajdonsagat ismertetjiik.
Célunk a korabban bizonyitas nélkiil kozolt eredményeknél (pl. a 3.19 és 3.26 lemmaék)
altalanosabb tételek bizonyitasa. Emellett bemutatunk egy hatékony algoritmust is k-
onkorlatozo fiiggvények minimumhelyének megtalalasara.

Tekintsiik az aldbbi definiciot:

3.31. Definicié. Egy ¢ : D — R figguényt zartnak nevezink, ha epigrifja zdrt. Ha ¢

konvex 1s, akkor ¢-t konvex zdrt fiiggvénynek nevezziik.

Legyen ¢ : D — R konvex, zart, xk-Onkorlatozé fiiggvény, ahol D C R™ konvex, nyilt

halmaz.

3.32. Lemma. Legyen T a ¢ fligguény D értelmezési tartomdnydnak tetszdleges hatdr-

pontja, {zy}re, pedig eqy tetszdleges sorozat, amelyre lim xy, = T. Ekkor ¢(x)) — o0o.

Bizonyitas: Tegyiik fel, hogy a {¢ (z})}r, sorozat feliilr6l korlétos, ekkor van egy ¢
hatarpontja, amelyrdl természetesen feltehetjiik, hogy ez a sorozat egyetlen hatarpontja.
Emiatt

2 = (g, @ (7)) — (f, QE) -
Vegyiik észre, hogy 2, a ¢ epigrafjahoz tartozik. Mivel ¢ egy zart fiiggvény, ezért (:E, gz_ﬁ)

is az epigrafhoz tartozik. Ez viszont ellentmondas, mert = nem tartozik ¢ értelmezési

tartomanyahoz. O

A tovabbiakban feltessziik, hogy ¢ egy D nyilt halmazon értelmezett konvex zart
fiiggvény, tehat ¢(z) a végtelenhez tart, ha x eléri a D tartoméany hatarat. Ezt ugy is
értelmezhetjiik, hogy ¢ barrier-fiiggvény a D tartomanyon. Valoban, ahogy az a kdvetkezs

feladatbol is kideriil, a barrier tulajdonsag ekvivalens a zartsagi tulajdonsaggal.

3.8. Feladat. Legyen a ¢ : D — R fiiggvény olyan, hogy végtelenbe (400) tart, ha eléri a D

nyilt értelmezési tartomanynak a hatarat. Ekkor ¢ zart.

Tegyiik még fel, hogy ¢ k-Onkorlatozo, tehat ¢ haromszor folytonosan differencialhato

és fennall a
3
5

|V26(x)[h, h, B]| < 2k (V2@()[h, h]) (3.11)
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egyenlStlenség minden x € D és minden h € R"-re, ahol kK > 0 rogzitett.

Legyen
g(x) == Vo(x),
és
H(z) := V%¢(z), Vo € D.

A v € R" vektor z-beli lokdlis Hesse-normdjdt-ben ebben a fejezetben jelolje ||v||,, azaz

loll, == Vo H @,
Ezt a jelolést hasznalva a (3.11) egyenl6tlenség igy irhato at:
V6 () h, h, k]| < 2r ||AJ;.
El6szor is megadjuk az 6nkorlatozasi tulajdonsag egy ekvivalens megfogalmazast:

3.33. Lemma. Legyen D C R" nyilt halmaz, ¢ : D — R pedig haromszor differencidlhato
konvex zdrt figguény. A ¢ figguény pontosan akkor k-onkorldtozé, ha minden x € D és

hi, ho, hs € R™ esetén teljestil, hogy
|V2(x)[ha, b, hs]| < 26 || Il [[all, 1Rs]], -

Bizonyitas: A lemma a trilinearis fliggvények egy altalanos tulajdonsaga. A bizonyités
a Fliggelék A.2 allitasa alapjan torténik (lasd a 188. oldalt). O

A 3.32 lemma egy érdekes és fontos kivetkezményével folytatjuk:

3.34. Tétel. Legyen D C R™ nyilt halmaz, ¢ : D — R pedig konvex, zdrt, k-énkorldtozo
fiiggvény. Ha D nem tartalmaz egyenest, akkor a V*¢(x) Hesse-mdtriz minden v € D

esetén pozitiv definit.

Bizonyitas: Indirekt tegyiik fel, hogy H(z) nem pozitiv definit valamilyen = € D ese-
tén, ekkor létezik egy nem nulla i € R"™ vektor, amelyre h” H(z)h = 0, vagy ami ezzel
ekvivalens, |||, = 0. Legyen « olyan, hogy =+ ah € D, és tekintsiik az alabbi fiiggvényt:

k(e) == K" H(z + ah)h = V2¢(z + ah)[h, h] = k]| .-

Ekkor k£(0) = 0 és k() folytonosan differencialhato. Azt allitjuk, hogy k(a) = 0 minden
olyan a-ra amelyre a fiiggvény egyéltalan értelmezve van. Nyilvan k(a) > 0 minden a-ra.

Ha k(a)) nem azonosan nulla, akkor feltehetjiik, hogy k(a) > 0 egy nyilt (0, &) interval-
lumon, tovabba mivel &’ folytonos, ezért még azt is feltehetjiik, hogy k(a) nem csékkend

ezen az intervallumon. A k'(«) derivaltat kiszamitva:
K (o) = V2 (x + ah)[h, h,h) < 2k ||h|2,, = 26k(a)?.

Ebbdl kévetkezGen £'(0) = 0, valamint ha x = 0, akkor &'(«) = 0, hiszen k(a) = 0 minden
a-ra k értelmezési tartomanyaban. Ezért feltehetjik, hogy « > 0. Ha o € (0, @), akkor
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felhasznalva, hogy k(0) = 0 és hogy k nem csokkend a (0, @) intervallumon, ezt irhatjuk
fel:

« e «

k(o) = /k’(ﬁ) dj < 2m/k(ﬁ)% g < 2/@/1@((1)% B = 2ark(e)?.
0 0 0
Mindkét oldalt osztva k(«)-val kapjuk, hogy:

1< 20@%/{;(04)%,

amibdl kovetkezik, hogy

1
> — ).
k(o) > o Va € (0, @)

Ez nyilvanvaléan ellentmond annak a ténynek, hogy k folytonos 0-ban.

Ezzel belattuk, hogy k(o) = 0 minden olyan a-ra, amelyre z + ah € D. Irjuk fel a
o(z + ah) fiiggvény = koriili elséfokt Taylor-polinomjat a megfelels hibataggal. Mivel ¢
folytonosan differencialhato, igy 1étezik olyan 0 < 3 < «, hogy

¢z + ah) = ¢(z) + o’ g(z) + k(B) = d(x) + o’ g(2),

vagyis ¢(x 4+ ah) lineéaris a-ban.

Mivel D nem tartalmaz egyenest, igy létezik egy &, amelyre x + ah a D hatarahoz
tartozik. Az altalanossag megsértése nélkil feltessziik, hogy a > 0 (kiilonben A helyébe
—h-t irunk). Ebbdl kovetkezik, hogy

lim ¢(z + ah) = ¢(z) + ah’g(z),

a—o

ez azonban ellentmond a 3.32 lemmanak, amely szerint ¢(x + ah) végtelenbe tart, ha «
tart a-hoz. O

3.35. Kovetkezmény. Ha D nem tartalmaz egyenest, akkor ¢(x) szigorian konvex. Eb-

bol kivetkezden ha ¢(x)-nek létezik minimumhelye, akkor az egyértelmi.

Mostantol feltessziik, hogy teljesiilnek a 3.34 tétel feltételei, vagyis a D értelmezési tarto-

manyban nincs egyenes vonal. Igy minden z € D és h € R™ esetén

Ihll, = 0 < h = 0.

3.4.2. Néhany alapvet6 egyenl6tlenség

3.36. Lemma. Legyen x € D, a € R és 0 # d € R" olyan, hogy x + ad € D. Ekkor

1]l 1]l

—2 < ||d < —a
T e, = 1ot = T o,

ahol az elsd egyenldtlenség minden olyan a-ra fenndll, amelyre 1+ax||d||, > 0, a mdsodik

pedig minden o-ra, amelyre 1 — ax||d||, > 0.
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Bizonyitas: Rogzitett x és d mellett legyen « olyan, hogy = 4+ ad € D. Definialjuk a
kovetkezd fliggvényt:
a(@) = |[d|34 00 = d"H(z + ad)d.

Vegyiik az a szerinti derivaltat:
¢ () =d" (VP¢(z + ad)[d]) d = V?¢(z + ad)[d, d, d].
Ezért a ¢ fiiggvény k-Onkorlatozasi tulajdonsaga alapjan
¢ ()] = |V3(x + ad)[d, d,d]| <2k |d|}, ., = 2rq(a)?.

Ebbdl kovetkezik, hogy

D=

dq(a)”

Ebbdl 0 < o < 1 esetén:
9(0)7% — ak < g(a) 7 < q(0)7% + ax.

Felhasznélva, hogy ¢(0)7 = ||d||, és g()? = ||d||,., 4 kapjuk, hogy:

1 1 1

K < < +
||d||a;+ad ||d||ac

ak,

xr
vagy ami ezzel ekvivalens:

L—oklld, 1 _1+ax|d],

ldll, = ldlpraa = ldl.

Ezért ha 1+ ax ||d||, > 0, akkor

1l
e < |l

1+ ar||df], mred”

és ha 1 — ar||d]|, > 0, akkor

1]l

d I r
|| ||1'+Ocd -1 Oz/f“d”x’

amivel belattuk az allitast. |

3.9. Feladat. Legyen h € R™ rogzitett és legyen

Bla) = —

[y

Ekkor
Fla) = — V3¢(x + ah)[h, h, h)
" 2V2¢(z + ah)[h, k)2

valamint ebbdl kévetkezden |5/(ar)| < k. Vezessiik le ebbdl a 3.36 lemmat.
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3.37. Lemma. Legyen x € D, x+d € D, valamint & ||d||, < 1. Ekkor minden nem nulla
v e R"-re ol
v
(1 =& lldll) ol < vlleya < 75 (3.12)
T 1-w]d],

Bizonyitas: Rogzitett v mellett legyen minden 0 < o < 1-re

k(o) := UTH(I + ad)v = ||UH2

z+od *
Derivaljuk k(a)-t « szerint:

K(a)=0" (V?¢(z + ad)[d]) v = V3¢(z + ad)[d, v, v].
A 3.33 lemma felhasznélaséval kapjuk, hogy

K ()] = [V2o(z + ad)[d, v, v]| < 26 ]|y 00 V13100 = 261,100 (@),

r+ad

és a 3.36 lemma alapjan, hogy
k()
k()

Vegyiik észre, hogy k(a) > 0. Mivel k'(a)/k(«a) a log k(«) fiiggvény « szerinti derivéltja,

2r |[d|
< 2 ld < — " T
< 26 ||d]] 44 0a < 1— ar||d]],

ezért

2k |||,

dlog k()
do

Ezt felhasznalva kapjuk, hogy

o Pllesa _ 1, H(D)

1
Pl 2% ko) ~ 2!

1
 ld] ! 1
< t—jo = —log (1 — ar||d ‘ =1
< [ e =~ los(U = anldl,) || = tox ().
0

illetve ehhez hasonléan, hogy
1

1
loll,ey 1 [ (dlogk(a) o ||d|
! vbd = [ (228 ) gy > [ P08l g0 —og (1 — ki ||d]]).
o it =5 [ (T ) o = [ e = o 1 = )
0

0

Kozvetlen kévetkezményként adodik, hogy

Al T =R,
ami éppen a bizonyitandé (3.12) formula. Ezzel az éllitast bebizonyitottuk. O

3.10. Feladat. Bizonyitsuk be az aladbbi allitast a 3.37 lemma felhasznalasaval. Ha x € D és

x4+ d € D, akkor
H(x)

1—k|d|.)* H(z H(x+d _
(1l H) = He+d) = = s
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3.38. Lemma. Legyen x € D és d € R™. Ha ||d||, < £, akkor  +d € D.

Bizonyitéas: Mivel ||d||, < %, ezért a 3.37 lemma alapjan H(z + ad) minden 0 < o < 1
esetén korlatos, és ezért ¢(x + ad) is korlatos. Méasrészt viszont ¢ végtelen értékeket vesz

fel a megengedett halmaz hataran a 3.32 lemma alapjéan, igy x +d € D. O

3.4.3. A roviditett lépéses Newton-modszer
linearis konvergenciaja

Ebben a részben azt az esetet vizsgaljuk, amikor x € D kiviil esik azon a tartoményon,
ahol a Newton-folyamat kvadratikusan konvergens. Az « lépéshosszu roviditett Newton-
lépést elvégezve:

T =1+ alz.

A kovetkez6 lemma azt mutatja, hogy a megfelel§ valasztasaval a roviditett 1épés utan

egy fix csokkenést érhetiink el ¢-ben.

3.39. Lemma. Legyen v € D és 6 :=0(x). Ha o := ﬁ, akkor
J
o(a) — ol + ada) > L0
ahol Y(x) = x —log(1l + z).
Bizonyitas: Legyen
Ala) = 6{x) — o(x + alra),
ekkor
A'la) = —g(z+aAr)TAx
A'(a) = —Az"H(z+aAr)Az = —V?¢(z + alz)[Az, Az
A"(a) = —V?¢(x + alAz)[Az, Az, Ax].

Hasznéljuk fel, hogy ¢ k-Onkorlatozo, igy az utolso kifejezésbdl kapjuk, hogy

A"(a) 2 =25 || Azl 4a, -

A 3.36 lemma felhasznélasaval kapjuk, hogy

A///(a> > 9k HAxH:i _ —2k0°
= U —anfAc],)’ T (1 and)”
emiatt
y: -9 3 _ 52 a 2
A"(ar) = A"(0) = /7/%53655 = 762 = 762 + 0%
— Bk — Bk = — QK
J (U= pmo) (1= pro) ka0~ (1 - and)
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Mivel A”(0) = —=V?¢(x)[Az, Ax] = —6?, ezért

—52
A"(a) > —
(1 — akd)
Hasonloé moédon kaphatunk becslést A'(«)-ra:
A'(a) — A'(0) > /a 0 dg = -0 © o0 + 2
— ) (1=pr6)* T k(L—=PBrO) =0 K(l—ard) K

0

Hasznaljuk fel, hogy A'(0) = —g(2)T Az = AxH (z)Ax = 6%, igy kapjuk, hogy

Aa) > / (/<;(_—5/<c + % + 52) dp = ! (log (1 — akd) + ard + ar’s?)

K2

becslés. Az utolso kifejezés akkor maximalis, ha a = ﬁ. Ezt az értéket behelyettesitve:

AG@) > % (log (1 - f‘saé) 4 ms) _ % (56 — log (1 + a8)) = — o (6),

K2

ez pedig éppen a bizonyitando6 egyenlGtlenség. a

3.4.4. A Newton-moédszer kvadratikus konvergenciaja

Tekintsiik a Newton-1épés utan kapott 21 := x + Az pontot. A Newton-lépést a
Az = —H(x) " g(x)

formula adja meg, ahol H(z) = V2¢(z) és g(x) = Vé(x). A Newton-lépés ,hosszanak”

mérésére a

0(x) = || Azl = Vg(2)TH () g(x)

értéket hasznaljuk (lasd a 3.2 feladatot). Jegyezziik meg, hogy ha z a ¢(x) fiiggvény
minimumhelye, akkor g(z) = 0 és ezért 6(x) = 0; minden mas esetben viszont 0(z)

pozitiv. A Newton-1épés utan

d(a*) = g(at)TH(x*) 1g(at) = || H(z") Hg(a™) . - (3.13)

3.40. Lemma. Ha 6(x) < 5=, akkor ™ megengedett és

5(at) < i (%)2 < %“ 5(x)2.
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Bizonyitas: Az xt pont megengedettsége a 3.38 lemmabol kovetkezik. A kozépérték-
tételt felhasznalva kapjuk, hogy valamilyen 0 < 3 < 1-re:

g(z7) = g(x) + H(z)Azx + %V?’(a: + fAz)[Az, Ax].
Mivel Az definicioja szerint g(x) + H(x)Az = 0, igy
o) = 5V0(r + BA)[Ar, A,
ezért minden p € R" vektorra
plg(a™) = %V3¢(IIJ + BAz)[Ax, Az, p|.

A 3.33 lemma felhasznalasaval:

‘PT9(95+)‘ <K ||A:E||3:+6Ax ||p||x+,6Aac7 (3.14)
tovabba a 3.36 lemma alapjan, felhasznélva, hogy 6(z) = ||z||,:
Ax o(x
Il < TG T = T e
és
IPlepns < 7= (1 —HpﬁH)?HAZxH = Hgngﬁzx - “p<|1|x;>ig§(m> '
a+Az 1 — T, 1 - TT-rd(z)

Az utolso két egyenlStlenséget behelyettesitve (3.14)-be, p-t az x™-beli H(z) tg(z™)

Newton-lépéssel helyettesitve, és felhasznalva, hogy ||pl|,, o, = d(z7), a (3.13)-bol kapjuk

a kovetkezGt:

2 T (AN =1 (ot o(z G
§(z)? = |g(a™) " H(z) " g(z™)] S’i(l—ﬁ(/{g(:r)) 1_ (E—ﬁ))né(a:)'

1—ké(z)

Atrendezés utan kapjuk, hogy

(3.15)

valamilyen 0 < # < 1-re, ahol

h(8) = (1= o) (1 A,

1 — kd(z)
Elemi eszkozokkel ellenérizhets, hogy

_ 2k%6(x)? (3BKd(x) — 2k (x) — 1) - 2k25(x)? (ko () — 1)

1 — kd(z) - 1 —kd(z) = ~263(x)" <0,

h// (/8)

ezért h(() konkav. Emiatt

h(B) > min {4(0), h(1)} = min {%*?((3 (1- f@a(g;)?)} — (1= r6(@)?,  (3.16)
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minden 0 < 3 < 1-re, ahol felhasznaltuk, hogy

3—5

/15(:1:) < 5 ~ (0,381966

esetén L9 5( )
1— 2 o 2T 2ROWT)

(1= rd(z))” < 1 — kd(z)

A lemma feltétele alapjan x6(x) < %, és ezért (3.15) és (3.16) felhasznélasaval arra kovet-

keztetiink, hogy
ko (z)?

(1 — wd(2))*

ami bizonyitja az allitast. a

S(at) <

Megjegyzés: A 3.40 lemma akkor is érvényes, ha §(z) < % Legyen v e R" és 0 < a < 1
esetén
k() :==vlg(z + aAz) — (1 — a)vl g(z).

Amennyiben v = H(z+)"!g(z"), akkor
k(1) = g(z") H(z") " g(z™) = 6(a™)%

Ezért az a célunk, hogy talaljunk egy jo becslést k(1)-re. Derivaljuk k-t o szerint, és hasznaljuk
fel, hogy H(z)Az = —g(x):

E(a) =vTH(z + aAz)Az +vT g(x) = v H(z + aAz) Az — vl H(z) Az =
= o! (H(z + aAz) — H(z)) Az. (3.17)

A 3.10 feladat alapjan

1
H(zx +alAz) — H(z — 1| H(z).
et ()j<<1—amumnx>2 ) .

A Figgelék A.1 lemmajanak altalanositott Cauchy-egyenltlenségét felhasznélva kapjuk, hogy

1
(1 — ar | Azl,)*

vl (H(z + alz) — H(z)) Az < ( —1) o]l [ A, -

Ebbdl kévetkezGen, mivel ||Az||, = d(x), ezért
1
<—2 - 1> vl ().
(1 —akrd(zx))

1

k(1) < 6(z) (v, (W - 1) da.

0

K (a)

IA

Innen k(0) = 0 felhasznélasaval:

Ezért
1 . 1 1
0/ ((1 — ard(z))? - 1) do= <"€5(37) (1—ard(x)) a) a=0 N
_ 1 RS S kd(z)
~ wo(z) (1 — kd(x)) ! ké(z) 1—kKd(x) (8.18)
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Ezt behelyettesitve:
ko (x)?
k(1) <Pl 77— =—

1—kd(x)
Esetiinkben v = H(x ") !g(xT), igy a 3.37 lemma alapjan
||UH < Hng:Jr _ (5($+)

T 1—ak|Az|, 1-—axd(z)
Mivel k(1) = 6(z1)?, ezért behelyettesitéssel kapjuk, hogy

T ko (x)?
5(zh)? =k(1) < 1 _5(04,:;(95) 1 —55@6)(36)

Mindkét oldalt a §(zT) értékkel osztva kapjuk az allitast.

3.4.5. Onkorlatozo fiiggvény minimumhelyének létezése

Ebben a részben megadjuk a ¢ minimumhelyére vonatkozo sziikséges és elégséges fel-
tételeket. Megmutatjuk, hogy ha a minimumbhely létezik, akkor egyértelmi is. Ezt az
egyértelmd minimumot — feltéve, hogy létezik — jeldlje z*. A fejezet végén levezetiink még

néhany becslést a ¢(x) — ¢(2*) és || — x*||, értékekre. Kezdjiik két egyszert lemmaéval:

3.41. Lemma. Legyen x € D és 0 # h € R™ olyan, hogy © + h € D. Ekkor

W (g(z +h) — g(x)) > % (3.19)
oz +h)—d(x) > hig(z)+ M. (3.20)

2
Bizonyitas: A 3.36 lemma alapjan
1 1
(gl ) = (@) = [ W HGe bl da = [ B2, da >
0 0

2 2
- / 1[5 o — IRl
“J Wraslal )P Tk lAlL
ami igazolja az els6 egyenlGtlenséget. Ezt az egyenlGtlenséget felhasznalva kapjuk, hogy
1
o +1) = 6la) = hTg(a) = [ W7 (g(a + ah) — g(a)) da >

0
1

/ alblly o _ slkl—log( + xRl _ (s lhl,)

>

— = . O
1+ ax|h|, K2 K2
0
3.42. Lemma. Legyen v € D és 0 # h € R™ olyan, hogy x + h € D, és legyen ||h||, < 1.

Ekkor

A (g(z 4+ h) — g(x)) < %
dle+h) =) < hig(z)+ M%yh“)
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Bizonyitas: Az el6z6 bizonyitashoz hasonléan most is a 3.36 lemmaéat hasznéljuk:

1 1

h%¢x+m—g@»:/ﬁﬁﬂmﬂmmda:/ﬂwgwdag

</ L 121
~J (-ax|n],)? 1—r|Al,’

ami az elsé egyenlGtlenség. Ezt az egyenlGtlenséget felhasznalva:

1

b+ h) — dx) — Wg(x) = / W (g(z + ah) — g(z)) da <

1
2
oy R L [T S TR I

L—ar|hl, K2 K2 ’
0
amivel belattuk az allitast. O
A szokasos modon, minden z € D-re legyen 6(z) = ||Az||,, ahol Az az z-hez tartozo

Newton-lépést jeloli. Most belatjuk, hogy ha §(z) < % valamilyen x € D-re, akkor ¢-

nek van minimumbhelye. Megjegyezziik, hogy ez a megleps eredmény azt mutatja, hogy
¢ valamilyen lokalis jellemzGje egy globalis tulajdonsagot, nevezetesen a minimumhely

létezését biztositja.

3.43. Tétel. Legyen §(z) < % valamilyen x € D-re. Ekkor ¢-nek létezik eqyértelmi x*

minimumbhelye D-ben.

Bizonyitas: A bizonyitas azon a megfigyelésen alapul, hogy a

{y €eD:oy) < o(x)} (3.21)

szinthalmaz kompakt, ahol z-re teljestilnek a tétel feltételei. Ez a kdvetkezGképpen igazol-
hato:
Legyen y € D. Az y = = + h jelolést hasznalva a 3.41 lemmabol kovetkezik, hogy
K ||k K ||k

- , (3.22)
ahol kihasznaltuk, hogy definicié szerint az x-beli Az Newton-lépésre H(x)Az = —g(x).
Mivel

W H(z)Az < ||hll, [|Az]l, = 2], (=),

ezért

8(0) — o(x) = — |l o(z) + L)

Tehat ha ¢(y) < ¢(x), akkor

VIR
ChL S @) <1 (3.23)
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A ¢ = k||h]|, jelolést hasznalva kénnyen belathat6, hogy ¢(£)/¢ monoton né & > 0
esetén, ¢és 1-hez tart, ha & — oco. Ezért 6(z) < & alapjan a (3.23) egyenlStlenségbdl
arra kovetkeztetiink, hogy  ||h|, feliilrél korlatos. Ez egyben azt is jelenti, hogy a (3.21)
szinthalmaz korlatos, igy ¢-nek létezik egy x* minimumhelye. Végiil a 3.35 kévetkezmény

alapjén ez a minimumhely egyértelmai. O

A kovetkezd példa azt mutatja, hogy a fenti eredmény éles.
3.44. Példa. Legyen ¢ > 0 rogzitett, és tekintsiik az alabbi f. : (0,00) — R fiiggvényt:
fe(x) =ex —logx, x > 0.

Ez a fiiggvény 1-6nkorlatozo. A derivaltak:

fe)=e—1, )=
Ezért
1\2
d(z) =[x (5—;) = |1 —ex|.
Tehat € = 0 esetén d(z) = 1 minden = > O-ra. Mivel fo(x) = —logx, ezért fo(z)-nek nincs

minimumhelye. Masrészt viszont ha € > 0, akkor 0 (%) =0<1l,ésaz= % egy minimumhely.

3.11. Feladat. Legyen 0(x) > % minden x € D-re. Bizonyitsuk be, hogy ekkor ¢ nem korlatos,

és ezért nincs minimumhelye D-ben. (Utmutatas: hasznaljuk a 3.39 lemmat.)

3.12. Feladat. Legyen §(z) > + minden x € D-re. Bizonyitsuk be, hogy ekkor a D halmaz nem

korlatos.
A kovetkezd tétel bizonyitasdhoz sziikséges az alabbi feladat eredménye.

3.13. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy s < 1 esetén®

(=s) = sup {st —(t)}.

t>—1

Ebbdl kévetkezik, hogy
P(—=s)+Y(t) >st, s<1,t>-1. (3.24)

3.45. Tétel. Legyen x € D olyan, hogy 6(x) < %, és jelolje =* a ¢ fiigguény egyértelmi

minimumhelyét. Ekkor a 0 := d(x) jelolést haszndlva:

D) < i) — otar) < Y (3.25)
"(ko o o "(—kKd
: E: - s -l <7 - -2 (nm : (3.26)

6A 1) fenti tulajdonsaga azt jelenti, hogy 1(—t) konjugdltja 1 (t)-nek.
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Bizonyitas: A (3.25) els6 egyenlStlensége a 3.39 lemméabol kovetkezik, hiszen ¢ mini-
mumhelye z*-ban van. Tovabba a (3.20) egyenlStlenséghdl és a 3.41 lemmabol h = x* —x

esetén megkapjuk (3.25) masodik egyenl6tlenségét:

h h
o) — () = (07 (o) + LD 5y, oy 4 I
1 Y (—kKo
> (el w0 G ol ) 2~
ahol a mésodik egyenl6tlenség azért all fenn, mert
() g(x) = — (b)" H(@)Ax < |l |Asl, = Al 5) = A5, (3.27)

a negyedik egyenlStlenség pedig a (3.24) becslésbdl kovetkezik.
A (3.26) egyenlStlenség bizonyitasahoz elszor a (3.27) sor és a 3.41 lemma (3.19)
pontja alapjan felirhatjuk, hogy

M gy < a8
L+ &R, — -
A ||h||, kifejezéssel osztva kapjuk, hogy
Iml,
L+wlhl, =
ahonnan atrendezés utan:
) Y’ (—kK0)
IAll, € ——==~— ,
1— ko K

ami igazolja (3.26) masodik egyenl6tlenségét.

Vegyiik észre, hogy 3.26 elsé egyenldtlensége trivialis, ha & ||h]|, > 1, mert ﬁ < %,

ezért feltehetjiik, hogy 1 — x |||, > 0. Legyen 0 < o < 1 esetén
k(a) == g(a* — ah)" H(x) g(z).

Ebb6l £(0) = 0 és k(1) = §(x)? =: 6. A 3.10 feladat eredményét és a Fiiggelékben szerepls
A.1 altalanositott Cauchy-egyenlGtlenséget felhasznalva irhatjuk, hogy:

h|| 6
E(a) = —h"H(z* — ah)H(z) 'g(z) < 1P, 0() 5.
(L =~x|Al,)
Ebbdl X
h||_ o h|| o
) (1= rllhll,) L—r|lAll,
Mindkét oldalt d-val osztva kapjuk, hogy
|72
o< — e
1=k |lnl],
ami ekvivalens ezzel:
Il > —
T 14k
Tehat készen vagyunk a bizonyitassal. O
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3.4.6. Egy hatékony algoritmus

Most mér minden eszkoziink megvan ahhoz, hogy hatékony modszert tervezziink a
min {¢(z) : x € D}

feladat megoldasara. Tegyiik fel, hogy adott egy 2° € D pont. Szamitsuk ki a §° := §(z°)

értéket. Két esetet kiillonboztetiink meg.

6 < 3-: Ha 6° < 5, akkor 2°-bol kiindulva teljes Newton-lépéseket hasznalunk addig,
amig az z* pont ki nem elégiti a (x*) < ¢ feltételt, ahol € > 0 egy elére adott pon-
tossagi paraméter. A 3.40 lemma alapjan meg tudjuk becsiilni a sziikséges Newton-

lépések szamat: k > 1 esetén a lemma szerint

o 4 [9k60\ %
k < k—12<.”<_
@< o< ot (M)

- 4
4 [9k60\ % -
9k 4 =&

Mindkét oldal logaritmusat véve kapjuk, hogy

ezért §(a*) < ¢, ha

9k4° 9
2 log " §10g£.
4
Megjegyezziik, hogy 9*’;150 < % < 1. Osztva a — log 9’150 értékkel adodik, hogy
log 2ke
p— )
log %~
vagy ami ezzel ekvivalens:
log %
k Z 10g2 T om0
log =~
Mivel — log ¥ > —log %, ezért a folyamat legfeljebb
log %< log ¥ + log ke
log, (Lg) — log, (M) — log, (—2,8188 — 34761 log e)
log 1 10g 1

lépés utan véget ér, és az eredmény egy olyan x € D lesz, amelyre teljesiil, hogy

50 > 3%{: Ebben az esetben roviditett Newton-lépéseket hasznalunk. A 3.39 lemma alapjan
egy roviditett Newton-1épés ¢-t legaldbb a
G (r8) ¥ (5) _ 00457 1

K2

K2 K2 22K2

értékkel csokkenti. Ez alapjan legfeljebb

2217 (¢(2°) — p(a*))
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lépés utéan elérjiik azt a tartoményt, ahol d(x) < i Ekkor teljes Newton-lépésekkel

mehetiink tovabb, és Osszesen
1226 (¢(2°) — ¢(x*)) + log, (—2,8188 — 3,4761 log ke) |

lépés utan olyan x € D-t kapunk, amelyre ||z —z*||, < e. Kénnyen ellendrizhetd
(Maple vagy Mathematica felhasznaldsaval), hogy ke < 107° esetén ez a korlat
kisebb, mint

[22k% ((2") — @(2*)) + 6(1 — ke)] .
Vegyiik azonban észre a fenti korlat hianyossagat is: a ¢(x*) értéket altalaban nem
ismerjiik eldre, ezért a korlatot nem tudjuk kiszdmolni az algoritmus kezdetén. Sok
esetben viszont j6 becslést vezethetiink le a ¢(x?) — ¢(x*) értékre és ebbdl egy felss

korlatot kaphatunk az iteréciok szamara.
3.46. Példa. Tekintsiik a kovetkezSképpen definialt f : (—1,00) — R fiiggvényt:
f(z) =z —log(l+z), z > 0.

A 3.16 példaban megmutattuk, hogy f 1-6nkorlatozo, emellett pedig

T 1

fi(z) = ) f(fﬂ):m,

1+=x

ezért

5() = "},f()) VaE = |a].

Vegyiik észre, hogy x = 0 az egyetlen minimumbhely. Az z-beli Newton-1épés

_ =)
Ax = ) z(1+ ),
amely utan
et =2 —z(l+2)=—2>

A Newton-lépés csak akkor megengedett, ha —z? > —1, vagyis ha () < 1. Ebben az esetben az
elmélet biztositja a megengedettséget. S6t, ha a Newton-lépés megengedett, akkor §(z) = §(x)?,
ami jobb a 3.19 lemma eredményénél. Ha egy roviditett Newton-lépést végziink, ahol a 1épéshossz

o= akkor a kovetkezd pontot igy kapjuk:

1+6(1’)’

v z(1+ ) 0, ha z >0

xT=rx— —+ = )
1+ |z| =2 hax <0.

Vagyis azt kapjuk ebben a példaban, hogy a réviditett Newton-1épés pontos, ha z > 0. Amennyi-
ben —1 < z < 0, akkor

—272
< —2?,

1-2z
és ezért a teljes Newton-1épés jobb eredményt ad, mint a réviditett Newton-lépés. Végiil figyeljiik
meg, hogy ha addig végezziik a Newton-modszert, amig d(x) < e, akkor az x output olyan, hogy
lz| <e.
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3.47. Példa. Legyen
n
¢(x) ==Y log;,
i=1
ahol 0 < x € R™. A 3.15 példdban megmutattuk, hogy ¢ 1-6nkorlatozo, és az elsé- és masodrendii
derivaltja igy irhaté fel:

—€

9(@) = Vo() = —, H(x) = V29(x) = diag ()

Ez alapjan

n

S 1= el = va.

i=1

Ebbél arra kovetkeztetiink, hogy ¢-nek nincs minimumhelye (lasd 3.11 feladat).

3.48. Példa. Tekintsiik most a 3.17 példaban bevezetett ¥ fiiggvényt:
n n
U(z) =Y tp(a) = Yz —log(l+ ),
i=1 i=1
ahol —e < x € R™. A V¥ fliggvény gradiense és Hesse-métrixa:

x
e+’

6(x) = Vo(z) = ——, H(z) = V?¢(x) = diag <W> |

Megallapitottuk, hogy a ¥ fiiggvény 1-6nkorlatoz6. Mindebbdl kovetkezik, hogy

Ennek alapjan x = 0 az egyetlen minimumbhely. Az z-beli Newton-1épés az alabbi:
Az = —H(zx) 'g(z) = —a(e + ),

amely utan

zt =z —z(e+12)=—2°

A Newton-lépés csak akkor megengedett, ha —22 > —e, vagyis ha 22 < e; ez biztosan fennall, ha
0(x) < 1. Megjegyezziik, hogy az elmélet csak ebben az esetben biztositja a megengedettséget.

Tovabba ha a Newton-1épés megengedett, akkor
(™) = [|2%]] < llzll 12l < 8(x)%,

és ez jobb, mint a 3.19 lemma eredménye.

Egy a = 1++(I) lépéshossza roviditett Newton-lépés utéan:
r(e+x
rt =2 — —( )
1+ [lz]|

Ha addig folytatjuk a Newton-modszert, amig 6(x) < e nem teljestil, akkor a kapott z-re fennall

az ||z|| < e egyenlStlenség.
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3.49. Példa. Tekintsiik az f : (0,00) — R
f(z) =zlogx —logz, >0

fliggvényt. Ez a 3.18 példaban vizsgélt entropia-fliggvény barrier-fiiggvénye. Ugyanott lattuk,
hogy f 1-6nkorlatozé. Ekkor

Pa)=""1tioga, /@)=
Ebbél
() = | L@ _ \/<x—1+xlogx>2 _le—1+aloga
f"(x) l+z N

Ebben az esetben x = e az egyetlen minimumbhely. Az z-beli Newton-lépés az aldbbi:

Ap— — f'(x) _ ~z(z—1+zlogz)
f'(x) l+z ’
és egy teljes Newton-1épés utan a
n z(r—1+zxlogz) x(2—zlogx)
€T = r — =
14z 142z

pontba jutunk.

Ha egy a = ﬁ(x) lépéshosszi roviditett Newton-lépést végziink, akkor a

_z(z—1+zlogw)
(14 ) (1+ dx)

T

pontba jutunk.
Ezt a példat egy numerikus kisérlettel fejezziik be. Ha a kezd&pont x = 10, akkor az aldbbi
tablazat szerinti értékeket kapjuk eredményiil. Ebben a tablazatban k az iteracié szamat, zF a

k-adik iterandust jeloli, §(x*) a kozelségi mérték a*-ban, ay pedig a lépés mérete a k + 1-edik

iteracioban.

zk

f (@)

5(zF)

093

© o0 N O Ut ke W Ny = O

10,00000000000000
7,26783221086343
5,04872746432087
3,33976698811526
2,13180419256384
1,39932346194914
1,07453881397326
0,99591735745291
0,99998748482804
0,99999999988253

20,72326583694642
12,43198234403589
6,55544129967853
2,82152744553701
0,85674030296950
0,13416824208214
0,00535871156275
0,00001670208774
0,00000000015663
0,00000000000000

9,65615737513337
7,19322142387618
4,97000287092924
3,05643368252612
1,55140872104182
0,56132642454284
0,10538523300312
0,00577372342963
0,00001769912592
0,00000000016613

0,09384245791391
0,12205211457924
0,16750410705319
0,24652196443090
0,39194033937129
0,64048105782415
1,00000000000000
1,00000000000000
1,00000000000000
1,00000000000000

Ha x = 0,1-bdl indulunk, akkor a kévetkezs tablazatot kapjuk:
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zk

f (@)

§(zF)

Qg

© o0 N S Ot e W N

—_
o

0,10000000000000
0,14945506622819
0,22112932596124
0,32152237588997
0,45458940014373
0,61604926491198
0,78531752299982
0,96323307457328
0,99897567517041
0,99999921284500
0,99999999999954

2,07232658369464
1,61668135596306
1,17532173793649
0,76986051286674
0,42998027395695
0,18599661844608
0,05188170346324
0,00137728412903
0,00000104977911
0,00000000000062
0,00000000000000

1,07765920479347
1,05829223631865
1,00679545093710
0,90755746327638
0,74937259761986
0,563678522950535
0,30270971353625
0,05199249905660
0,00144861398705
0,00000111320527
0,00000000000066

0,48131088953032
0,48583965986703
0,49830688998873
0,52423060340338
0,57163351098592
0,65070901307522
1,00000000000000
1,00000000000000
1,00000000000000
1,00000000000000
1,00000000000000

3.5. Specialis szerkezeti feladatok

3.5.1. Bevezetés

Ebben a fejezetben megmutatjuk, hogy a logaritmikus barrier-fliggvény néhany fontos
optimalizalasi feladattipus esetében oOnkorldtozo. Néha a feladat logaritmikus barrier-
fiiggvénye nem onkorlatozo, ilyenkor ujrafogalmazzuk a feladatot. A szemidefinit opti-
malizalassal foglalkozo utolso alfejezet kivételével den Hertog és Jarre munkait kovetjiik
(1. 19, 15, 21]). A szemidefinit optimalizalas alkalmazasa irant érdekl6ds olvasoknak Van-
denberghe ¢és Boyd munkait ajanljuk (1. pl. [49]).

Miel6tt a feladatokkal foglalkoznénk, el6szor néhany olyan allitast mondunk ki, ame-

lyek sokat segitenek az onkorlatozo fiiggvények felismerésében.

3.5.2. Az onkorlatozé fiiggvények kompozicios szabalyai

Az alabbi lemmak az 6nkorlatozo fiiggvények kompoziciés szabalyait adjak meg.

3.50. Lemma (Nesterov és Nemirovski, [34, 35]). Legyen p; ki-onkorldtozé az F?

halmazon, i = 1,2, és py, p» € RT. Ekkor a p1p1 + pawps fiigguény k-inkorldtozé a FY N FY
Legyen o k-6nkorldtozé a F° halmazon és legyen B(y) = By + b : R¥ — R™ olyan
affin leképezés, amelyre B(R*) N F° £ 0. Ekkor p(B(.)) k-dnkorldtozd az {y : B(y) € F°}

halmazon.

halmazon, ahol k = max {
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A kovetkezd lemma szerint ha f(x) harmad- és masodrendi derivaltjanak hanya-
dosa feliilré] becsiilhets — >~ | log x; segitségével, akkor a megfelelS logaritmikus barrier-
fiiggvény onkorlatozo. Ez az allitas a kovetkezGkben nagyban leegyszertsiti a bizonyita-

sokat.

3.51. Lemma. Legyen f(x) hdromszor folytonosan differencidlhatd, konvez fiigguény az

FO halmazon. Ha létezik olyan 3, amelyre minden v € F° és h € R™ esetén teljestil, hogy

V2 f(2)[h, hy h]| < BTV f(2)h Z (3.28)

akkor a
f(x -
ota) = 1 S 0ga,
i=1

fiigguény minden p > 0 esetén (1 + %ﬁ)-b’nk’orldtozo’ az F° halmazon, valamint a
W(t,x) := —qlog(t — f Zlogxl

fiigguény minden q > 1 esetén (1 + %ﬁ) -onkorldtozo az R x F° halmazon.

*Bizonyitas: A lemma elsg részének bizonyitasaval kezdjiik. Mivel a (3.28) egyenlstlenség skalazas-
fiiggetlen, ezért feltehetjiik, hogy p = 1. Egyenesen kovetkeznek az alabbiak:

Vo()Th = z)Th — Z— (3.29)
x;
=1
h?

WI'V2p(z)h = thzf(x)h—i—Zx—; (3.30)
V3 h,h,h] = N3f(x)[h,h,h] — thi 3.31
p(x)[h,h,h] = V°f(z ng, (3.31)

i=1 ?

Megmutatjuk, hogy
1 2

(V3o (x)h, h,h]))* < 4 (1 + 35> (K" %p(x)h)’ (3.32)

amibdl a lemma els része kovetkezik. Mivel f konvex, ezért a (3.30) egyenlet jobboldalan 1évs két kifejezés

nemnegativ, tehat a jobboldal felirhato
hI'V2p(x)h = a® + b (3.33)
alakban, ahol a,b > 0. A lemma (3.28) feltétele alapjan
V3 f(z)[h, h, h]| < Ba’b.
A (3.8) becslés felhasznalasaval kapjuk, hogy

D

n g2 3 ,
< E Zi)l o=y
=1t B .’IJ2 ,

=1 1

igy (3.31) jobboldala feliilr6l becsiilhets az alabbiak szerint:

(V30(2)[h, b, h]| < Ba®b + 20°. (3.34)
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Koénnyen belathatd, hogy
1 \2
(Ba2b+26%)* < 4 <1 + 35> (a® +0%)° .

A (3.33) és a (3.34) egyenl6tlenséghdl egyszertien kovetkezik a (3.32) becslés, ezzel a lemma els6 részét
belattuk.
Most belatjuk a lemma mésodik felét. Legyen

ho
55:(2) h= : és g(z) =t — f(z),
I
ekkor
W(@) = —qlogg(#) - logw; (3.35)
v ()Th = qv";((?;h - zn:Z— (3.36)
0 - hTV2g(%)h Vg(#)Th)?? k2
WIV2p(2)h = —q g(§§ ) +q( “C;((;)Q ) +;x—2 (3.37)
V(@) b = 7qV39(r?)[~h»hah} +3q(hTVzg(i)ﬁ)Vg(»%)Th B
9(%) 9(%)?
gy VI@h) 3 h;: (3.38)
g9(z)? o1 T
Megmutatjuk, hogy ,
(V34(&) [, h, h])* < 4 (1 T ;ﬂ) (KT (@)h)° (3.39)

amibdl kovetkezik az allitas. Mivel g konkav, igy a (3.37) egyenlet jobboldalan 1évé mindharom kifejezés

nemnegativ, tehat a jobboldal felirhato
WIV2(@)h = a® +b% + ¢ (3.40)

alakban, ahol a,b,c > 0. A (3.28) feltétel alapjan

3 ~
’v g(x)[Nhﬂhw h] ’ < ﬁaQC,
9(2)
igy (3.38) jobboldala az alabbiak szerint becsiilhets:
|V29(Z)[h, b, h]| < Ba’c+ 3a®b + 2b° + 2¢°. (3.41)

A szamtani és mértani kozép kozotti Osszefliggést a paratlan kitevsji tagokra alkalmazva konnyen belat-

hato, hogy
2
1 .
(ﬁazc + 3a’b + 2% + 203)2 <4 (1 + §ﬁ) (a2 +b% + 02)3 .
A (3.40) és a (3.41) osszefiiggésekbdl azonnal kovetkezik (3.39). Ezzel a lemmat teljesen belattuk. O

A kovetkezs részben a (3.28) feltétel ellendrzésével néhany nemlinearis optimalizalasi
feladat esetében megmutatjuk, hogy a logaritmikus barrier-fliggvény onkorlatozo. Gyak-
ran felhasznaljuk, hogy a —log(—g;(z)) fiiggvény 1-6nkorlatozo az értelmezési tartoma-
nyan, ha g;(x) linearis vagy konvex kvadratikus fiiggvény. Ha g¢;(z) linearis, akkor ez a

3.14 példa és a 3.50 lemma felhasznalédsaval azonnal kovetkezik.
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3.15. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy ha g;(x) konvex kvadratikus fiiggvény, akkor —log(—g;(z))

1-6nkorlétozo az értelmezési tartomanyan.

A kovetkezs fejezetekben a belsépont-feltételt csak akkor tessziik fel, amikor a loga-

ritmikus barrier feladatokat vizsgaljuk.

3.5.3. Entropiaoptimalizalas (EO)

Az entropiaoptimalizélasi feladat primél alakjat a kdvetkezSképp definialjuk:

n
.
min ¢’ x + g x; log x;
i=1

Az =1 (EOP)

ahol A € R™" b e R™és c € R". A 3.18 példa és a 3.50 lemma els§ kompozicids
szabalya alapjan a logaritmikus barrier-fiiggvény 1-6nkorlatozo.

Most levezetjiik a feladat dualjat. Ha az x > 0 nemnegativitési feltételt
xelC:={x:x >0},
alakban irjuk, akkor az (EOP) feladat Lagrange-duélja

sup {¥(y)}

ahol
Y(y) = inf (L(z,y)),

zeC

és L(z,y) jeloli (EOP) Lagrange-fiiggvényét:

L(z,y) = 'z + le log v; — y* (Az —b).

i=1
Rogzitett y mellett L(x,y) konvex z-ben. S6t, L(x,y) végtelenhez tart, ha x valamely x;
koordinataja a végtelenhez tart, és az x; szerinti parcialis derivalt is a végtelenhez tart,
ha x; 0-hoz kozelit. Ebbdl arra kovetkeztetiink, hogy L(z,y) alulrdl korlatos. A fiiggvény

akkor veszi fel a minimumat, amikor a gradiens 0-va valik. L(z,y) gradiense
c+e+logax — ATy,
igy L(z,y) minimalis, ha
loga:i:a;fpy—ci—l, 1<i<n,
ahol a; jeloli A i-edik oszlopét. Innen x meghatarozhato:

Ty o .
r; =e% ¥4l 1< <n.
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A behelyettesitéseket elvégezve:
wy) = a4 3 o — ¥ (Ax —b) =
i=1

:cT:E+in (afy—ci—1) —y"(Az —b) =

=clo+yTAx — T x—Z% T(Az —b) = by sz—bT Z ay—c,i—l’

=1 =1

igy megmutattuk, hogy (EOP) Lagrange-duélja
max b’y — Z etiv—a1, (EOD)
Meglep6 modon egy feltétel nélkiili konvex optimalizalési feladatot kaptunk.

Dualitasi eredmények

Bizonyitasok nélkiil dsszefoglaljuk az entropiaoptimalizalasi feladatok alapvets dualitési

tulajdonsagait. A részletek megtalalhatok Kas és Klafszky [23] munkajaban.

3.52. Lemma (Gyenge dualitas). Ha x az (EOP) feladat megengedett megolddsa és y
az (EOD) feladat megengedett megolddsa, akkor

n

'z + z”: zilogz; > by — Z el y=ei=1

=1 =1

és eqyenldség pontosan akkor dll fenn, ha minden i = 1,..., n-re teljesiil, hogy
T; = — el ymeil (3.42)
A tovabbiakban az (EOP) feladat megengedett megoldasainak halmazat jelolje P.

3.53. Kovetkezmény. Ha (3.42) fenndll eqy adott x € P és y € R™ esetén, akkor

mandkettd optimdlis megoldds és a dualitdsrés 0.
Amint lattuk, mind az (EOP), mind az (EOD) konvex optimalizalasi feladat.

3.54. Tétel. Ha (EOP) kielégiti a Slater-reqularitdsi feltételt és

V:inf{y:cTac"‘—i—Zx;klogac;k :xEP} > —00

=1

akkor létezik olyan y* € R™ optimdlis megoldds, hogy

n
T
:bTy*_E e Y —¢ci 1.
i=1
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3. A nemlinearis optimalizalas bels6pontos modszerei

Ha
v = sup {bTy — Z e“iTy_Ci_l} < 00
i=1

akkor létezik olyan x* € P optimdlis megoldds, hogy

v=cla"+ Zx;‘ log z;.
i=1
Figyeljiikk meg, hogy bar az EO feladatok nemlinearisak, semmilyen regularitasi feltétel
nem sziikséges a nulla dualitasrés biztositasahoz. Az (EOP) primal feladatnak mindig van
optimélis megoldasa, ha van megengedett megoldasa, vagy, ami ezzel ekvivalens, ha a

duél-célfiiggvény korlatos.

Altalanositott EO (GEO)

Az altalanositott entropiaoptimalizalasi feladat a kovetkezd:

min ¢’z + Z fi(x;)
i=1

Ar =1 (GEO)
z >0,

ahol minden ¢ indexre létezik olyan x; pozitiv szam, amelyre az f; : (0,00) — R fiiggvény

kielégiti az alabbi feltételt:
7)) < m LD,
T
Az x;log x; entropiafiiggvény logaritmikus barrierje, x; logx; — log x;, nyilvanvaldéan kie-
legiti ezt a feltételt (3.18 példa). A GEO feladatokat Ye és Potra [40] valamint Han és

tarsai 7 [14] tanulméanyoztak.

3.55. Lemma. A (GEO) dltaldnositott entropiaoptimalizdlasi feladat logaritmikus

barrier-figguénye (1 + % max; Iii) -onkorlatozo.
Bizonyitas: A 3.50 lemmat felhasznalva elég belatni, hogy

fi(z;) — log z;

(1 + %rk;)-6nkorlatozo. Mivel
1
7 ()| < miff () —,

X

igy 3.51 lemmat felhasznéalva készen vagyunk. a

"Ebben a cikkben azt talaljuk, hogy ezek a feladatok nem teljesitik az dnkorlatozasi feltételt. A ko-

vetkez6 lemma ennek ellenkez§jét bizonyitja.
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Lattuk, hogy az entropiaoptimalizalési feladat dualja

n

To_
max bly — g g%yl
i=1

(EOD)

ami egy feltétel nélkiili feladat, igy nincs természetes logaritmikus barrier-fiiggvénye. A

kovetkezs helyettesitést alkalmazva atirhatjuk a feladatot:
z; = e“?y’ci’l, 1<i<n.
Ekkor z; > 0, és az alabbi ekvivalens feladatot kapjuk:
max by — Zn: 2
i=1

aiTy—ci—l—logziSO, 1 <4
2z >0, 1<1

IN

n

IN

Figyeljik meg, hogy az elsé feltétel:
aly—c;—1—1logz <0

ekvivalens a kovetkezGvel

T i —
eaiy c; 1§Zi7

n.

(EOD’)

valamint, mivel maximalizalunk, ezért ez az optimumban minden i-re egyenlséggel fog

teljesiilni. Igy (EOD’) logaritmikus barrier-fiiggvénye:

T no_ n -
EDY SN Zlog (log 2 — aj y + ¢ + 1) —210g2i~
j=1

I

j=1

Megmutathato, hogy ez a barrier-fiiggvény 2-6nkorlatozo. Az elsé tag lineéris, igy 0-

onkorlatozo. A kovetkezd feladatbol és a 3.50 lemmébol kovetkezik, hogy a masodik tag

2-6nkorlatozo. Tovabbi részletek talalhatok Jarre [21] munkajaban.

3.16. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy a

o(t,x) := —log (logt —x) —logt, t>0,x € Rlogt—xz>0

fliggvény 2-onkorlatozo az értelmezési tartomanyan.

3.5.4. Geometriai optimalizalas (GO)

A geometriai optimalizalas primal feladatat a kovetkezképp definialjuk:

Legyen {I},_, az I = {1,...,n} indexhalmaz egy particioja, tehat

UL={1....n}es LnI, =0 hak # L.
k=1
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Legyen b € R™, valamint minden ¢ € [ esetén a; € R™, ¢; € R adott. A primal GO
feladat az alabbi:

max by
:ZeaiTy*ci <l,k=1,...,r (PGO)

i€y,

Megjegyzés: Itt és a fejezet tovabbi részében e a természetes alapt logaritmus alapjat

jeloli, és nem az egyesekbdl allo Osszegzévektort!

Pozinom optimalizalas

A GO feladatok gyakran mas ekvivalens forméban jelennek meg, ez az ugynevezett pozi-

nomidlis alak.

m m

E Z] 1@ijY;—Ci E e_cz | | eawyj . E 1e% | | ey] (€7 — E o | |7—

Zelk le]k 1€Ik lGIk ] 1

ahol a; =e™% > 0 ¢és 7; = e% > 0. A fenti polinomialis kifejezést pozinomidlisnak hivjuk,
mivel minden «; egyiitthato és minden 7; valtozo6 pozitiv. Figyeljiik meg, hogy a 7; = €%
helyettesités konvexszé teszi a pozinomot.

A tranzisztorméretezési feladatot, amelynek soran aramkorkésleltetési feltételek mel-
lett az dramkor aktiv teriiletét minimalizaljak, pozinom feladat segitségével modellezték
¢és oldottak meg [45].

GO dual feladat

A (PGO) feladat Lagrange-dualjat atalakitva

min ¢’z + ¢(x)

Ax =b (DGO)
x>0,
ahol
= ; (szlogxz (Zx,) log (sz>)
k=1 \i€ly i€l i€l
Har =1és ), ., 2 = 1, akkor (DGO) primal entropiaoptimalizalasi feladatta (EOP)

valik. Ezzel az esettel talalkozhatunk a statisztikai informacidéelmélet alkalmazasakor.

A fenti dual feladat levezetése meghaladja e jegyzet kereteit. A bizonyitast Duffin,
Peterson és Zener [11] valamint Klafszky [24] kényvében talalhatjuk meg. Csupan meg-
emlitjik, hogy a dudl levezetéséhez fel kell hasznalni, hogy ¢(x) felirhato a kovetkezd

176



3.5. Specialis szerkezetti feladatok

alakban:

valamint hogy ezt a kifejezést az altalanositott szamtani-mértani kozepek kozotti egyen-
16tlenség felhasznalasaval becsiilhetjiik.®

3.17. Feladat. Lagrange-dualitiast hasznalva vezessiik le a geometriai optimalizilasi feladat

(DGO) dualjat a primal (PGO) feladatbol.
Dualitasi eredmények

Itt csupéan Osszefoglaljuk a (GO) feladatok alapvets dualitési tulajdonsagait.

3.56. Lemma (Gyenge dualitas). Ha y a (PGO) feladat megengedett megolddsa és x
a (DGO) feladat megengedett megolddsa, akkor

by < o+ ¢(z).
Az egyenldség pontosan akkor teljesiil, ha minden k =1,...,r és j € I} esetén

€Ty = Ga?yicj Z ZT;. (343)

A (DGO) és a (PGO) feladatok megengedett megoldasainak halmazat jelélje rendre D és
P.

3.57. Kovetkezmény. Ha (3.43) teljesil valamely x € D ésy € P esetén, akkor mind-

kettd optimadlis megoldds és a dualitdsrés 0.

Az alabbi észrevételek legtobbje trivialis, néhany viszont nemtrividlis bizonyitast igényel.

8 Az altalanositott szamtani-mértani egyenlGtlenség szerint

i=1

«;

n « Bi
i=1 A
> 2 )
B ll;ll (@)

n
Bi
i=1

ahol a = (ay,..., ) > 068 8= (B1,...,0,) > 0. Az egyenlGség pontosan akkor all fenn, ha o = \j
valamely nemnegativ A esetén. Altalanosabb értelemben az egyenl6tlenség fennall 3 = (B, ..., 8,) > O-ra

(5 -

is, ha éliink az

feltevéssel.
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3.58.

(PGO) konvex optimalizélasi feladat.
(DGO) konvex optimalizéalasi feladat.

Bizonyitas: ¢(z) = Z ¢r(x) ahol a
k=1

fliggvény elsg-fokon pozitiv homogén (vagyis ¢p(Ax) = A@x(z) minden A > 0-ra) és
szubadditiv (ami azt jelenti, hogy ¢p(z! + 22) < gp(x') + ér(2?)).

Ha |Ix| =1 Vk, akkor a (PGO) feladat linearis optimalizalasi feladatta valik.

Ha z a (DGO) feladat optimélis megoldasa és x; = 0 valamely ¢ € I esetén, akkor
2, =0,Yi¢€I,

G (y) logaritmikusan konvex (azaz log G (y) konvex). Ez kénnyen adodik a Holder-

egyenlStlenséghol.”

Tétel. 1. Ha (PGO) kielégiti a Slater-reqularitdsi feltételt és v = sup{b’y : y €

P} < oo, akkor létezik olyan x* € D optimdlis megoldds, amelyre v = cTx* + ¢(z*).

Ha (DGO) kielégiti a Slater-reqularitdsi feltételt és v = inf{c"x + ¢(z) : * € D} >

—o00, akkor létezik olyan y* € P optimdlis megoldds, amelyre v = b7 y*.

Ha mind a (PGO), mind a (DGO) feladatnak van megengedett megolddsa, de se-

melyik sem teljesiti a Slater-regularitdst, akkor

sup{b’y : y € P} = inf{c"x + ¢(z) : v € D}.

“Bizonyitas: (Vazlat) A tétel elss két allitasa kovetkezik a konvex Farkas-tételbdl vagy a Karush—
Kuhn—Tucker-tételbsl. A harmadik pont bizonyitasa az alabbi néhany lépésbdl all.

A dual feladatbol elhagyjuk azokat az x; valtozokat, amelyek minden duil-megengedett megoldas-
ban 0-val egyenlGek. Az igy kapott feladatot jelolje (DGO, ).

Bizonyitjuk, hogy (DGO) és (DGO,) ekvivalens.

Bizonyitjuk, hogy (DGO,) Slater-regularis.

Meghatarozzuk a (DGO,) feladathoz tartozé (PGO,) primal feladatot.

A tétel masodik 4llitasa alapjan a (PGO,) feladatnak létezik optimalis megoldasa, és az optimalis
célfiiggvény-érték megegyezik (DGO,) optimalis célfiiggvény-értékével.

Végiil belatjuk, hogy (PGO) és (PGO,) optimalis célfiiggvény-értékei megegyeznek.

9A Holder-egyenl6tlenség szerint

n " X/ 1-X
S (Se) (29)

i=1

ahol (Oél,Otg,...,Oén)ZO, (51,52,...7ﬂ")20é80§>\§1.
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A GO feladat barrier-fiiggvényei

3.59. Lemma. Mind a (PGO), mind a (DGO) feladat logaritmikus barrier-figgvénye

2-6nkorldtozo.1°

*Bizonyitas: A bizonyitast a dual GO feladatra adjuk meg. A 3.50 lemma miatt elég belatni, hogy

adott k esetén az aldbbi logaritmikus barrier-fiiggvény 2-6nkorlatozo:

= Z x;logx; — ( Z :m) log ( Z xz> — Z log x;. (3.44)

i€l i€l i€l i€l
Az egyszertiség kedvéért a tovabbiakban elhagyjuk a szummaék alatti ¢ € Iy, kifejezéseket. Felhasznalhatjuk
a 3.51 lemmat, igy elég azt belatnunk, hogy 5 = 3 esetén a (3.28) egyenl6tlenség teljestiil az

= Z:pZ log x; — (Z zz> IOg(Z xl)

fiiggvényre, vagyis a kovetkezd egyenlGtlenséget fogjuk bizonyitani:

3 )3 2 )2 2
|Zm (X hi) 33(2}; (ZZ};) > Z% (3.45)

wi ()

ahol z; > 0 és h; tetszGleges. Az egyenlGtlenség belatasahoz legyen
h;j
h; — by i |-
2T

Zw%ﬁz =0.

Ezt a helyettesitést hasznélva a (3.45) egyenlStlenség baloldalat atirhatjuk igy:
h3 hj
T ) [ )
2 (hi 2 g2l >‘ <
‘Zf (mz ij Z%)‘ ‘Zf < ij B
<Z§2| il +2Zg2|2 i <3 & Zhl, (3.46)

ahol a legutobbi egyenlGtlenség azért teljesiil, mert

i
o S\

mh—t

§i =

Vegyiik észre, hogy

N )

;’

és
Y5 () = Y= (Tm)” .47

Itt az utolso egyenlStlenséghez felhasznéltuk a Cauchy-Schwartz egyenlGtlenséget is. Mivel a bizonyitando

2 h;
36N

alakban, igy a (3.46) felhasznalasaval belattuk az allitast. O

(3.45) egyenl6tlenség jobb oldala felirhato

10Ey7 latszolag ellentmond a [26]-ben talalhato allitdsnak, amely szerint az onkorlatozasi tulajdonsag
nem teljesiil a dual feladatra. Azonban észre kell venniink, hogy a logaritmikus barrier-fliggvény énkorla-
tozasi tulajdonsaga fligg a dual feladat konkrét alakjatol. Mi lényegében azt mutatjuk meg, hogy a dual

feladat atirhat6 olyan alakra, amelyben a barrier-fliggvénye onkorlatozova valik.
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3.5.5. [,-norma optimalizalas (NO)

A primadl [,-norma optimalizalasi feladat

Az €l6z6 alfejezethez hasonloan legyen {Ii},_; az I = {1,...,n} indexhalmaz egy parti-
cioja:

Un={1...n}eshinli=0hak+#¢,
k=1

és legyen p; > 1, ¢ = 1,...,n. Tovabba legyen minden ¢ € [ esetén a; € R™, b; €
R™, ¢; € R. Ekkor a primal [,-norma optimalizalasi feladat az alabbi moédon irhato fel
(lasd [37, 36, 38, 47]):

max 71"y

1
Gi(y) == Z . |G;Fy -G

Py —dp <0, k=1,...,7, (P1,)
ien, P

Koénnyen belathato, hogy (Pl,) konvex optimalizalasi feladat. A fenti kifejezésben talal-
hato abszolut-érték ellenére a Gy (y) fiiggvény akarhanyszor differencialhato.
Az [,-norma optimalizalas elég altalanos ahhoz, hogy tébb kordbban targyalt problé-

méat egyszerre altalanositson:

e ha minden k esetén Iy = (), akkor a (Pl,) feladat LO feladatta valik;

e ha egy kivételével minden I, = (), tovabba a nemiires I, esetén p; = 2 minden

i € I-ra, akkor a (Pl,) feladat linearisan korlatozott konvex kvadratikus feladat;

e ha minden i esetén p; = 2, akkor (Pl,) kvadratikusan korlatozott konvex optimali-

zalasi feladat;

e ha minden k-ra b, = 0, akkor az un. [,—norma kozelitési feladatot kapjuk.

A dual /,-norma optimalizalasi feladat

Legyen ¢; olyan, amelyre teljesiil, hogy p%- + % = 1. Tovabba legyen A az a;, 1 =1,...,n
oszlopvektorokbol, és B a by, k = 1,...,r oszlopvektorokbol allo matrix. Ekkor az [,-

norma optimalizalasi feladat (Dl,) dualja (1. [37, 36, 38, 47]):

qi

: 1|z,
. T T (2
min Y(zr,z) :=co+d z+ z —|—
v 22l
= el
Az + Bz=n (Dl,)
z > 0.

q;
Ha z; # 0 és 2z, = 0, akkor z oo-nek van definidlva. Ha x; = 0 minden ¢ € [ -re és

2z = 0, akkor a

Zi
2k

x; qi

2k

Zk
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3.5. Specialis szerkezetti feladatok

kifejezést O-nak definialjuk.
A (Dl,) feladat is konvex optimalizalasi feladat. Ez abbol kévetkezik, hogy

Z izgi_l |

iel,

i

pozitiv homogén és szubadditiv, tehat konvex. Tovabba a duél megengedett megoldasok
halmaza — nem sziikségképpen zéart — poliéder.

Mint ahogyan a geometriai optimalizalasnal is, a fenti formula levezetése meghaladja
e jegyzet kereteit. A bizonyitas megtaldlhato Peterson és Ecker [37, 36, 38|, valamint
Terlaky [47] munkaiban.'!

3.18. Feladat. A Lagrange-dual segitségével vezessiik le az [,,-norma optimalizalasi feladat (DIy,)

dualjat a primal feladatbol.

Dualitasi eredmények

3.60. Allitas (Gyenge dualitas). Hay a (Pl,) feladat megengedett megolddsa és (w, 2)
a (Dl,) megengedett megolddsa, akkor

ny <l 2).

Az egyenldség pontosan akkor teljesil, ha minden k =1,...,1r ési € I esetén z,Gi(y) =

0, valamint vagy 2z, = 0 vagy

X T T pi—1
— :sgn(aiy—cl-) |aiy—ci
Zk
Ez utobbival ekvivalens:
T q;i—1
T _ 7
a; y — ¢; = sgn (z;) |[—
Zk

Valojaban (D1,) a (Pl,) feladat kicsit atalakitott Lagrange-(Wolfe)-duéalja.

3.61. Tétel. Az l,-norma optimalizdldsi feladatra teljesiilnek a kovetkezd dllitdsok:

A dual levezetéséhez a kovetkezd egyenlétlenségre van sziikség:

Legyen o, B € R, p,q > 1 és

Ekkor
1 1
af < = lof” + ~ |8
p q
Az egyenlGség pontosan akkor teljesiil, ha

a=sgn(B) |87 vagy = sgn(a) o]’ "
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3. A nemlinearis optimalizalas bels6pontos modszerei

1. Ha (PL,) kielégiti a Slater-regularitdsi feltételt és

v = sup {T}Ty ty € (Pl,)} < oo,

akkor a dudl feladatnak létezik olyan (x*,2*) optimdlis megolddsa, amelyre
Y(z*, 2*) = v.
2. Ha (D1,) kielégiti a Slater-reqularitasi feltételt és

v =inf {¢(z,2) : (x,2) € (Dl,)} > —o0,

akkor a primdl feladatnak létezik olyan y* optimdlis megolddsa, amelyre v = nTy*.
3. Ha mind a (Pl,), mind a (D)) feladatnak van megengedett megolddsa, de egyik sem

Slater-requldris, akkor
max {nTy cy € (Plp)} = inf {¢(z,2) : (z,2) € (DI,)}.

*Bizonyitas: (Vazlat) A tétel elss két allitasa kovetkezik a konvex Farkas-tételbél vagy a Karush—
Kuhn—Tucker-tételbsl. A harmadik pont bizonyitasa az alabbi néhany lépésbdl all.

e A dual feladatbol elhagyjuk azokat az x; € Ij és zj valtozokat, amelyek minden dual-megengedett
megoldéasban 0-val egyenlSek. Az igy kapott feladatot jelolje (Dly),.

o Bizonyitjuk, hogy (DI,,) és (D), ekvivalens.

o Bizonyitjuk, hogy (Dl,), Slater-regularis.

o Meghatarozzuk a (D), feladathoz tartozé (Pl,), primal feladatot.

o A tétel masodik allitasa alapjan a (Ply), feladatnak létezik optimélis megoldasa, és az optimélis
célfiiggvény-érték megegyezik (D1,), optimalis célfiiggvény-értékével.

o Végiil belatjuk, hogy (Pl,) és (Pl,), optimalis célfiiggvény-értékei megegyeznek, tovabba hogy

(P1,)-nek van optimalis megoldésa. -

A primal feladat 6nkorlatozé barrier-fliiggvénye

A primal [,-norma optimalizaléasi feladat dnkorlatozé barrier-fiiggvényének meghataroza-

sdhoz a kovetkezs alakba kell atirnunk a feladatot:
max 77Ty

1
> —titbily—dp <0, k=17

iel, "
<t i=1,...,n
aly—ci<s;,i=1,...,n (P1)
—a?y+cl-<sz,2—1, 1
s> 0.

Belathato, hogy a fenti feladat logaritmikus barrier-fiiggvénye énkorlatozo. Figyeljiik meg,
hogy az atalakitott feladatban 4n+r feltételiink van, mig az eredeti (P1,) feladatban csak

r volt.
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3.5. Specialis szerkezetti feladatok

3.62. Lemma. A (PL) dtalakitott l,-norma optimalizdldsi feladat logaritmikus barrier-
figguénye (14 3 max; [p; — 2|)-énkorldtozd.
*Bizonyitas: Mivel f(s;) := sl p; > 1és 3 = |p; — 2| esetén teljesiil a (3.28) egyenlstlenség, igy a
3.51 lemmabdl kévetkezik, hogy
—log(t; — s¥") —log s;

(1 + % |pi — 2|)—6nkorlétoz(). A 3.50 lemmabdl kévetkezik, hogy az atalakitott primal /,-norma optimali-
zélasi feladat logaritmikus barrier-fliggvénye (1 + %maxi |pi — 2|)—6nkorlétozc’>. O

Ebben a felirdsban a konkordancia-paraméter fiigg p;-t6l. Ennek kikiiszobolésére he-
lyettesitsiik az s < t; feltételeket a veliik ekvivalens s; < tI° feltételekkel, ahol m; = pii,
az s > 0 feltétel helyett pedig vegyiik a ¢ > 0 feltételt. Igy a kovetkezd [,-norma optima-

lizalési feladatot kapjuk:
max n’y

1
Z—tz—i—bgy—dkSO, k‘zl,...,T

icl, 7t
Sigt;ﬁ, 1=1,...,n
al-Ty—CZ-SSi, 1=1,...,n (Plg)
—a?y‘i‘cigsiu i=1,....n
t>0.

A kovetkezd lemma a 3.62 lemma megfelelGje.

3.63. Lemma. A (P17) transzformdlt l,-norma optimalizdldasi feladat logaritmikus barrier
fliggvénye g-dnkorldtozo’.

*Bizonyitas: Mivel f(t;) := —t7", m; <1 és 3 = |m; — 2| mellett teljesiil a (3.28) egyenl6tlenség, igy
y i

a 3.51 lemmé&bol kovetkezik, hogy a
—log(t]* —s;) — logt;
fliggvény (1 + % | — 2\)—6nkorlé,tozé, ahol m; < 1. Hasonl6an, a logaritmikus barrier-fliggvény %—

onkorlatozo. O

A dual feladat 6nkorlatozé barrier-fiiggvénye

A dual feladat ekvivalens a kovetkez feladattal:

1
min ¢’z +dl 2+ Z —t;
=1 1t
slig W <t i€l k=1,...,r
r<s
—r<s (DL)
Ax + Bz
z>0
s >0,

I
=
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3. A nemlinearis optimalizalas bels6pontos modszerei

Vegyiik észre, hogy az eredeti (Dl,,) feladatban r egyenlStlenség szerepel, mig a transzfor-
malt (DI)) feladatban 4n + r.

3.64. Lemma. A (Dl;) dtalakitott dudl l,-norma optimalizdldsi feladat logaritmikus

barrier-fiigguénye (1 -+ ? max;(q; + 1)) -onkorldtozo.

*Bizonyitas: FElég megmutatnunk, hogy

—log(t; — s¥ 2, %) —log 21, — log s;

(1 + \/TQ (¢: + 1))—6nkorlétozé, vagy, ami ezzel a 3.51 lemma szerint ekvivalens, hogy (az indexeket el-
hagyva) f(s,z) := 89279t és 3 = \/2(q + 1) esetén teljesiil a (3.28) egyenl6tlenség. Tehat elég belatni,
hogy

hil* | |hof?
2 (5,2) {0, By ] < Vg + AT (s, 2y A P2l (3.48)
ahol hT' = (hy, hy). Némi atalakitas utan a kovetkezot kapjuk
WIV2f(s,2)h = q(qg—1)s97327972(s2°h? + s32h3 — 2522°h1hy)

= qlg—1)s77327972(2hy — sho)?sz,
valamint
V2 f(s,2)[h, b, B)| = q(q — 1)s" 227972 [(¢ — 2)2°h} — (¢ + 1)s°h3 — 3(q — 1)s2°hThy + 3¢s*zhih3| =

=q(q— 1)s7327972(2hy — shy)?|(q — 2)zh1 — (q + 1)shy| <
< qlg—1)(q+1)s7327972(zhy — sho)?(2 |h1| + s|hal).

Ebbdl kapjuk, hogy

|V3f(s7z)[h,h,h]| < (q+1) (|hl| + |h2|

1l <V2(q+1) I +—|hz|2
W2 f (s, 2)h = 2

z S 22

ezzel belattuk a (3.48) egyenlGtlenséget és vele egylitt a lemmat is. a

Ezen az eredményen a kovetkezd modon javithatunk:

Helyettesitsiik az s% 2, “™ < t, feltételeket a velitk ekvivalens %z, *! > s, feltételekkel,
ahol p; = i, az s > 0 feltétel helyett pedig vegyiik a ¢ > 0 feltételt. Az [,-norma
optimalizalasi feladat tjabb transzformalt duélja ez lesz:

n

min f'z +d 2+ Z iti
i=1 1
s;i<thiz P el k=1,...,r

r<s (DIY)
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3.5. Specialis szerkezetti feladatok

3.65. Lemma. A (DIY) dtalakitott dudl l,-norma optimalizdldsi feladat 2-6nkorldtozd.

*Bizonyitas: A 3.64 lemma bizonyitasidhoz hasonléan belathato, hogy p; < 1 esetén a
—log(t7 2, " —s;) — logt;,

fliggvény (1 + ‘,/Tg(pi + 1))—6nkorlétozé. A bizonyitashoz sziikség van még a 3.50 lemmara is. O

3.5.6. Szemidefinit optimalizalas (SDO)

A szemidefinit optimalizalasi feladatot a 2.5.5 fejezetben vezettiik be. Ott a Lagrange-
dualon alapul6 sztenderd dualizacios modszer segitségével levezettiik a feladat dualjat. A

Legyenek Ag, Ay, ..., A, € R™™ szimmetrikus méatrixok. Tovabbé legyen a ¢ € R"
vektor adott és az x € R™ vektor ismeretlen. A primdl szemidefinit optimalizdldsi feladat

a kovetkezd alakban adhaté meg:
min ¢’z (PSO)
—Ap + Z Apxy, = 0,
k=1

ahol > 0 azt jelenti, hogy a bal oldali matrixnak pozitiv szemidefinitnek kell lennie. Nyil-
vanvaloan a (PSO) primél feladat konvex optimalizalasi feladat, mivel pozitiv szemidefinit
matrixok barmely konvex kombinaci6ja is pozitiv szemidefinit. Az egyszertiség kedvéért

hasznaljuk az aladbbi jelolést:

F(ZE) = —Ao + ZAkxk
k=1

A szemidefinit optimalizdlds dudl feladata az alabbi:

max Tr(A2) (DSO)
Tr(ArZ) = ¢, minden k=1,... ,n, esetén
Z =0,

ahol Z € R™*™ a valtozok matrixa. A (DSO) feladat szintén konvex optimalizalasi feladat,
mivel a matrix nyoma a matrix linearis fliggvénye, valamint pozitiv szemidefinit matrixok
konvex kombinacioja is pozitiv szemidefinit.

Amint lattuk, a gyenge dualitéas fennall (PSO) és (DSO) esetében is (lasd a 101.
oldalt).

3.66. Tétel (Gyenge dualitas). Ha x € R™ primdl megengedett megoldds, Z € R™ ™

dudl megengedett megoldas, akkor

e >Tr(AyZ),
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3. A nemlinearis optimalizalas bels6pontos modszerei

ahol egyenldség akkor és csak akkor dll fenn, ha
F(x)Z =0.

Mivel a szemidefinit optimalizalasi feladat nemlinearis, az erés dualitas csak akkor érvé-

nyes, ha bizonyos regularitasi feltétel, pl. a Slater-regularitési feltétel teljesiil.

3.19. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy (PSO) akkor és csak akkor Slater-reguléris, ha létezik olyan
x € R™, amelyre F'(x) pozitiv definit.

3.20. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy (PSO) és (DSO) akkor és csak akkor Slater-regularis, ha
létezik olyan Z m X m-es szimmetrikus pozitiv definit matrix, amelyre Tr(ApZ) = ¢ minden

k=1,...,n esetén.

A fenti feladat azt mutatja, hogy szemidefinit optimalizalas esetén a Slater-regularitasi
feltétel megegyezik a belsGpont-feltétellel.

A szemidefinit optimalizédlasi feladatok alkalmazésait és a kiilonb6z6 megoldasi mod-
szereket részletesen targyalja a [49] konyv.

Végiil megjegyezziik, hogy a bels6pont-feltétel mellett a
cl'x — plog(det(F(x)))
fiiggvény a (PSO) feladat 6nkorlatozo barrierje, a
Tr(AoZ) + plog(det(2))

fiiggvény pedig a (DSO) feladat énkorlatozo barrierje. Ezek alapjan lathato, hogy a szemi-
definit optimalizalasi feladatok hatékonyan oldhatok meg belsépontos modszerekkel [35].
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A. Fuggelék

Fuggelék

A.1. Néhany technikai allitas

Elsgként a jol ismert Cauchy-Schwarz egyenlGtlenség egy altalanositott valtozatat latjuk
be. A klasszikus Cauchy-Schwarz egyenlGtlenséget megkapjuk, ha a kovetkezs lemmaban

az A = M matrixot hasznaljuk.

A.1. Lemma (Altalénositott Cauchy-Schwarz egyenl6tlenség). Ha A és M szim-

metrikus mdtrizok, amelyekre ‘xTM x‘ < 2T Az, Vx € R", akkor

(a”Mb)* < (a” Aa) (b7 Ab) , Va,b € R".
Bizonyitas: Mivel 27 Az > 0, Vo € R", ezért A pozitiv szemidefinit. Az altalanossag
megsértése nélkiil feltessziik, hogy A pozitiv definit. Ha nem igy lenne, akkor tekintsiik

az A+ el pozitiv definit matrixot minden € > 0-ra, majd végiil vegyiik az ¢ — 0 hatarat-

menetet rogzitett a és b mellett. A lemma trividlis, ha a = 0 vagy b = 0, ezért feltehetjiik,

o al Aa
=\ ap

hogy a és b nem nulla. Legyen

ekkor az .
a’ Mb = 1 ((a+b)"M(a+b)— (a—b)"M(a—1b))
egyenlGségbdl kovetkezGen
1
(a”Mb)* = 1g ((a+0)"M(a+) — (a 1) M(a~ b))’ <
1
<1 ((a+b)TA(a+b)+ (a—b)"Ala—1b)" =
1 1
= o (20" Aa + 27 AB)” = 7 (a" Aa+ b7 Ab)".

Mivel A pozitiv definit és a,b # 0 ezért p joldefinialt és p # 0, igy a helyébe a/u-t és b
helyébe pub-t helyettesitve kovetkezik, hogy

2

(a7 Mb)? = ((%)TM (,m))z <! (%GTAG n ,ﬂbTAb) — (a"Aa) (57 AD)
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ami éppen a bizonyitandé allitas. a

Kérdés: Mit mondhatunk, ha M nem szimmetrikus?
A kovetkez6 lemma becslést ad egy szimmetrikus, homogén trilineéris kifejezés spekt-

ralsugarara. A bizonyitas Jarre-tol [20]| szarmazik.

A.2. Lemma (Szimmetrikus trilinearis kifejezések spektralsugara). Tekintsik
az M € R™™" mdtriz dltal meghatdrozott M : R™ x R® x R* — R szmmetrikus
trilinedris kifejezést. Legyen tovdbbd A : R™ x R" — R eqy szimmetrikus bilinedris

kifejezés, amelyre az A € R™™ mdtrix és a p > 0 skaldr olyan, hogy
Mz, z,2)* < pAle,z® = pllzll’y, Vo € R".

Ekkor
Mz, y, 2]| < pllzll, lyllall2ll 45 V2, 9,2 € R

Bizonyitas: Az altalanossag megsértése nélkiil feltessziik, hogy u = 1, ellenkez§ esetben
A helyébe /1 A-t irhatunk. Az A.1 lemma bizonyitasaban leirtakhoz hasonléan feltessziik,
hogy A pozitiv definit. Az

Mlz,y, 2] = M[A™ 2z, A"3y, A"32]

helyettesitéssel élve még azt is feltehetjiik, hogy A = I az egységmétrix. Azt kell belét-
nunk, hogy
|Mz,y, 2]| < pllzlly lyllo 2]l Vo, y, 2 € R,

feltéve, hogy
\Mz,z,2]| < pllz|3, Vo € R™.

Adott z € R™ esetén legyen M, az a (szimmetrikus) matrix, amelyre teljesiil, hogy
y' M,z = M,[y, 2] := M|z, y, 2], Vy,z € R™.
Elég megmutatni, hogy
[Mlz,y,yll < ulally lyllz, Y2,y € R,
mert a fennmaradé rész az A.1 lemmabdl kovetkezik M = M, esetén. Legyen
o = max {Mz,y,y] : llz]l, = lyll, = 1)

és jelolje T és y ennek a maximalizalasi feladatnak egy megoldéasat. Az T és y-ra vonatkozo

sziikséges optimalitasi feltételbsl kovetkezik, hogy

()= (%)= ()
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A.2. A 3.3 tétel és a 3.4 lemma bizonyitésa

ahol « és § a Lagrange-multiplikatorok. Az (:ET, O) és (O, gT) kifejezésekkel balrél szorozva
kapjuk, hogy a = 0 /2 és f = 0. Ebbdl adodoan

amibdl kovetkezik, hogy M;g = 02y. Mivel My szimmetrikus, ezért i az M egy sajatvek-
tora a o sajatértékkel, amibél kapjuk, hogy

o= |y Myy| = M[y,7,7).

Készen vagyunk a bizonyitéassal. O

A.2. A 3.3 tétel és a 3.4 lemma bizonyitasa

A.3. Tétel. Tegyiik fel, hogy a (CPO) feladatra nem létezik rossz egyenes (lisd a 3.2

definiciot a 127. oldalon). Ekkor az aldbbi hdrom dllitas ekvivalens:
(i) A (CPO) és a (CDO) feladat kielégiti a belsépont-feltételt.
(11) A (3.2) relaxdlt KKT-rendszernek minden p > 0-ra van megolddsa.

(111) Minden w > 0 (w € R™)-ra létezik olyan y és x, hogy

(a) gi(x) < 0,Vj=1,...,m,

() > yVgilx) = ¢ y>0, (A1)
=1

(c) —y;gi(x) = w;, Vy=1,...,m.

Bizonyitas: A (iii) — (ii) és a (it) — (i) Osszefliggések nyilvanvaloak. Csak azt kell
belatnunk, hogy (7)-bdl kévetkezik (ii7).
Tegyiik fel, hogy teljesiil a belspont-feltétel. Legyen

Pi={x:gj(z) <0, Vj} & YV=R!={yeR":y>0}.

Figyeljiik meg, hogy IPC miatt a P° halmaz nem iires és, mivel az F'(z,y) fiiggvény z-ben

konvex és y-ban konkav, ezért (A.1) megoldasai pontosan az

F(z,y) = —c'z + Z yig;(x) + Z wj log y;
j=1 j=1
fiiggvény nyeregpontjai a P x ) halmazon. Ezért csak azt kell belatnunk, hogy F-nek
van nyeregpontja P° x Y-on.
Vegyiik észre, hogy tetszéleges rogzitett = esetén az F(x,y) fiiggvény Y-on a maxi-

mumat az
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pontban éri el, és a maximum értéke

F(z) = —c'z — Z wjlog(—g;(x)) + ij(log wj —1).

j=1 j=1
Tehat annak bizonyitasa, hogy F'(x,y)-nek van nyeregpontja a P° x J halmaz felett, arra
redukélodik, hogy beldssuk, F'(x) felveszi maximumat PV felett.

Most igazoljuk, hogy ha egy z' € P°, i = 1,2, ... sorozat minimalizalja F'(z)-et, azaz

F(z") — inf F(x),

zePo

akkor az {z}°, sorozat korlatos.!

Indirekt tegyiik fel, hogy létezik egy {z € P°}2°, minimumhelyekbél 4ll6 sorozat,
amelyre ||2']| — oo. Ekkor az 7' := Hi—:H sorozat korlatos, amelynek igy kivalaszthatjuk
egy olyan konvergens részsorozatat (az egyszeriiség kedvéért jeloljiik ezt is ugyanugy),
amelynek hatarértéke

s = lim 7°.
1—00

Mivel P? konvex és x' € P° minden i-re, ezért s a P’-nak egy recessziés irdnya, azaz
minden z € P% és A > 0 esetén = + \s € PO,
Azt allitjuk, hogy
cf's > 0. (A.2)

Ez valoban igaz, mert kiilonben ¢’ 2" < —a ||z?|| lenne bizonyos o > 0 és kellGen nagy i-re,
és ezért F(x') a végtelenbe tartana.

A g; figgvények konvexitasa miatt létezik 0 < 3,7 € R, amelyekre minden z-re
gj(x) > =0 —v||z| (lasd az A.1 feladatot). Ebb6l kovetkezik, hogy minden kellen nagy

1-1re

Flat) = Fla) = "2 = 3wy log(—g;(a)) = —aja’]| = > w;log(~6 — 7 2]} — o0
=1 j=1
ha i — co. Ez viszont ellentmondas, mert 2° egy minimumbhelyekbé] &ll6 sorozata F-nek.
Legyen most (z,7) a (CDO) feladat egy belsé megoldasa. Ekkor minden j-re
0> gj(2") > g;(7) + Vg;(2)" (2 — 7).
Az ||z'|| értékkel osztva és az i — oo hatérértéket véve kapjuk, hogy
Vg,(7)"s <0, (A.3)

mivel ||z’|| a végtelenhez tart.

IFigyeljiik meg, hogy a (ii) allitas direkt kovetkezménye ennek a kijelentésnek. Ha az {2°}52; sorozat
korlatos, akkor kivalaszthatunk egy konvergens részsorozatot, amelynek & a hatarértéke. Ez a hatarérték
PO-hoz tartozik, mert barmilyen sorozatra, amely P° hatarahoz konvergél, az F(z) fiiggvény a végtelenbe

tart. Mivel F'(z) folytonos, ezért Z a keresett minimumhely, amely kielégiti (4)-t.
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A.2. A 3.3 tétel és a 3.4 lemma bizonyitésa

Maésrészt viszont az (A.2) egyenl6tlenséget és a (CDO) feladat egyenldségi feltételét
felhasznalva azt kapjuk, hogy

m T m
0<cls= <Z ?JjVQj(ff’)> s=Y 7 (Vg;()"s) <0,
P =1

ahol az utolsé egyenlStlenség (A.3)-bol kovetkezik. Most tehat ¢I's = 0, és i > 0, valamint

(A.3) miatt minden j-re teljesiilnie kell a
Vg;(®)'s=0 (A.4)

egyenlGségnek is.
Végiil megmutatjuk, hogy R = {z : © = Z + As, A > 0} egy rossz egyenes. Ehhez
be kell latnunk, hogy g; konstans R mentén. Mar megmutattuk, hogy s recessziés iranya

PO-nak, ezért s szintén recesszios irdnya az alabbi nagyobb halmaznak:
Py = {2 : V] gj(2) < max{0,g;(7)}} 2 P,

tehat minden j-re a g; fiiggvények feliilr6l korlatosak az R egyenesen, ami (A.4)-gyel
egylitt igazolja, hogy g; konstans R mentén. Ellentmondésra jutottunk, ezzel készen va-

gyunk a bizonyitassal. O

A.1. Feladat. Legyen g(x) : R® — R egy konvex fiiggvény. Lassuk be, hogy létezik olyan
0 < B,v € R, amelyekre
g9j(x) = =B —|lz|]| VzeR"

A kovetkezd példa azt mutatja, hogy a (iii) — (i) implikdcié nem mindig teljesiil, ha

létezik rossz egyenes.

A.4. Példa. Legyen adott a Q := {(z1,22) € R? : 21 > 23} konvex halmaz és legyen 7(z) a Q

halmaz Minkowski-figgvénye az & = (1,0) polussal, azaz
1
m(x) :zmin{t:;ﬁ—l—;(x—a‘:) € Q}.

Koénnyen ellendrizhets, hogy m(x) nemnegativ, konvex fiiggvény, m(z) = 1 ha = a Q halmaz
hatarpontja, és m(z) =0 az R := {z:x =z + \(1,0), A > 0} egyenesen.

Legyen m = 1, ¢’z = x5 és g1(x) = 7%(x) + 22, ekkor egy olyan (CPO) feladatot kapunk,
amely kielégiti a belsSpont-feltételt: az x = (1,—0,5) pont szigortan primal megengedett, az
Z =1(1,0) és g = 1 pont pedig szigortian dual megengedett.

Az (A.1) rendszer azonban soha nem oldhat6 meg. Valoban, ha az (A.1) rendszernek volna

megoldasa, akkor az

F(z) = —c'z — plog(—g1(x)) = —xy — plog(—n%(x) — x2)

fiiggvény felvenné a minimumat a P° = {z : g;(x) < 0} halmazon. Ez utobbi nyilvinvaléan nem
igaz, mivel barmilyen adott Z esetén (pl. £ = (1,—0,5)), amelyre g1 (Z) < 0, mindig taldlhatunk

egy jobb értéket F-re. A pontokat vehetjiik az R’ := {z : # = & + A\(1,0)} egyenesrdl, mivel
m(Z + A(1,0)) — 0, ha A — oo.
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A. Fiiggelék

A.5. Lemma. Tegyiik fel, hogy a (CPO) feladatra teljesil a belsépont-feltétel, és nem
létezik rossz szakasz. Ekkor a (3.2) és a (3.3) rendszerek megolddsai, ha léteznek, akkor

egyértelmiek.

Bizonyitas: Az A.3 tétel bizonyitasaban lattuk, hogy (x, s) pontosan akkor megoldasa az
A.1 rendszernek, ha nyeregpontja F(z,y)-nek a P° x Y halmazon. Vilagos, hogy rogzitett
x esetén az F fiiggvény szigortian konkav fiiggvénye y-nak, ezért annak igazolasahoz, hogy

a nyeregpont egyértelmi, csak azt kell belatnunk, hogy az

F(z):=—-c"x — log(—gi(x)) = F konst
(2) == —"a Zw 0g(~g;(r)) = max F(z, y) + konstans

fiiggvény nem veheti fel a minimuméat két kiilonb6zé pontban. Indirekt tegyiik fel, hogy
létezik két kiilonbozs o', 2” € PP minimumhely. Az F fiiggvény konvexitasa miatt F(x)
konstans az [/, 2"] szakaszon. Ebbdl kovetkezik, hogy F(z) elsé- és masodrendii irdny-
menti derivaltja is nulla a szakaszon. Ez csak akkor allhat fenn, ha mindez igaz az Gsszes
gj(x) fiiggvényre kiilon-kiilon, vagyis az Osszes g;(z) fliggvény konstans az [/, "] szaka-

szon, azaz a szakasz rossz. Ellentmondasra jutottunk, tehéat belattuk az allitast. O

A.3. Az optimalizilasi feladatok roviditései

Itt foglaljuk Ossze a jegyzetben talalhato optimalizalési feladatok tobbé-kevésbé egyezmé-
nyes roviditéseit. Ahol sziikséges volt, ott megadtuk az eredeti angol elnevezést is.
CDO: (126. oldal), a primal (CPO) feladat Lagrange-Wolfe dualja.

CO: (12. oldal, 73. oldal), konvex optimalizalasi feladat (Convex Optimization)
ConeL: (104. oldal), kuplinearis optimalizalasi Feladat (Cone-Linear Optimization)
CPO: (125. oldal), a (CO) feladat primal alakja (Primal Convex Optimization)
DConeL: (106. oldal), dual kuplinearis optimalizalasi feladat (Dual Cone-Linear Opti-

mization)

DGO: (176. oldal), dual geometriai optimalizaléasi feladat (Dual Geometric Optimiza-
tion)

DI1,: (180. oldal), dual /,-norma optimalizalasi feladat (Dual /,-norm Optimization)

DI: (183. oldal), (Dl,) ekvivalens felirésa

DI7: (184. oldal), (DI,) ekvivalens felirasa

DSDL: (102. oldal), a (PSO’) feladat Lagrange dualja

DSO: (101. oldal), a (PSO’) feladat Lagrange-Wolfe dualja

DSP: (101. oldal, 185. oldal), duél szemidefinit optimalizalasi feladat (Dual Semidefinite

Optimization)

192



A.3. Az optimalizalési feladatok roviditései

EOD: (173. oldal), dudl entropiaoptimalizalasi feladat (Dual Entropy Optimization)
EOD’: (175. oldal), EOD ekvivalens felirasa

EOP: (172. oldal), priméal entropiaoptimalizalasi feladat (Primal Entropy Optimization)
GEO: (174. oldal), altalanositott entropiaoptimalizalasi feladat (Generalized Entropy

Optimization)

KKO: (126. oldal), konvex kvadratikus optimalizalasi feladat (Convex Quadratic Opti-

mization)
LC: (107. oldal), linearisan korlatozott konvex feladat (Linearly Constrained Convex Op-
timization)
LCP: (17. oldal), lineéris komplementaritéasi feladat (Linear Complementarity Problem)
LD: (87. oldal), Lagrange-duél
LO: (11. oldal), linearis optimalizalasi feladat (Linear Optimization)
NC: (112. oldal), nemlinearis feltételekkel rendelkezs feladat (Nonlinearly Constrained

Optimization)
NCO: (98. oldal), nemkonvex optimalizalasi feladat (Nonconvex Optimization)
NLO: (9. oldal), nemlineéris optimalizalési feladat (Nonlinear Optimization)

PGO: (176. oldal), primél geometriai optimalizalasi feladat (Primal Geometric Optimi-

zation)
P1,: (180. oldal), primal /,-norma optimalizalasi feladat Primal /,-norm Optimization)
P1,: (182. oldal), (P1,) ekvivalens felirasa
P1}: (183. oldal), (Pl,) ekvivalens felirasa
PSO: (101. oldal), primal szemidefinit optimalizalasi feladat (Primal Semidefinite Opti-

mization)
PSO’: (102. oldal), primal szemidefinit optimalizalési feladat
QO: (12. és 92. oldal), primal kvadratikus optimalizalési feladat (Primal Quadratic Op-
timization)
QD: (93. oldal), dual kvadratikus optimalizalasi feladat (Dual Quadratic Optimization)
WD: (89. oldal), Wolfe-duéal
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A kotetek megrendelhetSk az AULA kdnyvesboltjaban:
1093 Budapest, Févam tér 13-15. Telefon: (36) 1-455-0579

2Miskolci Egyetem Matematikai Intézete, Alkalmazott Matematika Tanszék, e-mail:
matente@gold.uni-miskolc.hu

3Budapesti Miiszaki és Gazdasagtudomanyi Egyetem Epitéskivitelezés Tanszéke, e-mail:
klafszky@ekt.bme.hu

4Budapesti Kozgazdasagtudomanyi és Allamigazgatasi Egyetem Operaciokutatas Tanszéke, e-mail:
komaromi@bkae.hu

SBudapesti Mtiszaki és Gazdasagtudoméanyi Egyetem Matematikai Intézete, Differencialegyenletek

Tanszék, Operaciokutatéasi Csoport, e-mail: deak@math.bme.hu
6Budapesti Miiszaki és Gazdasigtudomanyi Egyetem Matematikai Intézete, Differencidlegyenletek

Tanszék, Operacidkutatasi Csoport, e-mail: hujter@math.bme.hu
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