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1. BEVEZETES

A fiiggvényegyenletek €s kiillonosen a fiiggvényegyenlStlenségek el-
mélete elsésorban a matematikai analizishez kapcsolédik, azonban sza-
mos mas teriileten is, példaul a geometridban, a kozgazdasiagtanban és
a tarsadalomtudomdanyokban is vannak alkalmazdasai.

A konvexitassal kapcsolatos kutatdsok a 20. szdzad elejére nytilnak
vissza. A konvex fliggvény fogalma elséként Jensen [Jen06] dolgoza-
tdban jelent meg, a Jensen-féle értelemben konvex fiiggvény folytonos-
sadganak egy jol alkalmazhat6 elegendd feltételét Bernstein és Doetsch
[BD15] igazolta. Azéta a témdval kapcsolatban szdmos publikécid
sziiletett.

Az elmilt néhany évtizedben a konvexitds vizsgdlata a fliggvény-
egyenlStlenségek elméletének egyik fontos, részletesen kutatott teriilete
lett. Az egyik lehetséges dltaldnositds, amikor egy intervallumon maga-
sabb rendben (Jensen-)konvex fiiggvényekkel foglalkoznak. Az ehhez
kapcsolédé fogalmak Hopf és Popoviciu dolgozataibdl szdrmaznak
[Hop26, Pop34, Pop45], de tobb matematikus is foglalkozott a téma-
val [BW40, Bul71, Cie59, GP01, GP0S, Kuc09, PW05, RV73, Was06,
Was07]). A magasabb dimenzidba torténd dltaldnositist Ger vizsgélta
([Ger72, Ger74]). Egy masik lehet6ség, hogy a megengedett konvex
kombinécidk korét szoritjuk meg, ahogyan Boros és Pédles a [BP0O6]
publikiciéban, bevezetve a megfeleld jeloléseket és fogalmakat.

A legtdbbszor azonban az

fx+ A =0y) <t1f(x) + (1 =) f(y) + C O, 1 - 1) y(llx = yl)

fliggvényegyenlStlenségbdl szarmaztathaté kozelitd konvexitasi egyen-
16tlenségekkel foglalkoztak, ahol f : D — R az X normalt tér egy
D konvex, nyilt részhalmazan van értelmezve, ||u|| pedig az u € X
normdjat jeloli, C egy (altaldban nemnegativ) rogzitett valés szam,
@ :[0,1]x[0,1] > Résy : [0, +o0o[ — R adott fiiggvények. Altaldban
az egyenl6tlenség fenndlldsat minden ¢ € [0, 1] és x,y € D esetén fel-
tessziik, de szdmos dolgozatban csak konkrét ¢ egyiitthatora (tobbnyire
at = 1/2 esetre) van feltétel. Nyilvanvald, hogy ha C = 0, akkor az
egyenl6tlenség a konvex fiiggvények definicidjaval egyenértékd.



Az egyik elsd, kozelité konvexitassal kapcsolatos eredmény Hyers
és Ulam nevéhez kothetd ([HUS2]), ahol a C-konvexitdst vizsgaltak
(vagyis azt az esetet, amikor C > 0 és ®(¢,1 — ¢) = Y(h) = 1). Ezzel az
esettel tobbek kozott Green [Gre52], Casini és Papini [CP93], valamint
Laczkovich [Lac99] is foglalkozott.

A fenti egyenl6tlenség egy mdsik tipikus esetét, nevezetesen amikor
X Banach-tér, O(¢,s) = ts, Yy(h) = h és f alulrdl félig folytonos, Luc,
Ngai és Théra ([LNTOO0]) vizsgaltak.

Rolewicz [Rol79] abban az esetben, amikor a fenti egyenlGtlenség-
ben X =R, ¢(h) = h? (p > 2 rogzitett), C > 0 és O(¢,s) = 1, meg-
mutatta, hogy a fiiggvényegyenl6tlenség minden f : D — R abszolut
folytonos megoldasa konvex. Késébbi publikacidjaban ([Rol00]) ezen
eredményét kiterjesztette arra az 4ltaldnosabb esetre, amikor X Banach-
tér és ¥ : [0, +oo[ — R teljesiti a

lim 40 =0
h—0 h2
feltételt.

A témdban ismert szdmos kordbbi eredmény éltaldnositdsaként a
¢-konvexitds fogalmit Maké és Pdles [MP12] vezette be és vizsgélta,
majd Nikodemmel kdz6sen [MNP12] az er6s ¢-konvexitds jellemzését
bizonyitottdk.

A disszerticidban olyan fiiggvények vizsgélatdval foglalkozunk,
amelyek bizonyos megengedett hibdval teljesitik a konvexitdsi egyen-
16tlenséget a sulyokra vonatkozé megszoritasok mellett (pl. kozelitd
Jensen-konvexitds, résztestre vonatkoz6 kozelité konvexitds). Eloszor
a hibatagot tartalmaz6 tartéfiiggvényeket (szubgradienseket) hatdroz-
zuk meg, majd ennek felhasznéldsdval a hibatagra vonatkozo feltevések
mellett egyfajta differencidlhatésagot igazolunk. Ezt kdvet6en alkal-
mas kontrollfiiggvényekre nézve kozelitSleg (résztest felett) konvex
fliggvényekkel torténd szeparalhatésagot karakterizalunk, amibdl sta-
bilitasi tételt is nyeriink. Végiil hiperstabilitas jellegli (Rolewicz tételei-
vel anal6g, vagy azokat éltaldnositd) eredményeket igazolunk résztest
felett, illetve magasabb rend@ (Jensen-)konvexitasra.



2. KOzELITG F-KONVEXITAS OSSZETETT HIBATAGRA

A maésodik fejezetben vizsgalataink célja, hogy 6sszekombinélja Ma-
k6 és Pales [MP12] kozelité konvexitasra vonatkozé megkozelitését és
Mako, Nikodem €és Pales [MNP12] erds konvexitasra vonatkozé kon-
cepcidjat, hogy jellemezhessiik a valds szdmok valamely résztestére
vonatkozéan kozelitéleg konvex fiiggvényeket, valamint azok regula-
ritasi tulajdonségait.

Jelolje F a valds szdmok R testének egy résztestét és X legyen egy
linedris tér F felett, F, az F pozitiv elemeinek halmaza, R, pedig a
nemnegativ valés szdmok halmaza.

Els6ként definidljuk az F-konvex és az F-algebrailag nyilt halmazok,
valamint az F-konvex fiiggvény fogalmat, a [BP06] definicidit idézve.

Dernici6. Az X tér egy D részhalmazit F-konvexnek hivjuk, ha
tx+ (1 —f)y € D minden x,y € Dést € [0, 1] NF esetén.

Derinfc1é. Az X tér egy D részhalmazat F-algebrailag nyiltnak nevez-
zilk, ha minden x € D és u € X esetén létezik olyan 6 > 0, hogy
x + ru € D teljesiil minden r €] — 6, 6| N F szamra.

Dernfci6. Legyen D C X egy nemiires F-konvex halmaz. Egy
f : D — R fiiggvényt F-konvexnek neveziink, ha az

flx+ A -0y <tf(x)+ 1 -0f(y)
egyenlStlenség minden x,y € D és t € [0, 1] N F esetén fenndll.

A kovetkezdkben bevezetjiik a vizsgilt (a, F)-konvexitds fogalmat,
majd elvégezziik ennek karakterizaciéjat a modositott differenciahdnya-
dosok 0sszehasonlitdsdval, valamint egy megfeleld tartétulajdonsag se-
gitségével.

DErnici6. Legyen D C X egy nemiires F-konvex halmaz,
D':=D-D:={x—-y: x,yc D}
és a : D* — R, egy paros fiiggvény. Az f : D — R fiiggvényt (a, F)-
konvexnek nevezziik, ha megoldja az
flax+A =0y <tf(x)+ 1 -0f(y)
+ta (1 -0Dx—y)+ 1A -Da(y - x)
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egyenl6tlenséget minden x,y € D és minden ¢ € [0, 1] N F esetén.

TETEL. Legyen D C X nemiires, F-algebrailag nyilt, F-konvex halmaz,
a : D* — R, egy pdros leképezés és f : D — R egy fiiggvény. Ekkor
az aldbbi hdrom dllitds ekvivalens:
(i) f (a,F)-konvex D-n;
(ii) minden olyan r,s € F., u € D és h € X esetén, ahol u — sh,
u+rheD,az
f@) — f(u— sh) — a(—sh) < fu+rh) — f(u) + a(rh)
s - r
egyenlotlenség teljesiil;
(iii) létezik egy A : D X X — R leképezés, amelyre fenndll az

f(u+rh)— f(u) = rA(u, h) — a(rh)

egyenldtlenség minden u € D, r € F és h € X esetén, ahol
u+rheD.

Most a Rolewicz [Rol00, Rol05] dolgozataiban szerepld differen-
cidlhatosagi tételekkel anal6g médon bizonyos regularitési tulajdonsé-
gokat mutatunk be, felhaszndlva az el6z6 tételben bemutatott tartdtulaj-
donsagot a megfelelden kis hibataggal rendelkez6 kozelitéen F-konvex
fliggvényekre.

TETEL. Legyen D C X egy nemiires, F-algebrailag nyilt, F-konvex hal-
maz és a : D* — R egy olyan pdros fiiggvény, hogy minden h € X
esetén az r v «a(rh) leképezés (mely minden olyan r € F, esetén
értelmezett, amikor rh € D*) folytonos és teljesiti a

. a(rh)

lim

Fiar—-0 r

feltételt. Ha f : D — R (a,F)-konvex és A : D X X — R az eldzd tétel
(iii) dllitdasdban és bizonyitdsdban leirt leképezés, akkor minden u € D
és h € X esetén

=0

Awh)= lim LW -f@

s—0, seF, S

Tovdabbd a h — A(u, h) (h € X) leképezés pozitiv B-homogén és szubad-
ditiv minden u € D-re.



3. SzEPARACIOS TETELEK

Az értekezés harmadik fejezetében els6ként bizonyitjuk Baron, Mat-
kowski és Nikodem nevezetes szeparaciés tételének ([BMN94]) egy
absztraktabb véltozatat. Eredményiink az [NPW99] publikaciéban sze-
repld 1. Tétel egy specidlis esete, de egyszeriibbnek tlinik kozvetleniil
igazolni, mint a hivatkozott tételt a kimonddsidhoz sziikséges fogal-
makkal egyiitt ismertetni, majd a tételben szerepl6 leképezések sza-
munkra alkalmas specidlis eseteit bemutatni. A bizonyitds sordn
Andrzej Olbrys$ [Olb15, 3. Tétel] (hasonld, de az aldbbival logikailag
kozvetlen kapcsolatban nem 4l116) tételének levezetésében talalhat6 gon-
dolatmenetet kovetjiik.

TETEL. Legyen X vektortér az F test felett, D az X egy F-konvex, F-
algebrailag nyilt részhalmaza, tovabbd f és g a D halmazon értelmezett
valos fiiggvények. Ekkor a kovetkezd dllitdsok ekvivalensek:
(i) létezik egy F-konvex p : D — R fiiggvény, melyre f < p < g;
(ii) bdrmelyn e N, x1,...,x, € D, t1,...,t, € [0, 1] NF esetén, ahol
t + ...+ 1y = 1 teljesiil, igaz a kovetkezd egyenldtlenség:
n n
f(z lixi] < Z 1ig(x;).
1 i=1

=

Mirostaw Adamek az erds konvexitas és a kozelité konvexitas fogal-
mainak, valamint az ezekre vonatkozd szepardcids tételeknek a kozos
altalanositasaként eljutott a kontrollfiiggvényre nézve konvex fogalom-
hoz és az arra vonatkoz6, intervallumon vizsgalt szeparacioés illetve sta-
bilitasi tételhez. Az el6z6 tételben a résztest feletti konvexitds esetén a
szeparacios tétel végtelen dimenzids viltozata jelenik meg, ezért ez a
megkozelités kontrollfiiggvény-sorozattal irhaté le.

A tovabbiakban legyen minden n € N esetén

Ty =4t t) € (0, 11N B : > 1;=1
j=1

G, : T, xD"—>R.



Drrinici6. Legyen X vektortér F felett, D ¢ X nemiires, F-algebrailag
nyilt, F-konvex halmaz. Azt mondjuk, hogy egy ¢ : D — R fliggvény
F-affin a (G,) kontrollfiiggvény-sorozatra nézve, ha megoldja a

n n
(1) SD[Z tlxl) = Z tl‘p(xl) + Gn(tla crc t}’la x1> e ,xn)
i=1

i=1 i=

egyenletet mindenn € N, (¢1,...,t,) € T, és x1,...,x, € D esetén.

Derinic16. Legyen X vektortér F felett, D C X nemiires, F-algebrailag
nyilt, F-konvex halmaz. Azt mondjuk, hogy egy ¢ : D — R fliggvény
F-konvex a (G,) kontrollfiiggvény-sorozatra nézve, ha megoldja a

n n
SD(Z tixi) < Z; tip(xi) + Gu(ty, ..oty X1, .0y Xp)

i=1 i=
egyenlStlenséget minden n € N, (¢4, ...,t,) € T, és x1,...,x, € D ese-
tén.
Definiéljuk a kovetkezd halmazt:
¥ :={¢: D — R : ¢ F-affin a (G,) kontrollfiggvény-
sorozatra nézve}

A kovetkezokben azokat az f és g valds értékd, a D halmazon értel-
mezett fiiggvényeket vizsgéljuk, melyek teljesitik az

) f(Z t,-x[] <) 6g(x) + Gt ot X1, X)

i=1 i=1
egyenl6tlenséget mindenn € N, xy,...,x, € D, (#1,...,t,) € T, esetén.

MeaGieGyzEs. Ha a (2) egyenl6tlenségbdl kivonjuk az (1) egyenletet, ak-
kor azt kapjuk, hogy

n n
(f =) (Z r,-x,-) < ) tlg - @),
i=1 i=1
ami a g = f esetben azt jelenti, hogy az f — ¢ fiiggvény F-konvex.

AvLits. Haa p : D — R leképezés F-konvex és ¢ € ¥, akkor a
h = p+¢ fliggvény F-konvex a (G,) kontrollfiiggvény-sorozatra nézve.



TEteL. Tegyiik fel, hogy ¥ + 0. Ekkor f,g : D — R pontosan akkor
teljesiti a (2) egyenldtlenséget minden neN, xi,...,x, €D,
(t1,...,t,) € T, esetén, ha létezik egy h : D — R valos értékii F-konvex
fiiggvény a (G,) kontrollfiiggvény-sorozatra nézve ugy, hogy az

f<h<g
teljesiil a D halmazon.

MeaieGyzEs. Vildgos, hogy ha ¢ : D — R tetszbleges fiiggvény és

n n
Gu(t1, ..ty X1y Xp) = QD[Z lixi) - Z tip(x;)
1 =1

i=
teljesiil minden n € N, x1,...,x, € D, (t1,...,t,) € T, esetén, akkor
¢ € F, melybdl kovetkezéen & # 0. Adott G, : T, Xx D" - R (n € N)
sorozat esetén azonban nem latszik egyszer{inek a kérdés, hogy teljesiil-
e az ¥ halmaz nemiiressége.

Koverkezmeény. Tegyiik fel, hogy F # 0 és f : D — R kozelitbleg
F-konvex a (G,) kontrollfiiggvény-sorozatra nézve, azaz

f(Zt,-x,-)SZt,-f(x,-)+Gn(t1,...,t,,,x1,...,xn)+e

i=1 i=1
minden n € N, x1,...,x, € D, (t1,...,t,) € T, és rogzitett £ > 0 ese-
tén. Ekkor létezik olyan A, a D halmazon értelmezett valds értékd F-

konvex fiiggvény a (G,) kontrollfiiggvény-sorozatra nézve, hogy

1f(x) = h(x)| < g (x € D).

4. A ROLEWICZ-TETEL VARIACIOI KOZELITOLEG
JENSEN-KONVEX FUGGVENYEKRE

Ebben a fejezetben Rolewicz tételéhez [Rol79, 4. Lemma] hason-
16an olyan — bizonyos értelemben kozelitdleg konvex fliggvényekre
vonatkozé — fiiggvényegyenl6tlenségeket vizsgdlunk, amelyekben a hi-
batag végiil elhagyhaténak bizonyul. Az ilyen jellegii eredményeket a
szakirodalomban hiperstabilitdsnak nevezziik.



A [BPO06] publikacidéban Boros Zoltan és Pales Zsolt éltal definiélt,
és a masodik részben ismertetett F-algebrailag nyiltsag és F-konvexitas
fogalmat ebben a fejezetben is haszndlni fogjuk. Els6ként azonban
definidlnunk kell, mit értiink az X tér elemeinek F-normdjan:

Derinici6. Legyen F az R egy részteste és X egy vektortér F felett. A
[l -] : X — R leképezést F-normdnak nevezziik, ha teljesiilnek rd a
kovetkezd feltételek:

(1) barmely 0 # x € X esetén ||x|| > 0, tovédbba ||0|| = O;
(i1) barmely c € F és x € X mellett teljesiil, hogy |lcx|| = |c|||x]l;
(iii) barmely x, y € X elemekre ||x + y|| < ||x]| + Iyl

Ebben a részben legyen D az X tér egy F-algebrailag nyilt, F-konvex
részhalmaza, ¢ > 0 és p > 1. Abbdl a célbdl, hogy djrafogalmazzuk az

(3)  flx+1 =0y <tf()+ (1 =0f) +c((1 = pllx—yll)”

egyenlGtlenségben megjelend f : D — R fliiggvényre vonatkozé felté-
teleket (minden x,y € D és t € [0,1] N F esetén), specidlis differen-
cidkat és differencia hdnyadosokat vezetiink be. Az elsé észrevételiink,
hogy a (3) egyenl6tlenség nyilvanvaldan teljesiil, ha r = 0, = 1 vagy
x =y, ezért elegendd a (3) egyenlStlenséget abban az esetben tekinteni,
amikor x,y € Dést €]0, 1[NF dgy, hogy x # y.

Egy kis szamolassal és 1j valtozok bevezetésével a kovetkezSképpen
fogalmazhatjuk at a vizsgalt egyenlGtlenséget.

ALLitis. Legyen D C X egy F-algebrailag nyilt, F-konvex halmaz,
c>0, p>1. Egy f : D — R fiiggvény pontosan akkor oldja meg
a (3) egyenl6tlenséget minden x,y € D ést € [0,1] N F esetén , ha f
teljesiti a

p
qs
e s} lJull”

egyenlStlenséget minden olyan x € D, s,q € F, és u € X esetén, ame-
lyekre x —qu, x+ su e D.

@) f) < ——fx—qu)+ —L fc+ su)+c
g+s g+s

P

Feltessziik, hogy D, ¢, p és f teljesitik az el6z6 allitas feltételeit.
Ekkor a kévetkez6 lemmak fogalmazhaték meg:



LemMma. Tegyiik fel, hogy x € D, s,q € F; és u € X olyanok, hogy
x—qu, x+ su € D. Ekkor a kovetkez6 két egyenltlenség ekvivalens
a (4) egyenl6tlenséggel:

f(x) = f(x = qu) < f(x+ su) — f(x) e qs p-1 lull”.
q Ky q+ )
B ) _ B p
F(x) J;(x qu) < flx+ su;+f(x qu) b qi - Ml

Ha az el6z6 lemma mdasodik egyenlStlenségében x — gu helyére a
keriil, az

f(a+qu)—f(a)<f(a+(q+s)u)—f(a)+c s |P
q B qg+s g+s

egyenlStlenséghez jutunk. Igy megfogalmazhatjuk az aldbbi lemmat:

®)

-1
g lull”

Lemma. A (4) egyenlStlenség akkor és csak akkor 4ll fenn minden
xeD, s,qg € F. ésu € X esetén x — qu, x + su € D mellett, ha az
(5) egyenlétlenség teljesiil minden olyan a € D, ¢,s € Fy, u € X ese-
tén, amelyekre a + (¢ + s)u € D.

A fenti lemmak segitségével pedig belathaté a kovetkezd tétel:

TEéteL. Legyen D C X egy F-algebrailag nyilt F-konvex halmaz,
c>20,p>1ésf: D — R olyan leképezés, hogy f megolddsa a
(3) egyenldtlenségnek minden x,y € D ést € [0,1] N F esetén. Ekkor
f teljesiti a (3) egyenldtlenséget ¢ = 0 esetén is, azaz az f fiiggvény
E-konvex.

MEeaieGcyzEs. Jensen [Jen06] megmutatta (1dsd még: [Kuc09]), hogy
minden Jensen-konvex fiiggvény Q-konvex. gy abban az esetben, ami-
kor F = Q, az el6bbi tételiink azt mondja ki, hogy ha egy f fligg-
vény abban az értelemben kozelitdleg Jensen-konvex, hogy teljesiti a
(3) egyenlbtlenséget a 0 és 1 kozotti ¢ racionlis szamokra, akkor az f
fliggvény valdjaban Jensen-konvex.

A kovetkez6 eredmény megmutatja, hogy a kozelitd Jensen-konvexi-
tasbol kovetkezik a Jensen-konvexitds, ha a hibafiiggvény kell6en kicsi
a nulla kdzelében.
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TETEL. Legyen I C R egy nyilt intervallum, d; az I intervallum hossza
és Jy =10,d;[. Legyen y : J; — [0, +oo[ olyan, hogy

lim M =0.
=0+ 12

Ha egy f : I — R fiiggvény megoldja az

f(x;y) < f(x);rf(y) N

egyenldtlenséget barmely x,y € I esetén, akkor f Jensen-konvex.

Y(lx =y

5. MAGASABB RENDBEN KOZELITOLEG
KONVEX FUGGVENYEK

A disszertacié utolsé fejezetében az el6bbiekben ismertetett ered-
ményeket terjesztjiik ki magasabb rendben kozelit6leg konvex (illetve
Jensen-konvex) fiiggvényekre.

Legyen I C R egy intervallum, n € N és xo, X1, ..., Xp, Xy41 Az [
kiilonboz6 pontjai. Jeldlje [xo, X1, .. ., Xn, Xnt1 3 f1 az f fliggvény osz-
tott differencidjt az xg, x1, . .., X,, X,+1 pontokban, melyet a

[x0: f]= f(x0),
. [x17x27"'3-xn7xn+1;f]_[XOa-x]a""xn;f]

[XO,X], oo ,xn+l’f] =

Xn+1 — X0

rekurziéval definidlhatunk, ahol n € N. Hopf [Hop26] és Popoviciu
[Pop45] definicidja szerint egy f : I — R fiiggvény n-edrendben kon-
vex, ha

[-x07-x17"',-xn+] 5 f] ZO

teljesiil minden xp < x; < -+ < X, < Xxp4+1 I-beli pont esetén. J4l ismert
(és konnyen belédthatd), hogy az elsdrendii konvexitds a hagyomdnyos
értelemben vett konvexitdssal egyezik meg.

Konnyen kiszdmithat6, hogy megfeleld helyettesitésekkel az

fx+ 1 =0y <t1f(x) + (1 =0 f(y) + Cx(l - Na(llx - yl))
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egyenlbtlenség atirhaté a kovetkez$ alakba, amelynek altalanositasat
vizsgaljuk a fejezetben:

0 < [xo, x1, x25 fT+ Ca(m—_xoi)
(2 — X0)
Az eredmény igazoldsahoz hasznaljuk a differencia operator fogalmat:
A f(x) = fx+h) - f(x) (xel, heR : x+hel),

A f(x) = AJATF(x) (xel, heR : x+(n+ Dhel),

A magasabb rendli Jensen-konvexitds fogalma T. Popoviciuhoz
([Pop34, Pop45]) kothetd:

Dernici6. Egy f: I — R fiiggvényt n-edrendben Jensen-konvexnek
hivunk (ahol n € N), ha

A f(x) 20
minden x € I, h > 0 esetén ugy, hogy x + (n + 1)h € L.

Popoviciu [Pop34] és Ciesielski [Cie59, 1. Tétel] eredményeinek

osszekombinalasaval kimondhat6 a kovetkezd allitas.

AvLitis. Legyen I egy nyilt intervallum, n € N és tegyiik fel, hogy az
f I — R fiiggvény n-edrendben Jensen-konvex. Ha f korldtos az
E c I pozitiv mértékd halmazon, akkor az f leképezés n-edrendben
konvex.

A magasabb rendd konvexitds egy lokélis jellemzéséhez sziikségiink
lesz a kovetkezd derivalt-fogalomra.

Derinfcié. Legyen k € N. Az f : I — R fiiggvény k-adrendi alsé
Dinghas intervallum derivaltjat egy & € I pontban a kovetkezo6 képlettel
definidljuk:

AK£(x)
Df(&) := liminf —2——.
D'f® (x.h—>E,00  hk

X<E<x+kh

Gilanyi and Péles [GPO1, 1. Kévetkezmény] szoros kapcsolatot bi-
zonyitott a fenti két fogalom kozott (egy altaldnosabb kontextusban).
Nekiink az 6 eredményiik kdvetkezd specidlis esetére lesz sziikségiink.
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AvLitis. Egy f : I — R fiiggvény pontosan akkor n-edrendben Jensen-
konvex, ha D! f(£) > 0 minden & € I -re.

Az allitast felhasznélva az aldbbi Rolewicz-tipusu tétel igazolhaté:

Tére. Ha f : I - R, n € N, I} = {% : x,yel,y<x} és
¥ I, = Riigy, hogy lim,_o4 Z,f—fl) = 0, tovdbbad tetszbleges x € 1

és h > 0 olyanok, hogy x + (n + 1) h € I esetén teljesiil a
A @) +y(h) 2 0
egyenldtlenség, akkor az f fiiggvény n-edrendben Jensen-konvex.

A fenti eredmények felhasznaldsaval belathaté a kovetkezd tétel:

TETEL. Legyen I C R egy nyilt intervallum, jeldlje v(I) az I interval-
lum hosszdt, tovabbd legyen n € N és J; =]0,v(I)[, valamint legyen a
¢ J; = [0,+00[ olyan fiiggvény, amely teljesiti a lim;—o+ @(t) = 0
feltételt. Ha egy f : I — R fiiggvény minden olyan x; € I pontok esetén

(j=0,1,...,n,n+ 1), amelyekre teljesiil az xo < x1 < -+ < Xy < Xp+1
feltétel, megoldja az
[X0, X15 - oo Xy Xng1 5 f] + @(Xps1 — x0) = 0

egyenlétlenséget, akkor f n-edrendben konvex.

A disszertdcié otodik fejezetének zardsaként bizonyos eszkdzoket

7 _ 2 .z

bevezetve az el6z0 tételt kiterjesztjiik nyilt konvex halmazokra is.

TETEL. Legyen D C R™ egy nyilt konvex halmaz, v(D) jelolje a D
halmaz dtmérdjét, tovabbd Jp =10,v(D)[ és n,m € N. Legyen a
¢ : Jp — [0, +oo[ fiiggvény olyan, ami teljesiti a lim;_o () = 0
feltételt. Ha egy f : D — R fiiggvény megoldja az

[X0, X1+« +» Xy Xnt1 5 f]+ @1 X1 = X0l)) = 0
egyenldtlenséget minden olyan x; € D (j = 0,1,...,n,n + 1) esetén,
ahol xg < x1 < -+ < X, < Xu41 kollinedrisak, akkor f n-edrendben

konvex.
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1. INTRODUCTION

The theory of functional equations and inequalities is usually con-
sidered as a topic in mathematical analysis. However, it has some ap-
plications in many other areas, for example, in geometry, economics
and social sciences.

Research on convexity dates back to the beginning of the 20th cen-
tury. The concept of convex functions was introduced by Jensen
[Jen06]. A convenient sufficient condition for the continuity of a con-
vex function (in the sense of Jensen) was established by Bernstein and
Doetsch [BD15]. Since then many publications dealt with this topic.

Over the last few decades, investigating convexity has become an
important, well-researched area of the theory of functional inequalities.
One of the possible generalizations is the higher order (Jensen)-con-
vexity on an interval. The related concepts were introduced by Hopf
and Popoviciu [Hop26, Pop34, Pop45]. Several mathematicians dealt
with this subject [BW40, Bul71, Cie59, GP01, GP0S, Kuc09, PWO05,
RV73, Was06, Was07]. Ger investigated the generalization in higher
dimensions [Ger72, Ger74]). Another option is to restrict the scope
of convex combinations by introducing the appropriate notations and
concepts, as Boros and Péles did in [BP06].

In most cases, the authors examined functional inequalities that can
be derived from the inequality

fax+ (1 =0y) <tf(x) + (1 =) f(y) + CO@, 1 =) y(llx = ylD.

Here X is a normed space, D C X is an open convex set, f : D —
R is a function, |lu|| is the norm of u € X, C is a fixed real number
(usually non-negative), ® : [0, 1] X [0, 1] - Rand ¢ : [0, +oo[ — R are
given functions. Typically the inequality is supposed to hold for every
t €[0,1] and x,y € D (however, the case of fixed ¢, especially that of
t = 1/2 is also extensively investigated). Obviously, if C = 0, then the
inequality is equivalent to the definition of convex functions.

One of the first results, which is related to approximate convexity
belongs to Hyers and Ulam [HU52]. They investigated the C-convexity
(i.e. where C > 0 and @(t, 1 — f) = ¥(h) = 1). This case was considered
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by, among others, Green [Gre52], Casini and Papini [CP93], and Lacz-
kovich [Lac99].

Another particular case of the inequality above, namely when X
Banach-space, ®(t,s) = ts, ¥(h) = h, and f is semi-continuous and
bounded from below, was investigated by Luc, Ngai and Théra
[LNTOO0].

Rolewicz investigated the case of the inequality above where X = R,
¢(h) = h? (p > 2 fixed), C > 0 and @(¢, s) = 1. He showed that every
absolute continuous solution f : D — R of that inequality is convex
[Rol79]. In [Rol00] he extended this result to the more general case
where X is a Banach-space and ¢ : [0, +oo[ — R fulfils the following
condition:

lim M =0.
h—-0 h?

Makoé and Pales introduced and described the notion of ¢-convexity,
as a generalization of several previous results [MP12]. Later with Niko-
dem they characterized strong ¢-convexity [MNP12].

In the dissertation, we investigate such functions that fulfil the in-
equality of convexity with certain allowable error terms and the re-
strictions on the weights (e.g. approximate Jensen-convexity, approx-
imate convexity with respect to a subfield). First we determine the
support functions (subgradients) containing the error term, then using
this we prove a differentiability property under some assumptions on
the error term. Then we characterize the separability with an approxi-
mately convex function (over a subfield and with respect to appropriate
control functions) from which we obtain a stability theorem. Finally,
we prove hiperstability-type results (analogue or more general forms
of Rolewicz’s theorems) over a subfield and for (Jensen-)convexity of
higher order.
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2. APPROXIMATE [F-CONVEXITY WITH COMPOUND ERROR

Our purpose is to combine the approach of approximate convexity by
Maké and Pales [MP12] with the concept of restricted strong convexity
by Maké, Nikodem and Pales [MNP12], in order to provide character-
izations and regularity properties for functions that are approximately
convex with respect to a subfield.

Let FF be a subfield of the field R of real numbers and X be a linear
space over FF. Let F, denote the set of positive elements of F. Moreover
let R, denote the set of nonnegative real numbers.

First we define F-convex and F-algebraically open sets as well as
F-convex functions that are considered in [BP0O6].

DermniTion. A subset D of the space X is called F-convex if
tx+(1 -tyeDforevery x,yc Dandt € [0,1] NF.

DeriniTiON. A subset D of the space X is called F-algebraically open if,
for all x € D and u € X, there exists a 6 > 0 such that x + ru € D for
everyre FN]—-46,01[.

Dermnition. Let D C X be a nonempty F-convex set. A function
f : D — Ris called F-convex if

flx+ A -0y <tf(x)+ 1 -0f(y)
holds for every x,y € Dand t € FN [0, 1].

In the following, we introduce the aforementioned concept of («, F)-
convexity and establish its characterizations by comparison of modified
difference ratios and an appropriate support property.

DerinTION. Let D € X be a nonempty F-convex set,
D':=D-D:={x-y: x,yc D},

and a : D* — R, be an even function. The function f : D — R is

called (a, F)-convex, if it satisfies the inequality

fax+ A =0y <tf(x)+ 1 -0f(y)
+ra((1-0(x—y)+ 1 -Da((y - x)
for all x,y € D and for all t € F N [0, 1].
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THEOREM. Let D C X be a nonempty, F-algebraically open, E-convex
set, @ : D* — R, be an even function, and let f : D — R be a function.
Then the following statements are equivalent:

i) fis (a,F)-convex on D;

ii) the inequality

fw) — f(u— sh) — a(—sh) < fu+rh)— f(u) + a(rh)
s B r
is satisfied forall r,s € Fy, u € D, h € X, where u—sh,u+rh € D;

iii) there exists a function A : D X X — R such that

f(u+rh)— f(u) = rA(u, h) — a(rh)
forallue D, r € E, h € X, where u + rh € D.

Now we use the support property (which was verified in the previ-
ous theorem) to prove certain regularity properties for approximately F-
convex functions with sufficiently small errors, in the spirit of Rolewicz
[Rol00, Rol05].

THEOREM. Let D C X be a nonempty, F-algebraically open, F-convex
set and a : D* — R, be an even function such that, for every h € X,
the mapping r — a(rh) (defined for all r € F, that fulfils rh € D*) is
continuous and satisfies
a(rh)
Fiar-0 r a
If f: D — Ris(a,F)-convex and A : D x X — R is the mapping
described in statement (iii) and the proof of the previous Theorem, then
AGh) =  lim S+ sh) - fu)
s—0, seF, S
forallu € D and h € X. Moreover, the mapping h — A(u,h) (h € X)
is positively F-homogeneous and subadditive for every u € D.

0.
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3. SEPARATION THEOREMS

In the third chapter of the dissertation we prove a more abstract ver-
sion of Baron, Matkowski and Nikodem’s separation theorem
[BMN94]. It is a special case of Theorem 1 of the paper [NPW99],
but it is more convenient to prove it directly. During the proof, we fol-
low an argument which is analogous to Andrzej Olbry$’s idea [Olb15].
However, Olbry$’s result is logically not comparable to our one.

THEOREM. Let X be a vector space over F, D be an F-convex, F-algeb-
raically open subfield of X, and f and g be real functions on D. Then
the following statements are equivalent:

(i) there exists an F-convex function p : D — R such that f < p < g;
(ii) the inequality
n n
f(z tixi] < Z tig(xi)
i=1 i=1
is fulfilled for everyn € N, x1,...,x, € D, t1,...,t, € [0,1]NF,
ifu+...+t,=1

Mirostaw Adamek introduced the notion of convexity with respect to
a control function as a common generalization of the concepts of strong
convexity and approximate convexity. He investigated separation and
stability type theorems concerning these concepts. In the previous the-
orem, in the case of convexity over a subfield, an infinite dimensional
version of the separation theorem appears, hence this approach can be
described with a control function sequence.

In what follows, for every n € N, let

n
T, = (l‘l,...,tn)e([o’l]m]F)n : thzl
=1
and
G, : T,xD" > R.

DerniTioN. Let X be a vector space over F, D C X nonempty, F-
algebraically open, F-convex set. We say that a function ¢ : D —» R
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is F-affine with the control function sequence (G,,), if for every n € N,
Xl,..., X, € Dand (ty,...,t,) € T, it satisfies the equation

) w(z nx,-] = () + Gl b X ).
i=1

i=1 i=

DeriniTion. Let X be a vector space over F, D C X nonempty, F-
algebraically open, F-convex set. We say that a function ¢ : D — R is
F-convex with the control function sequence (Gy), if for every n € N,
Xls...,Xn € Dand (tq,...,t,) € T, it satisfies the inequality

n n
cp[Z tixl') < Z Lio(xi) + Gu(ty, .oty X15 e ooy Xp)-
i=1

i=1 i=
Let us define the set
F :={¢: D — R : ¢ is F-affine with the control function
sequence (G,)}.

In the following we examine those functions f,g : D — R, which
solve the inequality

(2) f(zn: l‘,'xi] <

n
i=1 j=

tlg(xl) + Gl’l(tl’ e 9tn7-xla e 9-xn)
i=1

foreveryn e N, x1,...,x, € Dand (t,...,t,) € T,.
RemMark. If we subtract equation (1) from (2), we get
n n
(-9 (Z tixi] < Z ti(g — @)(xi),
i=1 i=1
which means that the function f—¢ is F-convex in the case when g = f.

ProposrTion. If the function p : D — R is F-convex and ¢ € ¥, then
the function & = p + ¢ is F-convex with the control function sequence

(Gn).

THEOREM. Suppose that F + 0. Then f,g : D — R satisfy inequality
(2) for every n €N, x1,...,x, € D and (t1,...,t,) € T, if and only if
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there exists an F-convex function h : D — R with the control function
sequence (G,) such that
f<h<g

is satisfied on D.

Remark. It is clear that if ¢ : D — R is an arbitrary function and for
everyn € N, xy,...,x, € Dand (¢, ...,t,) € T, it satisfies inequality

n

n
Gn(tl’ e tn, Xlyenns xl’l) = ‘P (Z tixi) - Z tl‘p(xl)’
i=1

i=1

then ¢ € ¥, and hence ¥ # 0. However if the sequence
G,: T, xD"— R (n € N) is given, it is not a simple question if the
set ¥ is nonempty.

CoroLLARY. Suppose that # # 0 and f : D — R is approximately F-
convex with the control function sequence (G,), i.e. for every n € N,
X1,...,X, € Dand (t1,...,t,) € T, and with a fixed number £ > 0

n n
f(z tl-xi] < Z t,'f(x,') +Gu(ty, ... th, X1, ... ,xn) + &.
i=1 i=1
Then there exists an F-convex function 2 : D — R with the control
function sequence (G,) such that

lf(x) = h(x)| < (x € D).

£
2
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4. ROLEWICZ-TYPE THEOREMS
FOR APPROXIMATELY JENSEN-CONVEX FUNCTIONS

The already introduced definitions of F-algebraically openness and
F-convexity by Boros and Pales [BP06] will be used also in this section.
We have to introduce the concept of the F-norm of an element of X:

DeriniTion. Let F be a subfield of R and X be a vector space over F. The
mapping || - || : X — R is called an F-norm if it satisfies the following
assumptions:

(1) llx|l > O for every O # x € X and [|0]| = O;
(i) llex]l = Icl l|x]| for all ¢ € F and x € X;
(i) |lx + yll < [lxll + [lyll for every x,y € X.

In this section let D be an F-algebraically open, F-convex subset of
X, c > 0and p > 1. In order to reformulate the conditions for the

function f : D — R in the inequality
(3)  flx+1 =0y <tf()+ (1 =0f) +c((1 =pllx—yl)’

where x,y € D ést € [0,1] N F, we have to introduce some special
differences and difference ratios. Obviously inequality (3) is satisfied if
t =0,t =1, or x=y. Hence it is enough to investigate the case when
x,ye D, t€]0,1[NF, and x # y.

Introducing new variables and performing a little amount of calcula-
tion, we may reformulate our inequality in the following way.

ProrosiTion. Let D € X be an F-algebraically open and K-convex set,
¢ >0, p>1. Afunction f : D — R fulfils inequality (3) for every
x,y € Dand A € [0,1] N K if and only if f satisfies inequality

p
qs
= S} llull”

@ f)< ——flx—qu)+ —L fc+su)+c
g+s g+s

forevery xe D, s,q€ K, ,and u € X such that x —qu, x + su € D

We assume that D, ¢, p and f satisfy the assumptions of the previous
proposition. Then we can formulate the following lemmas:
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Lemma. Suppose that x € D, s,q € F,, and u € X such that x — qu,
x + su € D. Then the following two inequalities are equivalent to in-
equality (4):

f(x) = f(x — qu) < f(x+ su) — f(x) Lol 28 p-1 ull”.
q Ky q+ S
f(x)—J;(x—qu) < f(x+su;;JsC(x—qu) te qis pqp—l||u||p'

If we substitute a in the place of x — gu in the second inequality of
lemma above, we get
) fla+qu) - fa) < flat(q+9u) - fla)
q qg+s
and we can therefore formulate the following statement.

p

S -1
q” ull?

q+s

Lemma. Inequality (4) holds for all x € D, s,q € F;y and u € X
with x — qu,x + su € D if and only if inequality (5) holds for all
aeD, g, sc€F,, ue Xwitha+ (qg+ s)u € D.

With the help of the above lemmas, we can establish the following
result:

THEOREM. Let D C X be an F-algebraically open and F-convex set,
c20,p>1land f: D — R such that f satisfies inequality (3) for
every x,y € Dandt € [0, 1]NF. Then f satisfies (3) with ¢ = 0 as well,
thus f is F-convex.

Remark. Jensen [Jen06] proved (see also [Kuc09]) that every Jensen-
convex function is Q-convex. Hence, considering the case F = Q, our
last theorem says that approximately Jensen-convex functions in the
sense of (3), with € Q, are, in fact, Jensen-convex.

The next result shows that from approximate Jensen-convexity we
get Jensen-convexity, if the error function ¢ is appropriately small in
the neighbourhood of zero.

THEOREM. Let I C R be an open interval, dj be the length of the interval
I, and J; = [0, d;|. Let the function  : J; — [0, +oo[ satisfy

t

lim w

=0.
t—0+ t2
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If a function f : I — R satisfies

f(X+y)< S+ f(y) +ullx— )

2 /- 2

forall x,y € I, then f is Jensen-convex.

5. APPROXIMATE CONVEXITY IN HIGHER ORDER

In the fifth chapter of the dissertation we investigate approximate
convexity (and approximate Jensen-convexity) of higher order.

Let I € R be an interval, n € N, and xg, x1,..., X, X,+1 distinct
points in /. Denote by [xo, X1, . .., Xu, Xy+1 ; f] the divided difference of
f at xo, X1, ..., Xy, xp+1 defined by the recurrence

[x0; f] = f(x0),
(X1, X2, + o Xy X1 5 1= [X0, X1, X0 s £

Xn+1 — X0

[x09x17"'axn+l;f] =

Following Hopf [Hop26] and Popoviciu [Pop45], a function f : I — R
is called convex of order n if

[-x07-x17"',-xn+] 5 f] ZO

for all xp < x1 < -+ < x, < Xu41 in 1. It is well known (and easy to
verify) that convexity of order 1 coincides with the ordinary convexity.

As one may easily verify, introducing xo = x, x» = y and
X = t).c+ (1 — fy, we obtain r = ﬁ, 1 -1 = ﬁ, while the
inequality

fax+ A -0y <tf(x)+ (1 -0f(y) + Ct(1 - Ha(llx - yl)
can be rewritten as

a(]x2 = xol)

0 < [x0,x1,x25 f1+C
[x0, x1, x23 f] 5 — 10

We will investigate the generalization of this inequality.
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We use the concept of difference operators AZ“ defined by the fol-
lowing recursion:
A}tf(x)=f(x+h)—f(x) (xel, heR : x+hel),
AL f(x) = AL AT F(x) (xel,heR : x+(n+Dhel),

The notion of higher-order Jensen-convexity is due to T. Popoviciu
([Pop34, Pop45]):

DermniTion. A function f: I — R is called Jensen-convex of order n
(where n € N), if
A F(x) =0

forallxel, h>=0suchthatx+ (n+ 1)h € I.

Combining the results by Popoviciu [Pop34] and Ciesielski [Cie59,
Theorem 1] we can establish the following corollary.

ProrosiTion. Let I be an open interval, n € N and suppose that
f : I — Ris Jensen-convex of order n. If f is bounded on aset E C I
of positive measure, then f is convex of order n.

In order to give a local characterization of convexity of higher order
we define the following differentiation concept:

Dermnition. Let &k € N. The k-th lower Dinghas interval derivative of
f:I—> Raté e lis defined by

AX £(x)

Dff(¢) = liminf —— .

D f (&) (x,lhr)n—}(lgf,O) o
x<E<x+kh

In a more general context, Gilanyi and Pales [GP0O1, Corollary 1]
proved a strong connection between the above two concepts. We need
a special case of their result:

ProposiTion. A function f : I — R is Jensen-convex of order n if, and
only if, D"* f(¢) > 0 for every £ € I.

Using this proposition it is easy to prove the following Rolewicz-
type theorem:



24

Tueorem. If f : I - R, n € N, I} = {u : x,yel,y<x} and

n+l
Y I — R such that limy 04 # =0, and forall x € I and h > 0 such

n+1

that x + (n + 1) h € I the inequality
AR F )+ y(h) 2 0
is fulfilled, then the function f is Jensen-convex of order n.
These results help to prove the following theorem:

THEOREM. Let I C R be an open interval, v(I) denote the length of the
interval I, n € N, and J; =10, v(I)[. Let the function ¢ : J; — [0, +oo[
satisfy lim,_,o; ¢(¢) = 0. If a function f : I — R satisfies the inequality

[0, X1s -+ s Xns X1 5 f] + @(Xps1 — X0) 2 0
forall x; € I (j=0,1,...,n,n+1), such that xo < x; < -+- < x, <

Xn+1, then f is convex of order n.

Finally using some technical tools we can extend the theorem to the
case where the domain is an open convex set.

THEOREM. Let D C R™ be an open and convex set, v(D) denote the
diameter of the set D, n,m € N, Jp =]0,v(D)[. Let the function
¢ Jp — [0, +0oo[ satisfy lim,—,o. @(¢t) = 0. If a function f : D - R
satisfies the inequality

[X05 X15 -+ s Xns Xnt1 5[]+ @UXns1 = Xoll) 2 0

forallx; e D(j=0,1,...,n,n+1)such that xo < x; <+ < Xy < Xp41
are collinear points, then f is convex of order n.
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