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1. Bevezetés

A függvényegyenletek és különösen a függvényegyenlőtlenségek el-
mélete elsősorban a matematikai analízishez kapcsolódik, azonban szá-
mos más területen is, például a geometriában, a közgazdaságtanban és
a társadalomtudományokban is vannak alkalmazásai.

A konvexitással kapcsolatos kutatások a 20. század elejére nyúlnak
vissza. A konvex függvény fogalma elsőként Jensen [Jen06] dolgoza-
tában jelent meg, a Jensen-féle értelemben konvex függvény folytonos-
ságának egy jól alkalmazható elegendő feltételét Bernstein és Doetsch
[BD15] igazolta. Azóta a témával kapcsolatban számos publikáció
született.

Az elmúlt néhány évtizedben a konvexitás vizsgálata a függvény-
egyenlőtlenségek elméletének egyik fontos, részletesen kutatott területe
lett. Az egyik lehetséges általánosítás, amikor egy intervallumon maga-
sabb rendben (Jensen-)konvex függvényekkel foglalkoznak. Az ehhez
kapcsolódó fogalmak Hopf és Popoviciu dolgozataiból származnak
[Hop26, Pop34, Pop45], de több matematikus is foglalkozott a témá-
val [BW40, Bul71, Cie59, GP01, GP08, Kuc09, PW05, RV73, Was06,
Was07]). A magasabb dimenzióba történő általánosítást Ger vizsgálta
([Ger72, Ger74]). Egy másik lehetőség, hogy a megengedett konvex
kombinációk körét szorítjuk meg, ahogyan Boros és Páles a [BP06]
publikációban, bevezetve a megfelelő jelöléseket és fogalmakat.

A legtöbbször azonban az

f (tx + (1 − t)y) ≤ t f (x) + (1 − t) f (y) + C Φ(t, 1 − t)ψ(‖x − y‖)

függvényegyenlőtlenségből származtatható közelítő konvexitási egyen-
lőtlenségekkel foglalkoztak, ahol f : D → R az X normált tér egy
D konvex, nyílt részhalmazán van értelmezve, ‖u‖ pedig az u ∈ X
normáját jelöli, C egy (általában nemnegatív) rögzített valós szám,
Φ : [0, 1] × [0, 1]→ R és ψ : [0,+∞[→ R adott függvények. Általában
az egyenlőtlenség fennállását minden t ∈ [0, 1] és x, y ∈ D esetén fel-
tesszük, de számos dolgozatban csak konkrét t együtthatóra (többnyire
a t = 1/2 esetre) van feltétel. Nyilvánvaló, hogy ha C = 0, akkor az
egyenlőtlenség a konvex függvények definíciójával egyenértékű.
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Az egyik első, közelítő konvexitással kapcsolatos eredmény Hyers
és Ulam nevéhez köthető ([HU52]), ahol a C-konvexitást vizsgálták
(vagyis azt az esetet, amikor C ≥ 0 és Φ(t, 1 − t) = ψ(h) = 1). Ezzel az
esettel többek között Green [Gre52], Casini és Papini [CP93], valamint
Laczkovich [Lac99] is foglalkozott.

A fenti egyenlőtlenség egy másik tipikus esetét, nevezetesen amikor
X Banach-tér, Φ(t, s) = ts, ψ(h) = h és f alulról félig folytonos, Luc,
Ngai és Théra ([LNT00]) vizsgálták.

Rolewicz [Rol79] abban az esetben, amikor a fenti egyenlőtlenség-
ben X = R, φ(h) = hp (p > 2 rögzített), C ≥ 0 és Φ(t, s) = 1, meg-
mutatta, hogy a függvényegyenlőtlenség minden f : D → R abszolút
folytonos megoldása konvex. Későbbi publikációjában ([Rol00]) ezen
eredményét kiterjesztette arra az általánosabb esetre, amikor X Banach-
tér és ψ : [0,+∞[→ R teljesíti a

lim
h→0

ψ(h)
h2 = 0

feltételt.
A témában ismert számos korábbi eredmény általánosításaként a

ϕ-konvexitás fogalmát Makó és Páles [MP12] vezette be és vizsgálta,
majd Nikodemmel közösen [MNP12] az erős ϕ-konvexitás jellemzését
bizonyították.

A disszertációban olyan függvények vizsgálatával foglalkozunk,
amelyek bizonyos megengedett hibával teljesítik a konvexitási egyen-
lőtlenséget a súlyokra vonatkozó megszorítások mellett (pl. közelítő
Jensen-konvexitás, résztestre vonatkozó közelítő konvexitás). Először
a hibatagot tartalmazó tartófüggvényeket (szubgradienseket) határoz-
zuk meg, majd ennek felhasználásával a hibatagra vonatkozó feltevések
mellett egyfajta differenciálhatóságot igazolunk. Ezt követően alkal-
mas kontrollfüggvényekre nézve közelítőleg (résztest felett) konvex
függvényekkel történő szeparálhatóságot karakterizálunk, amiből sta-
bilitási tételt is nyerünk. Végül hiperstabilitás jellegű (Rolewicz tételei-
vel analóg, vagy azokat általánosító) eredményeket igazolunk résztest
felett, illetve magasabb rendű (Jensen-)konvexitásra.
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2. Közelítő F-konvexitás összetett hibatagra

A második fejezetben vizsgálataink célja, hogy összekombinálja Ma-
kó és Páles [MP12] közelítő konvexitásra vonatkozó megközelítését és
Makó, Nikodem és Páles [MNP12] erős konvexitásra vonatkozó kon-
cepcióját, hogy jellemezhessük a valós számok valamely résztestére
vonatkozóan közelítőleg konvex függvényeket, valamint azok regula-
ritási tulajdonságait.

Jelölje F a valós számok R testének egy résztestét és X legyen egy
lineáris tér F felett, F+ az F pozitív elemeinek halmaza, R+ pedig a
nemnegatív valós számok halmaza.

Elsőként definiáljuk az F-konvex és az F-algebrailag nyílt halmazok,
valamint az F-konvex függvény fogalmát, a [BP06] definícióit idézve.

Definíció. Az X tér egy D részhalmazát F-konvexnek hívjuk, ha
tx + (1 − t)y ∈ D minden x, y ∈ D és t ∈ [0, 1] ∩ F esetén.

Definíció. Az X tér egy D részhalmazát F-algebrailag nyíltnak nevez-
zük, ha minden x ∈ D és u ∈ X esetén létezik olyan δ > 0, hogy
x + ru ∈ D teljesül minden r ∈ ] − δ, δ[∩F számra.

Definíció. Legyen D ⊆ X egy nemüres F-konvex halmaz. Egy
f : D→ R függvényt F-konvexnek nevezünk, ha az

f (tx + (1 − t)y) ≤ t f (x) + (1 − t) f (y)

egyenlőtlenség minden x, y ∈ D és t ∈ [0, 1] ∩ F esetén fennáll.

A következőkben bevezetjük a vizsgált (α,F)-konvexitás fogalmát,
majd elvégezzük ennek karakterizációját a módosított differenciahánya-
dosok összehasonlításával, valamint egy megfelelő tartótulajdonság se-
gítségével.

Definíció. Legyen D ⊆ X egy nemüres F-konvex halmaz,

D∗ := D − D := {x − y : x, y ∈ D}

és α : D∗ → R+ egy páros függvény. Az f : D → R függvényt (α,F)-
konvexnek nevezzük, ha megoldja az

f (tx + (1 − t)y) ≤ t f (x) + (1 − t) f (y)
+ tα ((1 − t)(x − y)) + (1 − t)α (t(y − x))
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egyenlőtlenséget minden x, y ∈ D és minden t ∈ [0, 1] ∩ F esetén.

Tétel. Legyen D ⊆ X nemüres, F-algebrailag nyílt, F-konvex halmaz,
α : D∗ → R+ egy páros leképezés és f : D → R egy függvény. Ekkor
az alábbi három állítás ekvivalens:

(i) f (α,F)-konvex D-n;
(ii) minden olyan r, s ∈ F+, u ∈ D és h ∈ X esetén, ahol u − sh,

u + rh ∈ D, az
f (u) − f (u − sh) − α(−sh)

s
≤

f (u + rh) − f (u) + α(rh)
r

egyenlőtlenség teljesül;
(iii) létezik egy A : D × X → R leképezés, amelyre fennáll az

f (u + rh) − f (u) ≥ rA(u, h) − α(rh)

egyenlőtlenség minden u ∈ D, r ∈ F és h ∈ X esetén, ahol
u + rh ∈ D.

Most a Rolewicz [Rol00, Rol05] dolgozataiban szereplő differen-
ciálhatósági tételekkel analóg módon bizonyos regularitási tulajdonsá-
gokat mutatunk be, felhasználva az előző tételben bemutatott tartótulaj-
donságot a megfelelően kis hibataggal rendelkező közelítően F-konvex
függvényekre.

Tétel. Legyen D ⊆ X egy nemüres, F-algebrailag nyílt, F-konvex hal-
maz és α : D∗ → R+ egy olyan páros függvény, hogy minden h ∈ X
esetén az r 7→ α(rh) leképezés (mely minden olyan r ∈ F+ esetén
értelmezett, amikor rh ∈ D∗) folytonos és teljesíti a

lim
F+ 3r→0

α(rh)
r

= 0

feltételt. Ha f : D→ R (α,F)-konvex és A : D × X → R az előző tétel
(iii) állításában és bizonyításában leírt leképezés, akkor minden u ∈ D
és h ∈ X esetén

A(u, h) = lim
s→0, s∈F+

f (u + sh) − f (u)
s

.

Továbbá a h 7→ A(u, h) (h ∈ X) leképezés pozitív F-homogén és szubad-
ditív minden u ∈ D-re.
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3. Szeparációs tételek

Az értekezés harmadik fejezetében elsőként bizonyítjuk Baron, Mat-
kowski és Nikodem nevezetes szeparációs tételének ([BMN94]) egy
absztraktabb változatát. Eredményünk az [NPW99] publikációban sze-
replő 1. Tétel egy speciális esete, de egyszerűbbnek tűnik közvetlenül
igazolni, mint a hivatkozott tételt a kimondásához szükséges fogal-
makkal együtt ismertetni, majd a tételben szereplő leképezések szá-
munkra alkalmas speciális eseteit bemutatni. A bizonyítás során
Andrzej Olbryś [Olb15, 3. Tétel] (hasonló, de az alábbival logikailag
közvetlen kapcsolatban nem álló) tételének levezetésében található gon-
dolatmenetet követjük.

Tétel. Legyen X vektortér az F test felett, D az X egy F-konvex, F-
algebrailag nyílt részhalmaza, továbbá f és g a D halmazon értelmezett
valós függvények. Ekkor a következő állítások ekvivalensek:

(i) létezik egy F-konvex p : D→ R függvény, melyre f ≤ p ≤ g;
(ii) bármely n ∈ N, x1, . . . , xn ∈ D, t1, . . . , tn ∈ [0, 1] ∩ F esetén, ahol

t1 + . . . + tn = 1 teljesül, igaz a következő egyenlőtlenség:

f

 n∑
i=1

tixi

 ≤ n∑
i=1

tig(xi).

Mirosław Adamek az erős konvexitás és a közelítő konvexitás fogal-
mainak, valamint az ezekre vonatkozó szeparációs tételeknek a közös
általánosításaként eljutott a kontrollfüggvényre nézve konvex fogalom-
hoz és az arra vonatkozó, intervallumon vizsgált szeparációs illetve sta-
bilitási tételhez. Az előző tételben a résztest feletti konvexitás esetén a
szeparációs tétel végtelen dimenziós változata jelenik meg, ezért ez a
megközelítés kontrollfüggvény-sorozattal írható le.

A továbbiakban legyen minden n ∈ N esetén

Tn =

(t1, . . . , tn) ∈ ([0, 1] ∩ F)n :
n∑

j=1

t j = 1


és

Gn : Tn × Dn → R.
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Definíció. Legyen X vektortér F felett, D ⊂ X nemüres, F-algebrailag
nyílt, F-konvex halmaz. Azt mondjuk, hogy egy ϕ : D→ R függvény
F-affin a (Gn) kontrollfüggvény-sorozatra nézve, ha megoldja a

(1) ϕ

 n∑
i=1

tixi

 =

n∑
i=1

tiϕ(xi) + Gn(t1, . . . , tn, x1, . . . , xn)

egyenletet minden n ∈ N, (t1, . . . , tn) ∈ Tn és x1, . . . , xn ∈ D esetén.

Definíció. Legyen X vektortér F felett, D ⊂ X nemüres, F-algebrailag
nyílt, F-konvex halmaz. Azt mondjuk, hogy egy ϕ : D → R függvény
F-konvex a (Gn) kontrollfüggvény-sorozatra nézve, ha megoldja a

ϕ

 n∑
i=1

tixi

 ≤ n∑
i=1

tiϕ(xi) + Gn(t1, . . . , tn, x1, . . . , xn)

egyenlőtlenséget minden n ∈ N, (t1, . . . , tn) ∈ Tn és x1, . . . , xn ∈ D ese-
tén.

Definiáljuk a következő halmazt:
F := {ϕ : D→ R : ϕ F-affin a (Gn) kontrollfüggvény-

sorozatra nézve}

A következőkben azokat az f és g valós értékű, a D halmazon értel-
mezett függvényeket vizsgáljuk, melyek teljesítik az

(2) f

 n∑
i=1

tixi

 ≤ n∑
i=1

tig(xi) + Gn(t1, . . . , tn, x1, . . . , xn)

egyenlőtlenséget minden n ∈ N, x1, . . . , xn ∈ D, (t1, . . . , tn) ∈ Tn esetén.

Megjegyzés. Ha a (2) egyenlőtlenségből kivonjuk az (1) egyenletet, ak-
kor azt kapjuk, hogy

( f − ϕ)

 n∑
i=1

tixi

 ≤ n∑
i=1

ti(g − ϕ)(xi),

ami a g = f esetben azt jelenti, hogy az f − ϕ függvény F-konvex.

Állítás. Ha a p : D → R leképezés F-konvex és ϕ ∈ F , akkor a
h = p+ϕ függvény F-konvex a (Gn) kontrollfüggvény-sorozatra nézve.
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Tétel. Tegyük fel, hogy F , ∅. Ekkor f , g : D → R pontosan akkor
teljesíti a (2) egyenlőtlenséget minden n ∈ N, x1, . . . , xn ∈ D,
(t1, . . . , tn) ∈ Tn esetén, ha létezik egy h : D→ R valós értékű F-konvex
függvény a (Gn) kontrollfüggvény-sorozatra nézve úgy, hogy az

f ≤ h ≤ g

teljesül a D halmazon.

Megjegyzés. Világos, hogy ha ϕ : D→ R tetszőleges függvény és

Gn(t1, . . . , tn, x1, . . . , xn) = ϕ

 n∑
i=1

tixi

 − n∑
i=1

tiϕ(xi)

teljesül minden n ∈ N, x1, . . . , xn ∈ D, (t1, . . . , tn) ∈ Tn esetén, akkor
ϕ ∈ F , melyből következően F , ∅. Adott Gn : Tn × Dn → R (n ∈ N)
sorozat esetén azonban nem látszik egyszerűnek a kérdés, hogy teljesül-
e az F halmaz nemüressége.

Következmény. Tegyük fel, hogy F , ∅ és f : D → R közelítőleg
F-konvex a (Gn) kontrollfüggvény-sorozatra nézve, azaz

f

 n∑
i=1

tixi

 ≤ n∑
i=1

ti f (xi) + Gn(t1, . . . , tn, x1, . . . , xn) + ε

minden n ∈ N, x1, . . . , xn ∈ D, (t1, . . . , tn) ∈ Tn és rögzített ε > 0 ese-
tén. Ekkor létezik olyan h, a D halmazon értelmezett valós értékű F-
konvex függvény a (Gn) kontrollfüggvény-sorozatra nézve, hogy

| f (x) − h(x)| ≤
ε

2
(x ∈ D).

4. A Rolewicz-tétel variációi közelítőleg
Jensen-konvex függvényekre

Ebben a fejezetben Rolewicz tételéhez [Rol79, 4. Lemma] hason-
lóan olyan – bizonyos értelemben közelítőleg konvex függvényekre
vonatkozó – függvényegyenlőtlenségeket vizsgálunk, amelyekben a hi-
batag végül elhagyhatónak bizonyul. Az ilyen jellegű eredményeket a
szakirodalomban hiperstabilitásnak nevezzük.
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A [BP06] publikációban Boros Zoltán és Páles Zsolt által definiált,
és a második részben ismertetett F-algebrailag nyíltság és F-konvexitás
fogalmát ebben a fejezetben is használni fogjuk. Elsőként azonban
definiálnunk kell, mit értünk az X tér elemeinek F-normáján:

Definíció. Legyen F az R egy részteste és X egy vektortér F felett. A
‖ · ‖ : X → R leképezést F-normának nevezzük, ha teljesülnek rá a
következő feltételek:

(i) bármely 0 , x ∈ X esetén ‖x‖ > 0, továbbá ‖0‖ = 0;
(ii) bármely c ∈ F és x ∈ X mellett teljesül, hogy ‖cx‖ = |c| ‖x‖;

(iii) bármely x, y ∈ X elemekre ‖x + y‖ ≤ ‖x‖ + ‖y‖.

Ebben a részben legyen D az X tér egy F-algebrailag nyílt, F-konvex
részhalmaza, c ≥ 0 és p > 1. Abból a célból, hogy újrafogalmazzuk az

(3) f (tx + (1 − t)y) ≤ t f (x) + (1 − t) f (y) + c
(
t(1 − t) ‖x − y‖

)p

egyenlőtlenségben megjelenő f : D→ R függvényre vonatkozó felté-
teleket (minden x, y ∈ D és t ∈ [0, 1] ∩ F esetén), speciális differen-
ciákat és differencia hányadosokat vezetünk be. Az első észrevételünk,
hogy a (3) egyenlőtlenség nyilvánvalóan teljesül, ha t = 0, t = 1 vagy
x = y, ezért elegendő a (3) egyenlőtlenséget abban az esetben tekinteni,
amikor x, y ∈ D és t ∈ ] 0, 1[∩F úgy, hogy x , y.

Egy kis számolással és új változók bevezetésével a következőképpen
fogalmazhatjuk át a vizsgált egyenlőtlenséget.

Állítás. Legyen D ⊂ X egy F-algebrailag nyílt, F-konvex halmaz,
c ≥ 0, p > 1. Egy f : D → R függvény pontosan akkor oldja meg
a (3) egyenlőtlenséget minden x, y ∈ D és t ∈ [0, 1] ∩ F esetén , ha f
teljesíti a

(4) f (x) ≤
s

q + s
f (x − qu) +

q
q + s

f (x + su) + c
[

qs
q + s

]p

‖u‖p

egyenlőtlenséget minden olyan x ∈ D , s, q ∈ F+ és u ∈ X esetén, ame-
lyekre x − qu , x + su ∈ D .

Feltesszük, hogy D, c, p és f teljesítik az előző állítás feltételeit.
Ekkor a következő lemmák fogalmazhatók meg:
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Lemma. Tegyük fel, hogy x ∈ D , s, q ∈ F+ és u ∈ X olyanok, hogy
x − qu , x + su ∈ D . Ekkor a következő két egyenlőtlenség ekvivalens
a (4) egyenlőtlenséggel:

f (x) − f (x − qu)
q

≤
f (x + su) − f (x)

s
+ c

[
qs

q + s

]p−1

‖u‖p,

f (x) − f (x − qu)
q

≤
f (x + su) − f (x − qu)

q + s
+ c

[
s

q + s

]p

qp−1‖u‖p.

Ha az előző lemma második egyenlőtlenségében x − qu helyére a
kerül, az

(5)
f (a + qu) − f (a)

q
≤

f (a + (q + s)u) − f (a)
q + s

+ c
[

s
q + s

]p

qp−1‖u‖p

egyenlőtlenséghez jutunk. Így megfogalmazhatjuk az alábbi lemmát:

Lemma. A (4) egyenlőtlenség akkor és csak akkor áll fenn minden
x ∈ D, s, q ∈ F+ és u ∈ X esetén x − qu, x + su ∈ D mellett, ha az
(5) egyenlőtlenség teljesül minden olyan a ∈ D, q, s ∈ F+, u ∈ X ese-
tén, amelyekre a + (q + s)u ∈ D.

A fenti lemmák segítségével pedig belátható a következő tétel:

Tétel. Legyen D ⊂ X egy F-algebrailag nyílt F-konvex halmaz,
c ≥ 0, p > 1 és f : D → R olyan leképezés, hogy f megoldása a
(3) egyenlőtlenségnek minden x, y ∈ D és t ∈ [0, 1] ∩ F esetén. Ekkor
f teljesíti a (3) egyenlőtlenséget c = 0 esetén is, azaz az f függvény
F-konvex.

Megjegyzés. Jensen [Jen06] megmutatta (lásd még: [Kuc09]), hogy
minden Jensen-konvex függvény Q-konvex. Így abban az esetben, ami-
kor F = Q, az előbbi tételünk azt mondja ki, hogy ha egy f függ-
vény abban az értelemben közelítőleg Jensen-konvex, hogy teljesíti a
(3) egyenlőtlenséget a 0 és 1 közötti t racionlis számokra, akkor az f
függvény valójában Jensen-konvex.

A következő eredmény megmutatja, hogy a közelítő Jensen-konvexi-
tásból következik a Jensen-konvexitás, ha a hibafüggvény kellően kicsi
a nulla közelében.
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Tétel. Legyen I ⊂ R egy nyílt intervallum, dI az I intervallum hossza
és JI = [0, dI[. Legyen ψ : JI → [0,+∞[ olyan, hogy

lim
t→0+

ψ(t)
t2 = 0.

Ha egy f : I → R függvény megoldja az

f
( x + y

2

)
≤

f (x) + f (y)
2

+ ψ(|x − y|)

egyenlőtlenséget bármely x, y ∈ I esetén, akkor f Jensen-konvex.

5. Magasabb rendben közelítőleg
konvex függvények

A disszertáció utolsó fejezetében az előbbiekben ismertetett ered-
ményeket terjesztjük ki magasabb rendben közelítőleg konvex (illetve
Jensen-konvex) függvényekre.

Legyen I ⊂ R egy intervallum, n ∈ N és x0, x1, . . . , xn, xn+1 az I
különböző pontjai. Jelölje [x0, x1, . . . , xn, xn+1 ; f ] az f függvény osz-
tott differenciáját az x0, x1, . . . , xn, xn+1 pontokban, melyet a[

x0 ; f
]

= f (x0) ,[
x0, x1, . . . , xn+1; f

]
=

[x1, x2, . . . , xn, xn+1 ; f ] − [x0, x1, . . . , xn ; f ]
xn+1 − x0

rekurzióval definiálhatunk, ahol n ∈ N. Hopf [Hop26] és Popoviciu
[Pop45] definíciója szerint egy f : I → R függvény n-edrendben kon-
vex, ha [

x0, x1, . . . , xn+1 ; f
]
≥ 0

teljesül minden x0 < x1 < · · · < xn < xn+1 I-beli pont esetén. Jól ismert
(és könnyen belátható), hogy az elsőrendű konvexitás a hagyományos
értelemben vett konvexitással egyezik meg.

Könnyen kiszámítható, hogy megfelelő helyettesítésekkel az

f (tx + (1 − t)y) ≤ t f (x) + (1 − t) f (y) + Ct(1 − t)α(‖x − y‖)
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egyenlőtlenség átírható a következő alakba, amelynek általánosítását
vizsgáljuk a fejezetben:

0 ≤ [x0, x1, x2 ; f ] + C
α( |x2 − x0| )
(x2 − x0)2 .

Az eredmény igazolásához használjuk a differencia operátor fogalmát:

∆1
h f (x) = f (x + h) − f (x) (x ∈ I, h ∈ R : x + h ∈ I),

∆n+1
h f (x) = ∆1

h∆n
h f (x) (x ∈ I, h ∈ R : x + (n + 1)h ∈ I),

A magasabb rendű Jensen-konvexitás fogalma T. Popoviciuhoz
([Pop34, Pop45]) köthető:

Definíció. Egy f : I → R függvényt n-edrendben Jensen-konvexnek
hívunk (ahol n ∈ N), ha

∆n+1
h f (x) ≥ 0

minden x ∈ I, h ≥ 0 esetén úgy, hogy x + (n + 1)h ∈ I.

Popoviciu [Pop34] és Ciesielski [Cie59, 1. Tétel] eredményeinek
összekombinálásával kimondható a következő állítás.

Állítás. Legyen I egy nyílt intervallum, n ∈ N és tegyük fel, hogy az
f : I → R függvény n-edrendben Jensen-konvex. Ha f korlátos az
E ⊂ I pozitív mértékű halmazon, akkor az f leképezés n-edrendben
konvex.

A magasabb rendű konvexitás egy lokális jellemzéséhez szükségünk
lesz a következő derivált-fogalomra.

Definíció. Legyen k ∈ N . Az f : I → R függvény k-adrendű alsó
Dinghas intervallum deriváltját egy ξ ∈ I pontban a következő képlettel
definiáljuk:

Dk f (ξ) := lim inf
(x , h)→(ξ , 0)

x≤ξ≤x+kh

∆k
h f (x)

hk .

Gilányi and Páles [GP01, 1. Következmény] szoros kapcsolatot bi-
zonyított a fenti két fogalom között (egy általánosabb kontextusban).
Nekünk az ő eredményük következő speciális esetére lesz szükségünk.
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Állítás. Egy f : I → R függvény pontosan akkor n-edrendben Jensen-
konvex, ha Dn+1 f (ξ) ≥ 0 minden ξ ∈ I -re.

Az állítást felhasználva az alábbi Rolewicz-típusú tétel igazolható:

Tétel. Ha f : I → R, n ∈ N, I∗n =
{

x−y
n+1 : x, y ∈ I, y < x

}
és

ψ : I∗n → R úgy, hogy limh→0+
ψ(h)
hn+1 = 0, továbbá tetszőleges x ∈ I

és h > 0 olyanok, hogy x + (n + 1) h ∈ I esetén teljesül a

∆n+1
h f (x) + ψ(h) ≥ 0

egyenlőtlenség, akkor az f függvény n-edrendben Jensen-konvex.

A fenti eredmények felhasználásával belátható a következő tétel:

Tétel. Legyen I ⊂ R egy nyílt intervallum, jelölje ν(I) az I interval-
lum hosszát, továbbá legyen n ∈ N és JI =]0, ν(I)[ , valamint legyen a
ϕ : JI → [0,+∞[ olyan függvény, amely teljesíti a limt→0+ ϕ(t) = 0
feltételt. Ha egy f : I → R függvény minden olyan x j ∈ I pontok esetén
( j = 0, 1, . . . , n, n + 1), amelyekre teljesül az x0 < x1 < · · · < xn < xn+1
feltétel, megoldja az[

x0, x1, . . . , xn, xn+1 ; f
]
+ ϕ(xn+1 − x0) ≥ 0

egyenlőtlenséget, akkor f n-edrendben konvex.

A disszertáció ötödik fejezetének zárásaként bizonyos eszközöket
bevezetve az előző tételt kiterjesztjük nyílt konvex halmazokra is.

Tétel. Legyen D ⊂ Rm egy nyílt konvex halmaz, ν(D) jelölje a D
halmaz átmérőjét, továbbá JD = ] 0, ν(D)[ és n,m ∈ N. Legyen a
ϕ : JD → [0,+∞[ függvény olyan, ami teljesíti a limt→0+ ϕ(t) = 0
feltételt. Ha egy f : D→ R függvény megoldja az[

x0, x1, . . . , xn, xn+1 ; f
]
+ ϕ(‖xn+1 − x0‖) ≥ 0

egyenlőtlenséget minden olyan x j ∈ D ( j = 0, 1, . . . , n, n + 1) esetén,
ahol x0 < x1 < · · · < xn < xn+1 kollineárisak, akkor f n-edrendben
konvex.



13

1. Introduction

The theory of functional equations and inequalities is usually con-
sidered as a topic in mathematical analysis. However, it has some ap-
plications in many other areas, for example, in geometry, economics
and social sciences.

Research on convexity dates back to the beginning of the 20th cen-
tury. The concept of convex functions was introduced by Jensen
[Jen06]. A convenient sufficient condition for the continuity of a con-
vex function (in the sense of Jensen) was established by Bernstein and
Doetsch [BD15]. Since then many publications dealt with this topic.

Over the last few decades, investigating convexity has become an
important, well-researched area of the theory of functional inequalities.
One of the possible generalizations is the higher order (Jensen)-con-
vexity on an interval. The related concepts were introduced by Hopf
and Popoviciu [Hop26, Pop34, Pop45]. Several mathematicians dealt
with this subject [BW40, Bul71, Cie59, GP01, GP08, Kuc09, PW05,
RV73, Was06, Was07]. Ger investigated the generalization in higher
dimensions [Ger72, Ger74]). Another option is to restrict the scope
of convex combinations by introducing the appropriate notations and
concepts, as Boros and Páles did in [BP06].

In most cases, the authors examined functional inequalities that can
be derived from the inequality

f (tx + (1 − t)y) ≤ t f (x) + (1 − t) f (y) + C Φ(t, 1 − t)ψ(‖x − y‖).

Here X is a normed space, D ⊆ X is an open convex set, f : D →
R is a function, ‖u‖ is the norm of u ∈ X , C is a fixed real number
(usually non-negative), Φ : [0, 1] × [0, 1]→ R and ψ : [0,+∞[→ R are
given functions. Typically the inequality is supposed to hold for every
t ∈ [0, 1] and x, y ∈ D (however, the case of fixed t, especially that of
t = 1/2 is also extensively investigated). Obviously, if C = 0, then the
inequality is equivalent to the definition of convex functions.

One of the first results, which is related to approximate convexity
belongs to Hyers and Ulam [HU52]. They investigated the C-convexity
(i.e. where C ≥ 0 and Φ(t, 1− t) = ψ(h) = 1). This case was considered
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by, among others, Green [Gre52], Casini and Papini [CP93], and Lacz-
kovich [Lac99].

Another particular case of the inequality above, namely when X
Banach-space, Φ(t, s) = ts, ψ(h) = h, and f is semi-continuous and
bounded from below, was investigated by Luc, Ngai and Théra
[LNT00].

Rolewicz investigated the case of the inequality above where X = R,
φ(h) = hp (p > 2 fixed), C ≥ 0 and Φ(t, s) = 1. He showed that every
absolute continuous solution f : D → R of that inequality is convex
[Rol79]. In [Rol00] he extended this result to the more general case
where X is a Banach-space and ψ : [0,+∞[→ R fulfils the following
condition:

lim
h→0

ψ(h)
h2 = 0.

Makó and Páles introduced and described the notion of ϕ-convexity,
as a generalization of several previous results [MP12]. Later with Niko-
dem they characterized strong ϕ-convexity [MNP12].

In the dissertation, we investigate such functions that fulfil the in-
equality of convexity with certain allowable error terms and the re-
strictions on the weights (e.g. approximate Jensen-convexity, approx-
imate convexity with respect to a subfield). First we determine the
support functions (subgradients) containing the error term, then using
this we prove a differentiability property under some assumptions on
the error term. Then we characterize the separability with an approxi-
mately convex function (over a subfield and with respect to appropriate
control functions) from which we obtain a stability theorem. Finally,
we prove hiperstability-type results (analogue or more general forms
of Rolewicz’s theorems) over a subfield and for (Jensen-)convexity of
higher order.
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2. Approximate F-convexity with compound error

Our purpose is to combine the approach of approximate convexity by
Makó and Páles [MP12] with the concept of restricted strong convexity
by Makó, Nikodem and Páles [MNP12], in order to provide character-
izations and regularity properties for functions that are approximately
convex with respect to a subfield.

Let F be a subfield of the field R of real numbers and X be a linear
space over F. Let F+ denote the set of positive elements of F. Moreover
let R+ denote the set of nonnegative real numbers.

First we define F-convex and F-algebraically open sets as well as
F-convex functions that are considered in [BP06].

Definition. A subset D of the space X is called F-convex if
tx + (1 − t)y ∈ D for every x, y ∈ D and t ∈ [0, 1] ∩ F .

Definition. A subset D of the space X is called F-algebraically open if,
for all x ∈ D and u ∈ X , there exists a δ > 0 such that x + ru ∈ D for
every r ∈ F∩ ] − δ, δ [ .

Definition. Let D ⊆ X be a nonempty F-convex set. A function
f : D→ R is called F-convex if

f (tx + (1 − t)y) ≤ t f (x) + (1 − t) f (y)

holds for every x, y ∈ D and t ∈ F ∩ [0, 1].

In the following, we introduce the aforementioned concept of (α,F)-
convexity and establish its characterizations by comparison of modified
difference ratios and an appropriate support property.

Definition. Let D ⊆ X be a nonempty F-convex set,

D∗ := D − D := {x − y : x, y ∈ D},

and α : D∗ → R+ be an even function. The function f : D → R is
called (α,F)-convex, if it satisfies the inequality

f (tx + (1 − t)y) ≤ t f (x) + (1 − t) f (y)
+ tα ((1 − t)(x − y)) + (1 − t)α (t(y − x))

for all x, y ∈ D and for all t ∈ F ∩ [0, 1].
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Theorem. Let D ⊆ X be a nonempty, F-algebraically open, F-convex
set, α : D∗ → R+ be an even function, and let f : D→ R be a function.
Then the following statements are equivalent:

i) f is (α,F)-convex on D;
ii) the inequality

f (u) − f (u − sh) − α(−sh)
s

≤
f (u + rh) − f (u) + α(rh)

r
is satisfied for all r, s ∈ F+, u ∈ D, h ∈ X, where u− sh, u+rh ∈ D;

iii) there exists a function A : D × X → R such that
f (u + rh) − f (u) ≥ rA(u, h) − α(rh)

for all u ∈ D, r ∈ F, h ∈ X, where u + rh ∈ D.

Now we use the support property (which was verified in the previ-
ous theorem) to prove certain regularity properties for approximately F-
convex functions with sufficiently small errors, in the spirit of Rolewicz
[Rol00, Rol05].

Theorem. Let D ⊆ X be a nonempty, F-algebraically open, F-convex
set and α : D∗ → R+ be an even function such that, for every h ∈ X ,
the mapping r 7→ α(rh) (defined for all r ∈ F+ that fulfils rh ∈ D∗) is
continuous and satisfies

lim
F+ 3r→0

α(rh)
r

= 0 .

If f : D → R is (α,F)-convex and A : D × X → R is the mapping
described in statement (iii) and the proof of the previous Theorem, then

A(u, h) = lim
s→0, s∈F+

f (u + sh) − f (u)
s

for all u ∈ D and h ∈ X . Moreover, the mapping h 7→ A(u, h) (h ∈ X)
is positively F-homogeneous and subadditive for every u ∈ D.
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3. Separation theorems

In the third chapter of the dissertation we prove a more abstract ver-
sion of Baron, Matkowski and Nikodem’s separation theorem
[BMN94]. It is a special case of Theorem 1 of the paper [NPW99],
but it is more convenient to prove it directly. During the proof, we fol-
low an argument which is analogous to Andrzej Olbryś’s idea [Olb15].
However, Olbryś’s result is logically not comparable to our one.

Theorem. Let X be a vector space over F, D be an F-convex, F-algeb-
raically open subfield of X, and f and g be real functions on D. Then
the following statements are equivalent:

(i) there exists an F-convex function p : D→ R such that f ≤ p ≤ g;
(ii) the inequality

f

 n∑
i=1

tixi

 ≤ n∑
i=1

tig(xi)

is fulfilled for every n ∈ N, x1, . . . , xn ∈ D, t1, . . . , tn ∈ [0, 1] ∩ F,
if t1 + . . . + tn = 1.

Mirosław Adamek introduced the notion of convexity with respect to
a control function as a common generalization of the concepts of strong
convexity and approximate convexity. He investigated separation and
stability type theorems concerning these concepts. In the previous the-
orem, in the case of convexity over a subfield, an infinite dimensional
version of the separation theorem appears, hence this approach can be
described with a control function sequence.

In what follows, for every n ∈ N , let

Tn =

(t1, . . . , tn) ∈ ([0, 1] ∩ F)n :
n∑

j=1

t j = 1


and

Gn : Tn × Dn → R .

Definition. Let X be a vector space over F, D ⊂ X nonempty, F-
algebraically open, F-convex set. We say that a function ϕ : D→ R
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is F-affine with the control function sequence (Gn), if for every n ∈ N,
x1, . . . , xn ∈ D and (t1, . . . , tn) ∈ Tn it satisfies the equation

(1) ϕ

 n∑
i=1

tixi

 =

n∑
i=1

tiϕ(xi) + Gn(t1, . . . , tn, x1, . . . , xn).

Definition. Let X be a vector space over F, D ⊂ X nonempty, F-
algebraically open, F-convex set. We say that a function ϕ : D → R is
F-convex with the control function sequence (Gn), if for every n ∈ N,
x1, . . . , xn ∈ D and (t1, . . . , tn) ∈ Tn it satisfies the inequality

ϕ

 n∑
i=1

tixi

 ≤ n∑
i=1

tiϕ(xi) + Gn(t1, . . . , tn, x1, . . . , xn).

Let us define the set
F := {ϕ : D→ R : ϕ is F-affine with the control function

sequence (Gn)}.

In the following we examine those functions f , g : D → R, which
solve the inequality

(2) f

 n∑
i=1

tixi

 ≤ n∑
i=1

tig(xi) + Gn(t1, . . . , tn, x1, . . . , xn)

for every n ∈ N, x1, . . . , xn ∈ D and (t1, . . . , tn) ∈ Tn.

Remark. If we subtract equation (1) from (2), we get

( f − ϕ)

 n∑
i=1

tixi

 ≤ n∑
i=1

ti(g − ϕ)(xi),

which means that the function f −ϕ is F-convex in the case when g = f .

Proposition. If the function p : D → R is F-convex and ϕ ∈ F , then
the function h = p + ϕ is F-convex with the control function sequence
(Gn).

Theorem. Suppose that F , ∅. Then f , g : D → R satisfy inequality
(2) for every n ∈ N, x1, . . . , xn ∈ D and (t1, . . . , tn) ∈ Tn if and only if
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there exists an F-convex function h : D → R with the control function
sequence (Gn) such that

f ≤ h ≤ g

is satisfied on D.

Remark. It is clear that if ϕ : D → R is an arbitrary function and for
every n ∈ N, x1, . . . , xn ∈ D and (t1, . . . , tn) ∈ Tn it satisfies inequality

Gn(t1, . . . , tn, x1, . . . , xn) = ϕ

 n∑
i=1

tixi

 − n∑
i=1

tiϕ(xi),

then ϕ ∈ F , and hence F , ∅. However if the sequence
Gn : Tn × Dn → R (n ∈ N) is given, it is not a simple question if the
set F is nonempty.

Corollary. Suppose that F , ∅ and f : D → R is approximately F-
convex with the control function sequence (Gn), i.e. for every n ∈ N,
x1, . . . , xn ∈ D and (t1, . . . , tn) ∈ Tn and with a fixed number ε > 0

f

 n∑
i=1

tixi

 ≤ n∑
i=1

ti f (xi) + Gn(t1, . . . , tn, x1, . . . , xn) + ε.

Then there exists an F-convex function h : D → R with the control
function sequence (Gn) such that

| f (x) − h(x)| ≤
ε

2
(x ∈ D).
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4. Rolewicz-type theorems
for approximately Jensen-convex functions

The already introduced definitions of F-algebraically openness and
F-convexity by Boros and Páles [BP06] will be used also in this section.
We have to introduce the concept of the F-norm of an element of X:

Definition. Let F be a subfield of R and X be a vector space over F. The
mapping ‖ · ‖ : X → R is called an F-norm if it satisfies the following
assumptions:

(i) ‖x‖ > 0 for every 0 , x ∈ X and ‖0‖ = 0;
(ii) ‖cx‖ = |c| ‖x‖ for all c ∈ F and x ∈ X;

(iii) ‖x + y‖ ≤ ‖x‖ + ‖y‖ for every x, y ∈ X.

In this section let D be an F-algebraically open, F-convex subset of
X, c ≥ 0 and p > 1. In order to reformulate the conditions for the
function f : D→ R in the inequality

(3) f (tx + (1 − t)y) ≤ t f (x) + (1 − t) f (y) + c
(
t(1 − t) ‖x − y‖

)p

where x, y ∈ D és t ∈ [0, 1] ∩ F, we have to introduce some special
differences and difference ratios. Obviously inequality (3) is satisfied if
t = 0, t = 1, or x = y. Hence it is enough to investigate the case when
x, y ∈ D, t ∈ ] 0, 1[∩F, and x , y.

Introducing new variables and performing a little amount of calcula-
tion, we may reformulate our inequality in the following way.

Proposition. Let D ⊂ X be an F-algebraically open and K-convex set,
c ≥ 0, p > 1. A function f : D → R fulfils inequality (3) for every
x, y ∈ D and λ ∈ [0, 1] ∩ K if and only if f satisfies inequality

(4) f (x) ≤
s

q + s
f (x − qu) +

q
q + s

f (x + su) + c
[

qs
q + s

]p

‖u‖p

for every x ∈ D , s, q ∈ K+ , and u ∈ X such that x − qu , x + su ∈ D

We assume that D, c, p and f satisfy the assumptions of the previous
proposition. Then we can formulate the following lemmas:
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Lemma. Suppose that x ∈ D , s, q ∈ F+ , and u ∈ X such that x − qu,
x + su ∈ D. Then the following two inequalities are equivalent to in-
equality (4):

f (x) − f (x − qu)
q

≤
f (x + su) − f (x)

s
+ c

[
qs

q + s

]p−1

‖u‖p,

f (x) − f (x − qu)
q

≤
f (x + su) − f (x − qu)

q + s
+ c

[
s

q + s

]p

qp−1‖u‖p.

If we substitute a in the place of x − qu in the second inequality of
lemma above, we get

(5)
f (a + qu) − f (a)

q
≤

f (a + (q + s)u) − f (a)
q + s

+ c
[

s
q + s

]p

qp−1‖u‖p

and we can therefore formulate the following statement.

Lemma. Inequality (4) holds for all x ∈ D, s, q ∈ F+ and u ∈ X
with x − qu, x + su ∈ D if and only if inequality (5) holds for all
a ∈ D, q, s ∈ F+, u ∈ X with a + (q + s)u ∈ D.

With the help of the above lemmas, we can establish the following
result:

Theorem. Let D ⊂ X be an F-algebraically open and F-convex set,
c ≥ 0, p > 1 and f : D → R such that f satisfies inequality (3) for
every x, y ∈ D and t ∈ [0, 1]∩F. Then f satisfies (3) with c = 0 as well,
thus f is F-convex.

Remark. Jensen [Jen06] proved (see also [Kuc09]) that every Jensen-
convex function is Q-convex. Hence, considering the case F = Q, our
last theorem says that approximately Jensen-convex functions in the
sense of (3), with t ∈ Q, are, in fact, Jensen-convex.

The next result shows that from approximate Jensen-convexity we
get Jensen-convexity, if the error function ψ is appropriately small in
the neighbourhood of zero.

Theorem. Let I ⊂ R be an open interval, dI be the length of the interval
I, and JI = [0, dI[. Let the function ψ : JI → [0,+∞[ satisfy

lim
t→0+

ψ(t)
t2 = 0.
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If a function f : I → R satisfies

f
( x + y

2

)
≤

f (x) + f (y)
2

+ ψ(|x − y|)

for all x, y ∈ I, then f is Jensen-convex.

5. Approximate convexity in higher order

In the fifth chapter of the dissertation we investigate approximate
convexity (and approximate Jensen-convexity) of higher order.

Let I ⊂ R be an interval, n ∈ N, and x0, x1, . . . , xn, xn+1 distinct
points in I. Denote by [x0, x1, . . . , xn, xn+1 ; f ] the divided difference of
f at x0, x1, . . . , xn, xn+1 defined by the recurrence[

x0 ; f
]

= f (x0) ,[
x0, x1, . . . , xn+1; f

]
=

[x1, x2, . . . , xn, xn+1 ; f ] − [x0, x1, . . . , xn ; f ]
xn+1 − x0

.

Following Hopf [Hop26] and Popoviciu [Pop45], a function f : I → R
is called convex of order n if[

x0, x1, . . . , xn+1 ; f
]
≥ 0

for all x0 < x1 < · · · < xn < xn+1 in I. It is well known (and easy to
verify) that convexity of order 1 coincides with the ordinary convexity.

As one may easily verify, introducing x0 = x , x2 = y and
x1 = tx + (1 − t)y , we obtain t =

x2−x1
x2−x0

, 1 − t =
x1−x0
x2−x0

, while the
inequality

f (tx + (1 − t)y) ≤ t f (x) + (1 − t) f (y) + Ct(1 − t)α(‖x − y‖)

can be rewritten as

0 ≤ [x0, x1, x2 ; f ] + C
α( |x2 − x0| )
(x2 − x0)2 .

We will investigate the generalization of this inequality.
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We use the concept of difference operators ∆n+1
h defined by the fol-

lowing recursion:

∆1
h f (x) = f (x + h) − f (x) (x ∈ I, h ∈ R : x + h ∈ I),

∆n+1
h f (x) = ∆1

h∆n
h f (x) (x ∈ I, h ∈ R : x + (n + 1)h ∈ I),

The notion of higher-order Jensen-convexity is due to T. Popoviciu
([Pop34, Pop45]):

Definition. A function f : I → R is called Jensen-convex of order n
(where n ∈ N), if

∆n+1
h f (x) ≥ 0

for all x ∈ I, h ≥ 0 such that x + (n + 1)h ∈ I.

Combining the results by Popoviciu [Pop34] and Ciesielski [Cie59,
Theorem 1] we can establish the following corollary.

Proposition. Let I be an open interval, n ∈ N and suppose that
f : I → R is Jensen-convex of order n. If f is bounded on a set E ⊂ I
of positive measure, then f is convex of order n.

In order to give a local characterization of convexity of higher order
we define the following differentiation concept:

Definition. Let k ∈ N. The k-th lower Dinghas interval derivative of
f : I → R at ξ ∈ I is defined by

Dk f (ξ) := lim inf
(x , h)→(ξ , 0)

x≤ξ≤x+kh

∆k
h f (x)

hk .

In a more general context, Gilányi and Páles [GP01, Corollary 1]
proved a strong connection between the above two concepts. We need
a special case of their result:

Proposition. A function f : I → R is Jensen-convex of order n if, and
only if, Dn+1 f (ξ) ≥ 0 for every ξ ∈ I.

Using this proposition it is easy to prove the following Rolewicz-
type theorem:
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Theorem. If f : I → R, n ∈ N, I∗n =
{

x−y
n+1 : x, y ∈ I, y < x

}
and

ψ : I∗n → R such that limh→0+
ψ(h)
hn+1 = 0, and for all x ∈ I and h > 0 such

that x + (n + 1) h ∈ I the inequality

∆n+1
h f (x) + ψ(h) ≥ 0

is fulfilled, then the function f is Jensen-convex of order n.

These results help to prove the following theorem:

Theorem. Let I ⊂ R be an open interval, ν(I) denote the length of the
interval I , n ∈ N , and JI =]0, ν(I)[ . Let the function ϕ : JI → [0,+∞[
satisfy limt→0+ ϕ(t) = 0. If a function f : I → R satisfies the inequality[

x0, x1, . . . , xn, xn+1 ; f
]
+ ϕ(xn+1 − x0) ≥ 0

for all x j ∈ I ( j = 0, 1, . . . , n, n + 1), such that x0 < x1 < · · · < xn <
xn+1, then f is convex of order n .

Finally using some technical tools we can extend the theorem to the
case where the domain is an open convex set.

Theorem. Let D ⊂ Rm be an open and convex set, ν(D) denote the
diameter of the set D, n,m ∈ N, JD = ] 0, ν(D)[. Let the function
ϕ : JD → [0,+∞[ satisfy limt→0+ ϕ(t) = 0. If a function f : D → R
satisfies the inequality[

x0, x1, . . . , xn, xn+1 ; f
]
+ ϕ(‖xn+1 − x0‖) ≥ 0

for all x j ∈ D ( j = 0, 1, . . . , n, n+1) such that x0 < x1 < · · · < xn < xn+1
are collinear points, then f is convex of order n.
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[Was07] Sz. Wąsowicz, Support-type properties of convex functions of higher

order and Hadamard-type inequalities J. Math. Anal. Appl. 332/2
(2007) 1229–1241.



 



 



 



 


