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1. BEVEZETES

1.1. A KOZELITO KONVEXITASRA VONATKOZO KORABBI
EREDMENYEK ROVID ATTEKINTESE

Egy val6s értékd f fliggvényt, mely egy valds linedris tér egy konvex

részhalmazén van értelmezve, konvexnek nevezziik, ha teljesiti az

(1.1) Jax+ A -0y <t1f(x0)+ 1 =-0f(y)

egyenldtlenséget minden ¢ € [0, 1] és minden, az f értelmezési tartomanyabdl
vett x, y esetén. Azt mondjuk, hogy f Jensen-konvex, ha az (1.1) egyenl6tlen-
ség igaz t = 1/2 esetén. Jensen cikkét [Jen06], melyben a szerzé bizonyi-
totta, hogy barmely Jensen-konvex f fiiggvény teljesiti az (1.1) egyenl6tlen-
séget minden ¢ € [0, 1] raciondlis szamra, a konvex fliggvényekkel kapcsolatos
eredmények kezdeteként is tekinthetjilk. Néhany évvel kés6bb Bernstein és
Doetsch [BD15] bizonyitotta, hogy ha feltessziik, hogy az értelmezési tar-
tomany egy véges dimenzids euklideszi tér konvex részhalmaza, akkor egy
nemiires nyilt halmazon értelmezett feliilr6l korlatos Jensen-konvex fiiggvény

folytonos, és igy konvex. Azoéta a témadval kapcsolatban szdmos publikacio
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2 1. BEVEZETES

sziiletett. Ebbdl kovetkez6en mi csak néhdny, a vizsgalatainkat motivalo cikket
€s monogréfiit sorolunk fel.

Ha az értelmezési tartomédny egy nyilt intervallum, akkor egy fiiggvény
konvexitdsa jellemezhet6 egyrészt bizonyos differenciahdnyadosokra teljesiild
egyenldtlenségek segitségével, mdsrészt az értelmezési tartomdny minden
egyes pontjaban a fliggvény grafja alatti tartéegyenesek 1étezésével. Ezek a
megfigyelések a konvex valos fiiggvények egyoldali differencidlhatésdgahoz
és folytonossdgdhoz vezetnek. Az eredmények Kkiterjeszthetok a konvex
fliggvények még altalanosabb értelmezési tartomanyokon értelmezett [RV73,
Roc70], valamint a résztestre vonatkozo konvexitds vizsgélataira [BP06] (ami
Jensen eredményei és a nemfolytonos Jensen-konvex fiiggvények létezése
alapjan j6l motivalt).

Szamos publikdcidoban foglalkoztak olyan kozelitdleg konvex f fiigg-

vények vizsgalataval, melyek teljesitik az

Jax+ (1 =0y <tf(x) + (1 -0f(y)
+CO (@, 1=y (lx-ylD),

(1.2)

alaku fiiggvényegyenl6tlenséget, ahol f : D — R az X normalt tér egy D kon-
vex, nyilt részhalmazdn van értelmezve, ||u|| pedig az u € X normdjat jeloli,
C egy (éltaldban nemnegativ) rogzitett valdés szam, ® : [0, 1] X [0, 1] = R és
Y : [0, +oo[— R adott fiiggvények, mig az (1.2) egyenl6tlenségrol feltessziik,
hogy minden ¢ € [0,1] és x,y € D esetén teljesiil. (Alapértelmezésben ezek
lesznek x, y és t értékell, illetve kiilon kihangstlyozzuk, ha tovdbbi megszorita-
sokkal éliink.) A kutatdsok gyakran az X = R esetre szoritkoznak, ahol f egy

nyilt intervallumon van értelmezve és ||u|| helyett u abszolt értéke, |u| irhato.
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A C =0 esetben az (1.2) egyenl6tlenség a konvex fiiggvények definicidja-
val egyenértékti. HiC > 0és @ (1,1 —£) = (|lx —yl) = 1 minden ¢ € [0, 1],
x,y € D eseténegy f : D — R fliggvény teljesiti az (1.2) egyenlStlenséget, C-
konvexnek nevezziik. A C-konvex fiiggvények elsd vizsgédlata Hyers és Ulam
[HUS52] nevéhez kothetd. Eredményeik szerint ha az értelmezési tartomény
egy véges n dimenzids X tér egy D részhalmaza és az f fiiggvény C-konvex,
akkor létezik egy olyan g : D — R konvex fiiggvény, hogy minden x € D

esetén
|f(x) — g(0)| < k,C.

A k, konstansra vonatkozdan belattdk, hogy

<n(n+3)
"TA4m+ 1)

A C-konvexitassal Green [Gre52] is foglalkozott, €s er6sebb allitdsokat is

sikeriilt bizonyitania. Masrészt Laczkovich [Lac99] megmutatta, hogy

k, > —log,(n/2).

EN

Ez az als6 becslés megmutatja, hogy az allitds nem terjeszthetd ki végtelen
dimenzids terekre. Casini és Papini [CP93] kordbban egy példat konstrualt
erre vonatkozodan.

Luc, Ngai és Théra [LNTO00] az (1.2) egyenlotlenség f megoldésait abban
az esetben vizsgaltak, mikor X Banach-tér, ®(¢, s) = ts és Y(h) = h. Ezeken
feliil feltették f-rél, hogy alulrdl félig folytonos.
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A y-parakonvex €s er6sen y-parakonvex filiggvények fogalmat Rolewicz
vezette be, €s szamos publikdcidjaban vizsgélta az (1.2) egyenldtlenséget azok-
ban az esetekben, amikor ®(¢, s) = min {¢, s} vagy ®(¢, s) = 1. Az X-re vonat-
kozo feltételeknek és a i fliggvény origd kozeli viselkedésének kiilonbozd ese-
teit vizsgélva szdmos eredménye sziiletett. Ha X = R, y(h) = h” valamely
rogzitett p > 2 kitevével, C > 0 és ®(z,s) = 1, Rolewicz a [Rol79] pub-
likdcidjdban bizonyitotta, hogy az (1.2) egyenl6tlenség minden f : D — R
abszolut folytonos megoldédsa konvex. Kés6bbi publikicidjdban [Rol00] ezen
eredményét kiterjesztette arra az altaldnosabb esetre, mikor X Banach-tér és

¥ 2 [0, +oo[— R teljesiti a

. y(h)
e 0

feltételt. Eredményeiben megmutatja, hogy a y-re vonatkozé feltétel nem
hagyhat6 el. Péld4ul konnyen megmutathatd, hogy az f(x) = —Cx* (x € R)
valés fiiggvény erésen y-parakonvex y(h) = h*> esetén, de f nem konvex,
ha C > 0. Hasonl6 szamitasokkal beldthaté a kovetkezo allitds: ha X = R,
O(t,5) = ts,y(h) = h*és f megoldja minden ¢ € [0, 1] és x,y € D esetén
az (1.2) egyenl6tlenséget, akkor a g(x) = f(x) + Cx* (x € D) fiiggvény kon-
vex. Az allitas negativ C értékek esetén is igaz marad. Ebben az esetben azt
mondjuk, hogy f erdsen konvex (lasd: [HULOI, 1.1.2. Allitas] és [MN10)).
Megjegyezziik, hogy ®(z, s) = min{t, s} és O(¢, s) = ts az (1.2) egyenlbtlenség

esetében 1ényegében ekvivalens, ugyanis minden ¢ € [0, 1] érték esetén

1
3 min{z, 1 —#} <t(1 —¢) < minf{s, 1 —1}.
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Luc, Ngai és Théra szellemében, valamint a C-konvex fiiggvények és
vizsgélatuk sordn kapott eredmények dltal motivdlva Pales [Pal03] beldtta a

kovetkezd tételt: Legyen I az R egy nyilt részintervalluma, &, 6 nemnegativ

valés szamok. Egy f : I — R fiiggvény pontosan akkor oldja meg az

(1.3) feax+A -y <tf)+A-f(y)+et(1-D|x-yl+

egyenldtlenséget, ha f el6dll f = g + @ + S alakban, ahol g : I — R konvex,
a : I — R egy Lipschitz-fiiggvény és 8 : I — R korlatos.

A Jensen-konvex (vagy 1/2-konvex) fliggvény fogalma olyan f: D - R
figgvényekre vonatkozik, melyek megolddsai az (1.2) fliggvényegyenletnek
t = 1/2 és C = 0 mellett. A nevezetes Bernstein-Doetsch tétel [BD15] sze-
rint ha f Jensen-konvex és feliilr6l lokdlisan korlatos, akkor az f fiiggvény
konvex. Hasonl6an, ha f megolddsa minden x,y € D esetén az (1.2) egyen-
16tlenségnek t = 1/2, C > 0 és ©(1/2,1/2) = y(||x — yl|) = 1 valasztasa mel-
lett és f feliilrdl lokdlisan korlatos, akkor az f fiiggvény 2C-konvex [NN93].
Hazy és Pales [HP04] egy p € [0, 1] hatvanykitevSt bevezetve az (1.2) egyen-
16tlenség olyan alakjanak megoldédsai kozotti kapcsolatokat vizsgaltdk, ahol
d(z, s) = (t5)”, Y(h) = h”. Tovabba azon specidlis esetekben, amikor ¢ = 1/2,
hasonl6 eredményeket kaptak.

Maké és Pales [MP12] a témaban ismert szdmos kordbbi eredmény egy

koz0os altalanositasa érdekében az

fax+ (A -0y <tf(x) + (A -0f(y)

+1o (1 =Dlx —y) + (1 = D (tx — yl)

(1.4)
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egyenldtlenséget vizsgalta. Tobb eredményt kaptak a ¢t = 1/2 ésat € [0, 1]
esetekben a nemnegativ ¢ hibafiiggvényre vonatkozd kiilonbozé feltételek mel-
lett. Ez a megkozelités tobbek kozott lehetové tette, hogy az (1.4) egyenl6tlen-
séget jellemezziik médositott differenciahdnyadosokat tartalmazé egyenl6tlen-

ségeken keresztiil, valamint a médositott tartétulajdonsag segitségével.

Az er8s konvexitds fogalma az (1.1) egyenldtlenségnél er6sebb egyen-
16tlenséget teljesitd fiiggvényekre vonatkozik. Az erdsen konvex fiiggvények
néhany alaptulajdonsagit Merentes €s Nikodem [MNI10] vizsgdlta. Egyiitt
tekintve ezt a vizsgdlatot a fentebb emlitettekkel, Mako, Nikodem és Pdles

[MNP12] az

fax+ (A =0y <tf(x)+ A -0fy)
—ta (1 -0(x-y) - -Na(y - x))

(1.5)

egyenldtlenséggel foglalkozott abban az esetben, amikor o egy nemnegativ,

szimmetrikus fiiggvény és t € [0, 1] a valos szdmok egy résztestének eleme.

Az ilyen értelemben vett erds konvexitds szamos jellemzését bizonyitottak.
Ezeknek és Rolewicz eredményeinek Osszehasonlitisat Jacek Tabor és

Jozef Tabor [TT09a] dolgozta ki.

1.2. ROLEWICZ NEHANY TETELENEK BEMUTATASA

Amint arra az el6bbi attekintésben mar utaltunk, 1979-ben Rolewicz bi-

zonyitotta [Rol79, 4. Lemma], hogy ha C > 0 és p > 0, akkor az

(1.6) f@x+(1=0y) < tf(0) + (1 = ) f(y) + Clx = yI**
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fliggvényegyenlStlenség minden abszolit folytonos f: R — R megolddsa
konvex.
Késdbb szamos publikdcigjaban ([Rol05] és annak irodalomjegyzékében

szerepl§ cikkei) Rolewicz az

(1.7) fx+ (1 -0y) <t1f(x)+ (1 -0)f(y) + Cr(1 - Ha(llx - yll)
vagy

(1.8) fx+ (1 -0y <tf(x)+ (1 -0)f(y) + Ca(llx -yl

fliggvényegyenl6tlenség folytonos f : D — R megoldésait vizsgélta abban az
esetben, amikor D egy X valés Banach-tér konvex, nyilt részhalmaza, C egy
nemnegativ konstans és a : [0, +oo[ — [0, +oo[ egy nemcsokkend fiiggvény,
amely teljesiti a

lim@:

t—0+ f

feltételt (illetve korlatos D esetén « : [0, diam(D)[ — [0, K], ahol diam(D)
jeloli D atmér6jét és K € [0, +oo[ ). Rolewicz [Rol02] bebizonyitotta, hogy ha

0

az X* dudlis tér szeparabilis, akkor az (1.7) egyenl6tlenség minden f: D — R
megolddsahoz létezik a D-nek egy elsd kategoridju A részhalmaza gy, hogy
a D\ Ay halmaz pontjaiban f Fréchet-differencidlhat6. Ez az eredmény tobbek
kozott azért is érdekes, mert az a hibafiiggvényre felirt feltétel mellett nem
kovetkezik, hogy az (1.7) egyenlStlenség minden f : D — R folytonos
megolddsa konvex lenne (példa: f(x) = —x* (x € R)).

Altaldnossagban az (1.8) egyenl6tlenségnek lehet olyan megolddsa, ami
nem teljesiti az (1.7) egyenl6tlenség egyetlen specidlis esetét sem, még abban

az esetben sem, ha megengedjiik a C és « kiilonboz8ségét (1asd még: [TT12]).
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A szakasz elején emlitett tétel dltalanositdsaként Rolewicz bizonyitotta,
hogy a tovibbi

(1.9) lim@ =0,

-0+ f2
feltétel mellett az (1.8) vagy (1.7) egyenlGtlenség minden folytonos megoldasa

konvex.

1.3. Az ERTEKEZES FELEPITESE

Az értekezésben olyan fiiggvények vizsgdlataval foglalkozunk, amelyek
bizonyos megengedett hibaval teljesitik a konvexitdsi egyenlGtlenségét a su-
lyokra vonatkozé megszoritdsok mellett (pl. Jensen-konvexitds, résztestre
vonatkozd konvexitds). El6szor a hibatagot tartalmazé tartéfiiggvényeket
(szubgradienseket) hatdrozzuk meg, majd ennek felhasznéldsaval a hibatagra
vonatkoz6 feltevések mellett egyfajta differencidlhatdsagot igazolunk. Ezt
kovetden alkalmas kontrollfiiggvényekre nézve kozelitdleg (résztest felett)
konvex fliggvényekkel torténd szepardlhatosagot karakterizalunk, amibdl sta-
bilitdsi tételt is nyeriink. Végiil hiperstabilitds jellegli (Rolewicz fentebb
emlitett tételeivel analdég vagy azokat éltalanosité) eredményeket igazolunk
résztest feletti, illetve magasabb rendd (Jensen-)konvexitasra.

Legyen F az R egy részteste és X linedris tér F felett. Legyen tovabba
D C X egy nemiires F-konvex halmaz, D* := D-D = {x—-y : x,y € D}
és o : D" — R egy nemnegativ paros fiiggvény. Az f : D — R fiiggvényt
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(a, F)-konvexnek nevezziik, ha teljesiti az
fx+A -0y <1f(x)+ 1 -Df(y)
+ta (1 -0D(x—y) + U - Da((y - x))
egyenldtlenséget minden x,y € D és minden ¢t € [0,1] N F esetén. A
2. fejezetben jellemezziik az (a,F)-konvex fliggvényeket, Osszehasonlitva
a modositott differenciahdnyadossal €s kapcsol6dd tulajdonsdgaival. Ha «

eleget tesz néhdny tovébbi feltételnek, az (a, F)-konvex fiiggvények bizonyos

értelemben vett differencidlhatésagédra kapunk eredményt.

Baron, Matkowski és Nikodem [BMN94] bizonyitottdk, hogy az I inter-
vallumon értelmezett, valds értéki f és g fliggvények akkor €s csak akkor tel-
jesitik az

fex+ (1 - ny) < tg(x) + (1 - D)g(y)
egyenlGtlenséget, ha 1étezik olyan 7 : I — R konvex fiiggvény, amelyre
f(x) < h(x) < g(x) teljesiil minden x € I pontban. Dolgozatukban meg-
jegyezték, hogy az daltaluk alkalmazott gondolatmenet szerint egy n — 1 di-
menzios tér konvex D részhalmazan értelmezett fliggvények esetében a konvex
szepardtor 1étezésének sziikséges és elegendd feltétele az

f[z fixi) < Z 1ig(x;)
i=1 i=1

egyenlGtlenség teljesiilése minden x,...,x, € D, t,...,t, € [0, 1] esetén,

aholt; +...+¢t,=1.

A 3. fejezet elsO szakaszaban megfogalmazzuk €s igazoljuk ennek a tétel-
nek azt a valtozatat, amikor a szeparator a valds szaimok egy F résztestére nézve

konvex fiiggvény.
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Merentes é€s Nikodem [MN16] (Baron, Matkowski és Nikodem fent em-
litett tételének felhasznaldsdval) sziikséges és elegendd feltételt adtak erGsen
konvex szeparator létezésére. Ezt az eredményt Adamek [Adal6] altalanosi-
totta affin differenciaként el6all6 kontrollfiiggvényre nézve konvex szepardtor
esetére.

A 3. fejezet mdasodik szakaszdban azzal foglalkozunk, miként lehet

Adamek eredményét kiterjeszteni az elsd szakaszban vizsgélt absztrakt esetre.

Boros Zoltannal a [BN13] publikaciéban a

(1.10) fx+ 1 =0y) <tf(x) + (1 =)f@) + (@l =) lx —yll)"

egyenldtlenséget vizsgdltuk. Feltettiik, hogy az f egy linedris normalt tér egy D
konvex, nyilt részhalmazan értelmezett fiiggvény, ¢ rogzitett valds szdm, p > 1
rogzitett. Az F-differencidlhatosag és F-konvexitds tulajdonsagait, illetve ezek
kapcsolatat Boros és Pales a [BP06] publikacidban irtdk le. Ezen eredmények
alapjan barmely, az (1.10) egyenlGtlenséget teljesité f fiiggvényr6l a t € F
megszoritd feltétel mellett megmutathatd, hogy F-konvex. Ezek az ered-
mények a 4. fejezet elsd szakaszdban taldlhatok. Nevezetesen, a 4.1. sza-
kaszban belatjuk, hogy ha F az R egy részteste és f egy F feletti X vektortér
[F-algebrailag nyilt, F-konvex D részhalmazén értelmezett valds fiiggvény, ami
megoldja az (1.10) egyenl6tlenséget minden x,y € D és ¢ € [0, 1]NF esetén egy
nemnegativ valés ¢ és egy rogzitett p > 1 kitevd mellett (ahol || ]| : X — R egy
pozitiv definit, abszolit F-homogén, szubadditiv leképezés, egyfajta norma),
akkor F-konvex, azaz f megoldja a fenti egyenlGtlenséget ¢ = O mellett is.

Amikor F = Q, a Jensen-konvex fiiggvények egyfajta jellemzését kapjuk.
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A 4. fejezet masodik szakaszdban megmutatjuk, hogy ha egy fiiggvény tel-
jesiti a Jensen-egyenldtlenséget (vagy a Q-konvexitést leird egyenldtlenséget)
egy megfeleld hibataggal, akkor a fiiggvény Jensen-konvex (hibatag nélkiil) is.
E célbdl tekintsiink egy f fiiggvényt, ami az R egy [ nyilt intervalluman van

értelmezve. Megmutatjuk, hogy ha f : I — R teljesiti az

PR SOy

2 2

egyenlGtlenséget, tovabba

lim@:O

=0+ 2
teljestil, akkor f Jensen-konvex.

Az n-edrendben konvex fiiggvény definicidja tetszdleges I valds inter-
vallumon értelmezett fiiggvény osztott differencidjabdl szarmaztathaté olyan
modon, hogy az osztott differencia értéke nemnegativ barmely xp < x; <

. < X, < Xu41 (n € N) [-beli pontok esetén ([Hop26, Pop45]). Hason-
l6an definidlhat6 a magasabb rendben Jensen-konvex fiiggvény fogalma a dif-
ferencia operator segitségével ([Pop34, Pop45]). Mivel a rogzitett 1€péskozii
magasabb rendi differencidk kifejezhet6k az osztdspontok dltal meghataro-
zott osztott differencidk felhaszndlasdval, igy az n-edrendben konvex fiigg-
vények n-edrendben Jensen-konvexek is. A magasabb rendben konvex és
Jensen-konvex fiiggvényeket széles korben vizsgaltak ([BW40, Bul71, Cie59,
GPO1, GPO8, Kuc09, PWO05, RV73, Was06, Was07]). Az n-edrendii Jensen-
konvexitds magasabb dimenzidba torténd altalanositdsaival R. Ger foglalkozott
([Ger72, Ger74)).
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Az 5. fejezetben az (1.7) egyenltlenséggel analég magasabb rendben
kozelitdleg konvex fliggvényeket vizsgalunk. A fejezet elsd szakaszdban at-
tekintjiik azokat az eszkozoket és llitdsokat, amelyek tételiink bizonyitdsaban
szerepet jatszanak. Ezt kovetSen ismertetjiik és bizonyitjuk tételeinket, melyek
regularitési feltételek bevezetése nélkiil mondjak ki, hogy a vizsgalt kozelitSleg
n-edrendben Jensen-konvex illetve kozelit6leg n-edrendben konvex fiiggvény
esetében a hibatag elhagyhatd, azaz a fiiggvény n-edrendben Jensen-konvex
illetve n-edrendben konvex is. A fejezet masodik szakaszdban az ut6bbi ered-

ményt véges dimenzids vektortereken értelmezett fliggvényekre terjesztjiik ki.



2. KOzELITG F-KONVEXITAS OSSZETETT HIBATAGRA

2.1. KOzeLITOLEG F-KONVEX FUGGVENYEK SZUBDIFFERENCIALJA

A kozelitéleg konvex fiiggvényekre vonatkozé kordbbi vizsgalatok al-
taldnositdsaként Mako és Pdles [MP12] a bevezetGben leirt (1.4) fiiggvénye-
gyenlStlenség megolddsaira igazoltak médositott differencia-egyenl6tlenséget
és tartétulajdonsagot. Az erds konvexitds és a résztestre vonatkozé konvexitas
fogalmait 6tvozve Mako, Nikodem és Pales [MNP12] az (1.5) egyenlGtlenséget
targyaltdk, ahol 7 € [0, 1] a valds szamok egy résztestének eleme. Ebben a fe-
jezetben ezeket a koncepcidkat Osszekombindlva jellemezziik a valds szamok
valamely résztestére vonatkozdan kozelitdleg konvex fliggvényeket, valamint
azok regularitasi tulajdonsagait.

Ebben és a tovabbi fejezetekben jelolje F a valos szamok R testének egy
résztestét és X legyen egy linedris tér F felett, F, az F pozitiv elemeinek hal-
maza, R, pedig a nemnegativ valds szamok halmaza.

Els6ként definidljuk az F-konvex és az F-algebrailag nyilt halmazok,

valamint az F-konvex fiiggvény fogalmat, a [BP06] definicidit idézve.
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2.1.1. DEerNici6. Az X tér egy D részhalmazdt F-konvexnek hivjuk, ha
tx+ (1 —t)y € Dminden x,y € D ést € [0,1] NF esetén.

2.1.2. DeFINic16. Az X tér egy D részhalmazdt F-algebrailag nyiltnak nevez-
ziik, ha minden x € D és u € X esetén létezik olyan 6 > 0, hogy x + ru € D

teljesiil minden r €] — 6, 6[ NF szdmra.

2.1.3. DernNici6. Legyen D C X egy nemiires F-konvex halmaz. Egy
f 1 D — R fiiggvényt F-konvexnek neveziink, ha

(2.1) fx+ (A -0y <tf(x)+ 1 -0f(y)
teljesiil minden x,y € D és t € [0, 1] N F esetén.

A kovetkezdkben bevezetjiik a jelen fejezetben vizsgéilt és a bevezetésben
emlitett (o, F)-konvexitds fogalmat, majd elvégezziik ennek karakterizacidjat a
modositott differenciahdnyadosok dsszehasonlitdsdval, valamint egy megfeleld

tartotulajdonsag segitségével.
2.1.4. DeriNici6. Legyen D C X egy nemiires F-konvex halmaz,
D':=D-D:={x-y : x,ye D}

ésa: D" — R+ egy pdros fiiggvény. Az f : D — R fiiggvényt (a, F)-konvexnek
nevezziik, ha megoldja az
fx+ (A -0y <tf(x)+ 1 -0f(y)
+ta (1 -D(x-y)+ 1 -Da((y - x)

(2.2)

egyenlotlenséget minden x,y € D és minden t € [0, 1] N F esetén.



2.1. KOZELITOLEG F-KONVEX FUGGVENYEK SZUBDIFFERENCIALJA 15

2.1.5. TEteL. Legyen D C X nemiires, F-algebrailag nyilt, F-konvex halmaz,
a: D" — R, egy pdros leképezés és f : D — R egy fiiggvény. Ekkor az aldbbi
hdrom dllitds ekvivalens:

(i) f (a,F)-konvex D-n;
(ii) minden olyan r,s € F,, u € D és h € X esetén, ahol u — sh, u + rh € D,
az

f(u) — f(u— sh) — a(—sh) < f(u+rh)— f(u) + a(rh)

S r

(2.3)

egyenlotlenség teljesiil;

(iii) létezik egy A : D X X — R leképezés, amelyre fenndll az
2.4) fw+rh)— f(u) > rA(u, h) — a(rh)
egyenldtlenség mindenu € D, r € F és h € X esetén, ahol u + rh € D.

Bizonyftas. (i) = (ii): Tegyiik fel, hogy az f fiiggvény (a, F)-konvex és
vezessik be az u € D, h € X és r,s € F, elemeket ugy, hogy u — sh,
u+ rh € D. Irjuk x helyére az u — sh, y helyére az u + rh értékeket és legyen
t = :’S Ekkort e F, 0<t<1,1-1¢t = :SS, tx+ (1 -ty = u, és a(2.2)

egyenl6tlenségbdl kapjuk, hogy

faw) < ﬁ fu— sh) + ﬁss Fu+ rh)

s
+r+sa(r+s((u—sh)—(u+rh)))
+r+sa(rrs((u+rh)—(u—sh))),

vagyis,

f(u) < rrsf(u —sh) + rssf(u +rh) + rrsa(—sh) + rssa(rh).
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Ebbdl az egyenl6tlenségbol
(2.5) (r+s)f(u) <rf(u—sh)+ sf(u+ rh) + ra(—sh) + sa(rh)
kovetkezik, és igy

rlf(w) — f(u — sh) —a(-sh)] < s[f(u+rh)— f(u) + a(rh)].

Tehat a (2.3) egyenlGtlenség teljesiil.
(ii) = (iii): Tegyiik fel, hogy (ii) igaz és u € D, h € X esetén definidljuk az
f(u+rh)— f(u) + a(rh)

r

R(u,h) = { . r € R, ugy, hogyu+rh€D}

halmazt. A D-re vonatkozo feltétel kovetkeztében az R(u, h) halmaz nemiires
€s a (2.3) egyenlbtlenség alkalmazasaval megmutathatd, hogy R(u, h) alulrél
korlatos. Legyen A(u, h) := inf R(u, h). Ha a (2.3) egyenl6tlenség bal oldalat
atirjuk, azt kapjuk, hogy

f(u— sh) — f(u) + a(—sh) < fu+rh)— f(u)+ a/(rh)‘

) r

Itt s helyére —s-et irva (ekkor s < 0 < r és s, r € F), az adodik, hogy

f(u+ sh) — f(u) + a(sh) < f(u+rh)— f(u) + a(rh)

S r

-,

Igy
f(u+ sh) — f(u) + a(sh) < Ak < f(u+rh)— f(u) + a(rh).

s r

A bal oldali egyenl&tlenség miatt minden s < O (s € F) esetén azt kapjuk, hogy
f(u+ sh) — f(u) + a(sh) > sA(u, h),

igy
f(u+ sh) — f(u) > sA(u, h) — a(sh),
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a jobb oldali egyenl6tlenség miatt pedig minden O < r (r € F) esetén
S+ rh)— f(u) > rA(u, h) — a(rh)

adddik. Ebbdl kovetkezik hogy a (2.4) egyenlStlenség fenndll, valamint nyil-
vanval6an r = 0 esetén is teljesiil.
(iii) = (i): Tegyiik fel, hogy (iii) fenndll és legyenu € D, r e Fés h € X.

Ekkor az r < 0 esetben irjuk az r helyére a —s szamot (ekkor s > 0), igy
(2.6) S~ sh)— f(u) > —sA(u, h) — a(—sh)

minden olyan esetben, amikor u — sh € D. Masrészt ha 0 < r gy, hogy
u+rh e D, a(2.4)egyenlbtlenség teljesiil.
Ha a (2.6) egyenldtlenséget az -~ hanyadossal, a (2.4) egyenl6tlenséget

pedig az - értékkel szorozzuk és ezt a kett6t dsszeadjuk, akkor a

—rs

r rs s
A(u,h) — —a(-sh) + —Aw, h) — ——a(rh
r+s (. 1) r+sa( sh) r+s (. 1) r+sa/(r)

r r s s
< —f(u—sh)— + +rh) — —
T r+ sf(u sh) r+ sf(u) r+ sf(u rh) r+ sf(u)
egyenldtlenséghez jutunk, ami konnyen az

fw) < Trs fQu—sh) + ﬁss Fu+ rh)

r

2.7)
+

S
—sh) + ——a(rh
7"+Sa(S) I”+Sa/(r)

alakra egyszer(sithetd. Legyen most x,y € D és t € [0, 1] N F. Elvégezve az
u=tx+({ -0y, r:=t,s:=1-t é h :=y— x helyettesitéseket, a (2.7)
egyenltlenség

fx+ (1 =0y) <tf(x) + A =) f(y)+

ta((1 = 0)(x = y) + (1 = Ha(ty - x)).

alakba irhat6. Ezzel belattuk a tételt. O
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2.2. KOzELITOLEG F-KONVEX FUGGVENYEK DIFFERENCIALHATOSAGA

Ebben a szakaszban a Rolewicz [Rol00, Rol05] dolgozataiban szerepld
differencidlhat6sagi tételekkel anal6g médon bizonyos regularitdsi tulajdonsa-
gokat igazolunk, alkalmazva az el6z6 részben bizonyitott tartétulajdonsdgot a

megfelelden kis hibataggal rendelkezd kozelitéen F-konvex fliggvényekre.

2.2.1. TéreL. Legyen D C X egy nemiires, F-algebrailag nyilt, F-konvex
halmaz és « : D* — R, egy olyan pdros fiiggvény, hogy minden h € X esetén
az r — a(rh) leképezés (mely minden olyan r € F, esetén értelmezett, amikor

rh € D*) folytonos és teljesiti a

0

2.8) fim 2 _

F, ar—0 r
feltételt. Ha f : D — R (a,F)-konvex és A : DX X — R a 2.1.5. Tétel (iii) dl-
litasaban és bizonyitdsdban leirt leképezés, akkor minden u € D és h € X

esetén
Aw.hy= lim LW =@

s—0, seF, S

Tovdbbd a h — A(u,h) (h € X) leképezés pozitiv E-homogén és szubadditiv

minden u € D-re.

BizonyitAs. A (2.5) egyenldtlenségbdl, ami ekvivalens az (a, F)-konvexi-
tassal, kapjuk minden olyan u € D, h € X és r, s € F, esetén, amire u — sh,

u+rh € D, hogy

SW) = f(u—sh) <f(u+rh)—f(u—sh)
K - r+s
r

+
s(r+s)

1
a(—sh) + ma(rh).
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Ha beirjuk u — sh helyére az a értéket, azt kapjuk, hogy

fla+ sh) - f(a) <f(a+(r+S)h)—f(a)
Ky N r+s
r

- s(r+s)

1
a(—sh) + ma(rh)

mindena € D, h € X ésr,s € F, esetén, amelyekre a + (r + s)h € D. Végiil az

a helyére u, az r + s helyére pedig ¢ irdsaval megkapjuk, hogy

fu+sh) - fu)  flutqh)-fu) q-

§ q sq

% a(—sh) + éa((q — $)h)

teljesiil minden olyan u € D, h € X és g, s € F esetén, ahol 0 < s < g és

u+qgheD.
A (2.8) feltételbdl azt kapjuk, hogy minden &£ > 0 esetén létezik egy
re € F,, hogy
a(rh) &
< u—
r 3

minden r €]0,r,[NF esetén, valamint az A(u,h) definici6jabol adéddan

l1étezik egy olyan g € F,, hogy u + gh € D és

fu+gh) = f(u) + a(qh)
q

< AGh) + ;

tovdbba van olyan 6 > 0, hogy [t — g| < ¢ (¢ € F,) esetén

la(th) — a(gh)| < %.
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Haegy s € F, szdmra teljesiil, hogy s < min {r,, g, ¢}, akkor, mivel « paros,

Al =2 < A ) - “(;‘h) LSt S’;) ~ f(w)

< fu+qgh)— f(u) N (g—s)
q S

a(—sh) + Clla((q — s)h)

= S = JO> 0@ 2 (g - ) - aqh)
q q
N (1 s ) a(sh)
q] s
E E E
< A(u,h) + 3 + 3 + 3 =A(u,h) + ¢.
Igy azt kapjuk, hogy
2.9) Awhy= lLim LW =0
s—0, seF, S

Felhasznélva a (2.9) eredményt, megmutathat6, hogy a h +— A(u,h)
leképetés pozitiv F-homogén. Ehhez legyen A € F,. Ekkor minden u € D,
h € X esetén azt kapjuk, hogy

Ay = lim LWt s =@

s—0, seF, S
_ m /lf(u + Ash) — f(u)
s—0, seF, As
+ rh) —
_ 4 fim 2UE S .
r—0, reF, r

Szintén beléthatd, hogy a h — A(u, h) leképezés szubadditiv is. Tetsz6leges
u € D és h,k € X esetén azt kapjuk, hogy

A(u, h+ k) — lim f(u + S(h + k)) — f(u)

s—0, seF, S

. f(u+ sh+ sk)— f(u)
= lim

s—0, seF, S
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(b +2sh) + L+ 25k)) - f(w)

= lim
s—0, seF, S
< lim (f(u + 2sh) + f(u + 2sk)
s—0, seF, 2S
+a(sth—k))+a(stk—h)—2f(u)
2s
. f(u+2sh)— f(u) + a(sth—k))
= lim
s—0, seF, 2S
v lim f(u+2sk)— f(u) + a(stk —h))
s—0, seF, 2S
= A(u, h) + A(u, k).
Ezzel belattuk a tételt. O

2.2.2. Pépa. Jeloljon X egy valés normadlt teret, p > 1, ¢ > 0 és
a(x) = c||x||” (x € X). Ha D € X nyilt és konvex, akkor az o leképezés D*-
ra valo leszikitése teljesiti a 2.2.1. Tétel feltételeit F = R esetén, hiszen az «

paros, folytonos és

. a(rh) . cllrhll?
lim = lim —— =
0<r—0 r 0<r—0 r

lim cr”'|A|I” = 0.
0<r—0
Ekkor a hibatag a kovetkez6 alakba irhato:
E@) :=ta((l-0D(x-y)+ 1 -1aly-x)
=ctl|d-Dx =yl +cd -y - 0lI",
igy azt kapjuk, hogy
c(min{r, 1 —h? |lx —yll” < E@®) <2ct(l - pllx —ylI”.

2.2.3. MEeciecyzEs.  Jeloljon X egy valds normadlt teret, tovdabbda D C X

legyen egy nemiires F-konvex halmaz, d = diam (D*), ¢ : [0,d[ — R, egy
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novekvo fiiggvény és f : D — R olyan, hogy
fx+ (1 =-0y) <tf(x)+ A -0f(y) + ¢ (1 - Dllx -yl
teljestil minden x,y € D és t € [0, 1] N F esetén. Ekkor f (a, F)-konvex az
a(u) = o(|lul)) (u e D)
leképezéssel, mivel
e (1 =pllx =yl =[r+ A =Dl = Dllx -yl
= 1@ (1(1 = Dllx = yl) + (1 = N («(1 = Dlly — xI[)

<t ((I=Dllx =yl + (1 =D (tlly — ) .



3. SzEPARACIOS TETELEK

3.1. JF-KONVEX SZEPARATOR LETEZESE

Ebben a szakaszban, a kovetkez6 szakasz el6készitéseként, igazoljuk
Baron, Matkowski és Nikodem nevezetes szeparicids tételének ([BMN94])
egy absztraktabb vdltozatat. Eredményiink az [NPW99] publikicidéban sze-
repld 1. Tétel egy specidlis esete, de egyszer(ibbnek tlinik kozvetleniil iga-
zolni, mint a hivatkozott tételt a kimondédsdhoz sziikséges fogalmakkal egyiitt
ismertetni, majd a tételben szerepld leképezések szamunkra alkalmas specidlis
eseteit bemutatni. A bizonyitds sordn Andrzej Olbrys$ [Olbl15, 3. Tétel] (ha-
sonld, de az aldbbival logikailag kozvetlen kapcsolatban nem &ll6) tételének

levezetésében taldlhaté gondolatmenetet kovetjiik.

3.1.1. TéreL. Legyen X vektortér az F test felett, D az X egy F-konvex, F-
algebrailag nyilt részhalmaza, tovabbd f és g a D halmazon értelmezett valos
fiiggvények. Ekkor a kovetkezd dllitdsok ekvivalensek:

(i) létezik egy F-konvex p : D — R fiiggvény, melyre f < p < g;
(ii) barmely n € N, xi,...,x, € D, t;,...,t, € [0,1] N F esetén, ahol t; +
...+ t, = 1 teljesiil, igaz a kovetkezo egyenlotlenség:

23
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3.1) f [an t,-x,) < Zn: tig(x;).
i=1

i=1
Bizonyit4s. Elsoként tegyiik fel, hogy (i) teljesiil. Ekkor a (ii)-beli
feltételek mellett

n

f(zn: t,-xl-) < P[Z l‘ixi] < Zn: Lip(x;) < i tig(x;),
i=1 i=1

i=1 i=1
azaz (3.1) adodik.
Tegyiik fel most azt, hogy (ii) teljesiil és definidljuk a p : D — R leképezést

a kovetkez8képpen:

p(x) := inf{Ztig(x,-) :neN, x :Z tiXi, X1,...,X, €D,
i=1 i=1

t,...,t, € [O,I]OF,ZQZ 1}
i=1

A (3.1) egyenl6tlenségbdl kovetkezik, hogy a definici6 korrekt és minden
x € D esetén f(x) < p(x).

Azt kell most megmutatnunk, hogy a p: D — R fiiggvény F-konvex.
Ehhez vegylik D tetszbleges x,y elemeit és egy t € [0,1]NF, tovabba
egy € >0 szdmot. A p fiiggvény definicidja alapjan létezik olyan n € N,

XlyeosXn€Désry,...,1r, €[0,1]NF, hogyri +...+r,=1¢s

n
X = E riXi,
i=1

valamintk € N, yy,...,yr € D, s1,...,5: € [0,1]NF, hogy s1+...+ s, = 16és

k
y= Z SiYi
i=1
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ugy, hogy )
p(x) +8> > rig(x)
i=1
és
k
pW)+> > 59y,
i=1
Masrészt

tx+(1 -0y = tzn: rixi+ (1 —1) Zkl SiY; = Zn: trix; + Zk: (1 - 1sy;.
i=1 i=1 i=1 i=1

Itt a jobb oldal egyiitthatéinak dsszege 1, tovabba

tp(x) + (1 —0)ply) + & =t(p(x) + &)+ (1 - H(py) + &)

n k
> 1) rgx) + (1= ) sigy)
i=1 i=1

n k
= > gl + Y (1= Dsig(ys)
i=1 i=1

> ptx+ (1 -1y)
Ha a kapott egyenlStlenségben ¢ tart 0-hoz, akkor ezzel belattuk, hogy a p

leképezés F-konvex. O
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3.2. FF-KONVEX SZEPARATOR ES STABILITAS
KONTROLLFUGGVENY-SOROZATTAL

A kozelitd konvexitds és az er0s konvexitds fogalmainak és az azokra
vonatkoz6 alaperedmények kozos altaldnositdsaként 2016-ban a Conference
on Inequalities and Applications 2016 elnevezésli konferencidn Mirostaw
Adamek bevezette a kontrollfiiggvényre nézve konvex fiiggvények fogalmat.
Ha I egy intervallum, és G : [0,1] X I X I — R,az f : I — R fiiggvényt a G

kontrollfiiggvényre nézve konvexnek nevezziik, ha megoldasa az
(3.2) fax+ (1 -0y <tf(x)+ A -0f(y) + G, x, y)

fliggvényegyenlGtlenségnek. Abban az esetben, amikor a G kontrollfiiggvény-

hez létezik ¢ : I — R megolddsa a
(3.3) e(tx + (1 = y) = 1e(x) + (1 = De(y) + G(t, x, y)

fliggvényegyenletnek, Adamek igazolta a konvex szepardtor létezésére
vonatkozé Baron-Matkowski-Nikodem-tétel [BMN94] megfeleloségét a G

kontrollfiiggvényre nézve konvex szeparator 1étezésérol:

3.2.1. TEteL. [M. ApamEk] Legyen G : [0, 1]XIx1 — R adott és tegyiik fel,
hogy létezik ¢ : I — R megolddsa a (3.3) egyenletnek. Ekkor az f,g : I — R

fiiggvények pontosan akkor teljesitik az

Jx + (1 =0y) <1g(x) + (1 = )g(y) + G, x, y)

egyenlétlenséget minden t € [0, 1] és x,y € I esetén, ha létezik olyan, a G kon-
trollfiiggvényre nézve konvex h : I — R fiiggvény, amelyre f(x) < h(x) < g(x)

teljesiil minden x € I esetén.



3.2. KOZELITO F-KONVEX SZEPARATOR 27

Az aldbbiakban ezt a tételt dltalanositjuk az el6z6 szakasz eredményeinek
felhaszndlasdval. Az el6z0 szakaszban megmutattuk, hogy a résztest feletti
konvexitds esetén a szeparacios tétel végtelen dimenzids véltozata jelenik meg,
ezért ez a megkozelités kontrollfiiggvény-sorozattal irhato le.

A tovabbiakban legyen minden n € N esetén

:{(zl,.. t,) € ([0,1]1N F)" Zt—l}

G,: T, xD"—R.

3.2.2. DeriINic16. Legyen X vektortér F felett, D C X nemiires, F-algebrailag
nyilt, F-konvex halmaz. Azt mondjuk, hogy egy ¢ : D — R fiiggvény F-affin a
(G,) kontrollfiiggvény-sorozatra nézve, ha megoldja a
(3.4) ¢ [Z t,-x,-] = > 1) + Gl X, )

i=1

i=1

egyenletet mindenn € N, xy,...,x, € D és (t,,...,t,) € T, esetén.

3.2.3. DerINic16. Legyen X vektortér F felett, D C X nemiires, F-algebrailag
nyilt, F-konvex halmaz. Azt mondjuk, hogy egy ¢ : D — R fiiggvény F-konvex

a (G,) kontrollfiiggvény-sorozatra nézve, ha megoldja az

n n
(3.5) f[Z t,-x,-J < > ) + Gl oty X, )

i=1 i=1
egyenlotlenséget minden minden n € N, xy,...,x, € D és (t1,...,t,) € T, es-
etén.

Definiéljuk a kovetkezd halmazt:

F :={¢ : D — R : ¢ F-affin a (G,) kontrollfiiggvény-sorozatra nézve}
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A kovetkezdkben azokat az f és g valds értéki, a D halmazon értelmezett

fliggvényeket vizsgaljuk, melyek teljesitik az

(3.6) f (Z tl-xi] < > tig () + Gty s X1, )

i=1 i=1
fliggvényegyenl6tlenséget minden minden neN, xj,...,x, €D §és
(t1,...,t,) € T, esetén.

3.2.4. Meaiegyzés. Ha a (3.6) egyenlGtlenségbdl kivonjuk a (3.4) egyen-
letet, akkor azt kapjuk, hogy
(f -9 [Z tixi] < Z 1i(g — ©)(x),
i=1 i=1

ami a g = f esetben azt jelenti, hogy az f — ¢ fiiggvény F-konvex.

3.2.5. Awitds. Ha a p : D — R leképezés F-konvex és ¢ € F, akkor a

h = p + ¢ fiiggvény F-konvex a (G,) kontrollfiiggvény-sorozatra nézve.

3.2.6. TéreL. Tegyiik fel, hogy & # (0. Ekkor f,g: D — R akkor és csak
akkor teljesiti a (3.6) egyenlotlenséget minden minden n € N, xy,...,x, € D
és (ty,...,t,) €T, esetén, ha létezik egy h : D — R valds értékii F-konvex

fiiggvény a (G,) kontrollfiiggvény-sorozatra nézve gy, hogy az
f<h<g
teljesiil a D halmazon.

Bizonyitis. Tegyiik fel, hogy létezik olyan &7 : D — R valés értékd F-
konvex fiiggvény a (G,) kontrollfiiggvény-sorozatra nézve ugy, hogy f < h < g

fennall a D halmazon. Ekkor
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f( tl-xl-] < h[ l‘,‘X,’) < Zt,»h(x,-)+Gn(t1,...,tn,x1,...,xn)
i i=1

i=1
n
< Z tig(x;) + Gty ..., 1y, X1, .0, Xp).
=1

Tegyiik most fel, hogy az f és g fiiggvények teljesitik a (3.6) egyenl6tlen-
séget, valamint ¢ € ¥, vagyis (3.4) is teljesiil. A kett6t egymdsbdl kivonva
az

f-9 (Z fixi) < Z 1(g — ©)(x),
i=1 i=1
egyenlGtlenséghez jutunk, melybdl 3.1.1. Tétel alapjan kovetkezik, hogy

l1étezik olyan h* F-konvex fliggvény, amire

(f =)@ <h'(x) <(g—@)(x) (x€D).

Igy ah = h*+¢ vélasztassal h a g és f fiiggvények kozé esé F-konvex fiiggvény

a (G,) kontrollfiiggvény-sorozatra nézve. O

3.2.7. MEeaIeGyzEs. Vildgos, hogy ha ¢ : D — R tetszbleges fiiggvény és

n

Gu(ti, .. sty X1y, X)) = @ (Z tixl-] - Z tip(X;)
=1

i=1
teljesiil minden n e N, xy,...,x, €D és (t1,...,t,) € T, esetén, melybdl
kovetkezben F # (. Adott G, : T, X D" — R (n € N) sorozat esetén azonban

nem latszik egyszertinek a kérdés, hogy teljesiil-e az ¥ halmaz nemiiressége.

3.2.8. PELpa. Amennyiben a ¢(x) = exp(x), a kovetkezs egyszerli szamitas-

sal megmutathatd, hogy az xy-lal torténd eltolds a kontrollfiiggvény-sorozat
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elemeinek értékét ugy modositja, hogy exp(xy) szorzétényezot kapnak:

n

n
Gu(ty,. ..oty X1 + X0, ..., Xy + Xo) = €XP [Z t;(x; + xo)] — Z t;exp(x; + xo)
i=1

=1
exXp (Z Lix; + Xo) — exp(xp) Z ti exp(x;)
i=1 i=1

exp(xp) exp [Z t,-x,-) — exp(xp) Z t; exp(x;)

i=1 i=1

= exp('xo) Gn(tl’ AR tn, xl, AR 'xn)

3.2.9. PEpa. A ¢(x) = log(x) (x > 0) esetén azt kapjuk, hogy az xi, ..., x,
pontok tetszdleges y > 0 szammal vald szorzdsa a kontrollfiiggvény-sorozat

elemeit nem véltoztatja meg:

n

Gu(ty,....th, x1Y, ..., X,y) = log [Z t,-xl-y) — Z t;log(x;y)
i=1

i=1

= log [y Z lixi] — ) tilog(x;) + log(y))
i=1 i=1

n

= log(y) + log[ fixi] - Z tilog(x;) — log(y)
i=1

i=1

= Gn(tl,...,tn,xl,...,xn)

3.2.10. KOVeTKEZMENY. Tegyiik fel, hogy & + 0 és f : D — R kozelitdleg

F-konvex a (G,) kontrollfiiggvény-sorozatra nézve, azaz

(3.7) f(Z t[-xi) < 6fE) + Gttt X1y X) + 8

i=1 i=1



3.2. KOZELITO F-KONVEX SZEPARATOR 31

minden n €N, xi,...,x, €D és (t,...,t,) € T, és rogzitett € >0 esetén.
Ekkor létezik olyan h, a D halmazon értelmezett valos értékii F-konvex fiigg-

vény a (G,) kontrollfiiggvény-sorozatra nézve, hogy

£ (x) = h(x)| < g (x € D).

Bizonyftis. Elso 1épésként irjuk at a (3.7) egyenlStlenséget olyan alakba,

ahol mindkét oldalbdl kivonjuk az £ szdmot. Ekkor

4 £ g £
f(z t,-x,-}— 5 < ;tif(xi)+Gn(t1,...,tn,x1,...,xn)+ 5

i=1

melyet tovabb alakitva

< £ v e
f[; tixi) 5= 2 l; (f(xi) + 5) +Gulty, ooy, X1y ey Xy).
Tovébba a (3.6) egyenlGtlenségben az f fiiggvényt az f — £, a g fiiggvényt
pedig az f + £ leképezéssel helyettesitve €s végiil a 3.2.6. Tételt alkalmazva
kapjuk, hogy 1étezik olyan h fliggvény, ami F-konvex a (G,) kontrollfiiggvény-

sorozatra nézve, valamint
fOo - ; < h(x) < f(x) + g (x € D).

Innen kovetkezik az allitas. O






4. A ROLEWICZ-TETEL VARIACIOI KOZELITOLEG

JENSEN-KONVEX FUGGVENYEKRE

4.1. KOZzELITO KONVEXITAS EGY RESZTESTRE VONATKOZOAN

Ebben a fejezetben Rolewicz tételéhez [Rol79, 4. Lemma] (lasd az 1.2. sza-
kaszban) hasonléan olyan — bizonyos értelemben kozelit6leg konvex fiiggvé-
nyekre vonatkoz6 — fiiggvényegyenltlenségeket vizsgalunk, amelyekben a hi-
batag végiil elhagyhaténak bizonyul. Az ilyen jellegli eredményeket a szakiro-
dalomban hiperstabilitisnak nevezziik.

A [BPO06] publikacioban Boros Zoltan és Pales Zsolt altal definilt, és a 2.
fejezet elsd szakaszdban ismertetett F-algebrailag nyiltsag és F-konvexités fo-
galmat ebben a fejezetben is haszndlni fogjuk. Els6ként azonban definidlnunk

kell, hogy mit értiink az X tér elemeinek F-norm4jan:

4.1.1. DeriNici6. Legyen F az R egy részteste és X egy vektortér F felett. Az
|-l : X — R leképezést F-normdnak nevezziik, ha teljesiilnek rd a kovetkezd
feltételek:

(i) barmely 0 # x € X esetén ||x|| > 0, valamint ||0]| = 0;

(ii) bdarmely c € F és x € X mellett teljesiil, hogy ||cx|| = |c|||x]l;
33



34 4. ROLEWICZ-TIPUSU TETELEK KOZELITO JENSEN-KONVEXITASRA

(iii) bdarmely x,y € X elemekre ||x + y|| < ||x]| + |lyl|.

A fejezet sordn legyen D az X tér egy F-algebrailag nyilt, F-konvex részhal-
maza, ¢ > 0 és p > 1. Abbdl a célbdl, hogy djrafogalmazzuk az (1.10) egyen-
16tlenségben megjelend f : D — R fiiggvényre vonatkoz6 feltételeket (minden
x,y € Dést e [0,1] NF esetén), specidlis differencidkat és differencia hanya-
dosokat vezetiink be. Az elsé észrevételiink, hogy az (1.10) egyenlGtlenség
nyilvanvaldan teljesiil, hat = 0, t = 1 vagy x = y, ezért elegendd az (1.10)
egyenldtlenséget abban az esetben tekinteni, amikor x,y € Dést €]0,1[NF
ugy, hogy x # y.

A konnyebb szamoléds érdekében irjunk az (1.10) egyenl6tlenségben x

helyére z-t:
flez+ (1 =0y) <tf(Q) + A =0 f(y) +c(td = )llz =yl )’

Nyilvdan ha y,z € D, y # z é t €]0,1[NF, valamint bevezetjik az
x=tz+(1 -0y, u=y—z, s =1tés qg=1—thelyettesitéseket, akkor s,q € F,,

ueX, z=x—-quésy = x+ su, azaz

f(x) < sf(x—qu) + qf(x + su)+ c(gs|ull)’.

Itt a g + s értékkel vagy annak p-edik hatvdnydval a megfeleld helyeken osztva

a fejezetben vizsgdlt egyenltlenséghez jutunk:

)4
S
1 ] lull”.

4.1) f(x)sﬁf(x—qu)+ﬁf(x+su)+c p

Mivel g + s = 1, ezért ez az atalakitds val6jdban érdemi véltozast nem okoz.
Megforditva, ha a (4.1) egyenl6tlenségben x € D, u € X és q,s € F,
ugy, hogy z = x —qu € Xésy = x + su € X, akkorat:ﬁe]O,l[ﬂF
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és x = tz + (1 — 1)y, tovabba ezen helyettesitésekkel visszakapjuk az (1.10)

egyenlGtlenséget. Igy a kovetkez6 4llitds fogalmazhat6 meg:

4.1.2. ALLitAs. Legyen D C X egy F-algebrailag nyilt, F-konvex halmaz,
c>0, p>1. Egy f: D — R fiiggvény pontosan akkor oldja meg az (1.10)
egyenlotlenséget minden x,y € D és t € [0, 1] NF esetén, ha f teljesiti a (4.1)
egyenlotlenséget minden olyan x € D, s,q € F, és u € X esetén, amelyekre

X—qu,x+sucbD.

Feltessziik, hogy D, ¢, p és f teljesiti az el6zd allitas feltételeit. Ekkor a

kovetkezd lemmdk fogalmazhaték meg:

4.1.3. Lemma. Tegyiik fel, hogy x € D, s,q € F, és u € X olyanok, hogy

X —qu, x+ su € D. Ekkor a kovetkezd két egyenlotlenség ekvivalens a (4.1)

egyenlotlenséggel:
-1
(42) f(x)—f(x_l]u) < f(X+Sl/£)—f(X) +e qs P ”qu’
q S q+s
(43) f(x)_f(x_qu) < f(x+ S“)_f(x_qu) +c pqp—lllu”p.
q q+s q+s

BizoNYiTAs. A (4.1) egyenlGtlenséget szorozzuk meg a g + s sszeggel. Igy

a kovetkez6 alakhoz jutunk:

(gs)”
@4 @+ 9S00 < sflx=qu) +aftoksw b e 7 paev= LU
Ha itt a tagokat ugy csoportositjuk, hogy
(g8)"

s(f(0) = f(x = qu) < q(f(x + su) = f(0)) + e ——— llull”,

(q + s)r!
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majd osztunk s-sel és g-val, akkor a (4.2) egyenlStlenség adodik. Ha pedig a
(4.4) egyenldtlenséget a

4
(g + D) - f(x— qu)) < qUFCx + su) = Fx — qu)) + e— B0
(g +s)P

alakba irjuk és a g(g + s)-sel osztunk, akkor a (4.3) egyenl6tlenséget kapjuk

vissza. O

Ha a (4.3) egyenl6tlenségben x — qu helyére a keriil, az

fla+qu)— f(a) < fla+(q+s)u)— f(a) N
= C
q q+ )

p
-1
g’ llull?

4.5)

qt+s

egyenl6tlenséghez jutunk. gy megfogalmazhatjuk a kovetkezd lemmit:

4.1.4. Lemma. A (4.1) egyenlétlenség akkor és csak akkor dll fenn minden
xe€D,s,qgeF, ésueXesetén x—qu, x + su € D mellett, akkor és csak akkor,
ha a (4.5) egyenlotlenség teljesiil minden olyan a € D, q,s € F,, u € X esetén,

amelyekre a + (g + s)u € D.
A fenti lemmak segitségével beldthat a kovetkezd tétel:

4.1.5. TéteL. Legyen D C X egy F-algebrailag nyilt F-konvex halmaz,
c>0,p>1ésf: D — Rolyan leképezés, hogy f megolddsa az (1.10)
egyenlotlenségnek minden x,y € D és t € [0, 1] NF esetén. Ekkor f teljesiti az

(1.10) egyenlétienséget ¢ = 0 esetén is, azaz az f fiiggvény F-konvex.

Bizonyitis. Legyen x € D és u € X. Definidljuk az Sy f(x, u) halmazt a
kovetkez6képpen

J(x + su) - f(x)

A

Sef(x,u) ::{ : s€P+ligy,hogyx+sueD}.
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Megmutatjuk, hogy az Sgf(x,u) halmaz alulrdl korlatos. Legyen s,q € F,
olyan, hogy x + su, x — qu € D. A (4.2) egyenl&tlenségbdl kapjuk, hogy
fOrtsu) = f)  fO) = flr—qu)

—1
gs |’

lll”
S q q + S
> I _J;(x_ % _ gl

ami mutatja, hogy Srf(x,u) valoban alulrdl korlatos. Jelolje a bizonyitas
tovabbi részében dg f(x, u) az S f(x, u) halmaz infimumat, vagyis dgf(x, u) :=
inf Sgf(x,u) € R és legyen € > 0. Mivel
lim cllull’d”™" =0,
d—0+
l1étezik olyan ¢ > 0, hogy
pgp-l « €
||l >

Tovéabba van olyan r € F,, hogy x + ru € D és

Jx+ru) - f(x)
r

<dgrf(x,u)+ g

Legyen most 6= min{d,r} > 0. Hat € F-re 0 < ¢t < S, akkor 0 < t < r és
a (4.5) egyenldtlenségben g helyére ¢, s helyére r — ¢ irdsaval, valamint az a
helyére x-et helyettesitve azt kapjuk, hogy

Jx+ ) - f(x) < Jx+ru) - f(x) +c[r

4 r

< Jx+ru) - f(x)
r

] 2 lull?
r

+ c|lul|PP!

<de(X,M)+§+§:d]pf(.x,l/t)+8.

dofGom) = Tim LO0Fs0 =)

s—0, seF, S
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A (4.2) egyenl6tlenségben az x + su, x —qu € D feltételeket teljesitd g, s € F,
szamok esetén azt kapjuk, hogy
S+ gCw) - f) ) - fx—qu)
q q
+ -
< St su) = f)

N

p-1

qs
llull”,

qt+s

amibdl kovetkezik, hogy
i LEFaCEw) = f)  fx+ su) = fx)
im < .

q—0, geF, q

-1
+es?7||ull”,

ami azt adja, hogy

—def(x,—u) < lim +esP Y|P

s—0, seF,

J(x +su) — f(x)
s

és igy
(4.6) —de f(x,—u) < dp f(x,u).

A (4.6) egyenl6tlenségbdl minden ¢, s € F,, u € X és x € D esetén, ahol
X —qu, x + su € D, adédik a kovetkezo:
fO) - fr—qu) _ flx+g(-u) - f)
q q
< —digf(x,—u) < dg f(x,u)
_ fat s - £

s

Igy beldttuk, hogy f megolddsa a (4.1) egyenlStlenségnek ¢ = 0 mellett is
(azaz hibatag nélkiil). A 4.1.2. Allitasbél pedig szintén ¢ = 0 esetén kapjuk,
hogy f az (1.10) egyenl6tlenségnek is megoldasa ¢ = 0 esetén, ahogyan az a

tételben szerepelt. O
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4.1.6. MeaiegyzEs. Jensen [Jen06] megmutatta (1asd még: [Kuc09]), hogy
minden Jensen-konvex fiiggvény Q-konvex. Igy abban az esetben, amikor
F=Q, az utolsé tételink azt mondja ki, hogy egy f fliggvény abban az
értelemben kozelitSleg Jensen-konvex, hogy teljesiti az (1.10) egyenlGtlenséget
a 0 és 1 kozotti ¢ raciondlis szamokra, akkor az f fliggvény valdjaban Jensen-

konvex.

4.2. ROLEWICZ-TETEL KOZELITO JENSEN-KONVEXITASRA

A szakaszban szerepl6 tétel bizonyitasahoz definidlnunk kell a Aﬁ differen-
cia operatort a kovetkezd rekurzidval. Ha I egy nyilt intervallum és f : I — R,

legyen

ALf(x)
AL f(x)

f(x+h)— f(x) (xel, heR : x+hel),
ALALF(X) = f(x +2h) = 2f(x + ) + f(x)
(xel, heR : x+2hel),

valamint az f : I — R madsodrendd als6 Dinghas intervallum derivaltjat egy

¢ € [ pontban, mint

AT f(x)
D? := liminf —2% )
D'j@) <x,11{§13(?,0> h?
X<E<x+2h

A kovetkezo allitds Gilanyi és Pédles [GPO1] 1. Kovetkezményének egy
specidlis esete (Isd még [BN15] 2. Allitast megel5z6 bekezdés):

4.2.1. AwLitas. Egy f : I — R fiiggvény Jensen-konvex akkor és csak akkor,
ha D*f(€) > 0 bdarmely & € I esetén.
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A kovetkez6 eredmény megmutatja, hogy a kozelitd Jensen-konvexitasbol
kovetkezik a Jensen-konvexitds, ha a hibafiiggvény kellGen kicsi a nulla egy

kornyezetében.

4.2.2. TéteL. Legyen I C R egy nyilt intervallum, d; az I intervallum hossza

és J; =10,d,[. Legyen y : J; — [0, +oo[ olyan, hogy

lim 40} =0.

—0+ 12

Ha egy f : I — R fiiggvény megoldja az

f(x+y)s Jx) + f(y)

> ) +y(lx —yl)

egyenlotlenséget barmely x, y € I esetén, akkor f Jensen-konvex.

BizonyiTAs. Vegyiik az x € I elemet €s egy h pozitiv valés szamot ugy,

hogy y = x + 2h € I. Ekkor % = Xx+h, |x —y| = 2h, és azt kapjuk, hogy
4.7) f(x+2h) =2f(x+h)+ f(x) > =2¢4(2h).

Ennek mindkét oldalét elosztva h*-tel, a (4.7) egyenlStlenséget dtirhatjuk a

A NN

(4.8) = =

alakba. Most legyen & € I tetszdleges €s vegyiik a (4.8) egyenlStlenség mindkét
oldaldnak limes inferiorjit tgy, hogy A tart 0-hoz és x tart £-hez ugy, hogy
x < & < x + 2h. Azt kapjuk, hogy

D*f(£) > 0.

fgy a 4.2.1. Allitasbdl kovetkezik, hogy az f fiiggvény Jensen-konvex. O
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Az el6z6 tételhez hasonlé eredményt bizonyitott Makod és Pdles is az
[MP11] publikéci6 5. Tételében és annak kovetkezményében. Az 6 tételiik
valdjdban 4dltaldnosabbnak tlinik, azonban a bizonyitdsa is sokkal Osszetet-
tebb. A tételiink rovid bizonyitdsa konnyen éltalanosithaté a a magasabb rendi
Jensen-konvexitds esetére, ahogyan az a disszertacid kovetkezd fejezetében,

valamint a [BN15] 3. részében lathato.






5. MAGASABB RENDBEN KOZELITOLEG KONVEX

FUGGVENYEK

5.1. Eszk0zOK £S TETELEK VALOS VALTOZOS

FUGGVENYEKRE
Legyen I C R egy intervallum, n € N és xq, xy, ..., X, X,+1 az I paronként
kiillonboz6 pontjai. Jeldlje [xg, x1, ..., X, Xnt1 5 f] az f fliggvény osztott diffe-
rencidjat az xg, X, . . . , X, X,+1 pontokban, melyet a

[x0: f]= f(x0),

. [xl’x2a-"’xn’xn+l;f]_[-x()’xla"-,xn;f]
[-anxla""xn+laf] =

Xn+1 — X0

rekurzidval definidlhatunk, ahol n € N. Hopf [Hop26] és Popoviciu [Pop45]

definicidja szerint egy f : I — R fliggvény n-edrendben konvex, ha

[x09x17"'a-xn+1 ; f] ZO

teljestil minden xp < x; < -+ < x,, < x4 I-beli pont esetén. JOl ismert (és

konnyen belathatd), hogy az elsdérendl konvexitds a hagyomanyos értelemben

43
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vett konvexitdssal egyezik meg. Szdmos eredményt fogalmaztak meg az n-
edrendben konvex fliggvényekre vonatkozéan. Tobbek kozott a [GPO8, Kuc09,
PWOS5, Pop45, RV73, Was06, Was07] publikacidkban.

Bevezetve az xp = x, x, = y és x; = tx + (1 — t)y jeloléseket, konnyen
megkaphatd, hogy

X2 — Xq X1 — Xo

és 1-¢t=

t= s
X2 — Xo X2 — X0

tovabba az (1.7) egyenlStlenség atirhatd a kovetkezd alakba:

a(lxy = x
0 < [0, 31,323 f] + C 2220
(2 — xo)
A 16 eredményiink bizonyitdsdhoz be kell vezetniink a A} jeldlést is, mivel
haszndlni fogjuk a differencia operatorok fogalméat. Ezt a kovetkezd rekurzio-

val definidljuk:

A}llf(x):f(erh)—f(x) (xel, heR : x+hel),

AZ“f(x):A}lAZf(x) xel, heR : x+(n+1hel),

A magasabb rendi Jensen-konvexitds fogalma T. Popoviciuhoz ([Pop34,
Pop45]) kothetd: Egy f: I — R fliggvényt n-edrendben Jensen-konvexnek
hivunk (ahol n € N), ha

AP F(x) 20

minden x € I, h > 0 esetén Ugy, hogy x+ (n+ 1)h € I. A fenti egyenl6tlen-
séget teljesitd fiiggvények tulajdonségait 1asd példaul [BW40, Bul71, Pop45],
[Kuc09, XV. Fejezet], [RV73, VIIL.83], és azok irodalomjegyzékében. Az
n-edrendii Jensen-konvexitdst magasabb dimenzidba torténd éltalanositdsait

R. Ger [Ger72, Ger74] vizsgalta.
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Az vilagos, hogy a differencidk kifejezhet6k az osztott differencia tag-
jaival, igy az n-edrendben konvex fliggvények n-edrendben Jensen-konvexek
is. Popoviciu [Pop34] azt az eredményt kapta, hogy az allitds folytonos
figgvények esetén megfordithatd. Ciesielski [Cie59, 1. Tétel] bizonyitotta,
hogy az n-edrendben Jensen-konvex fiiggvények folytonossdga (egy nyilt in-
tervallumon) kovetkezik azok barmely pozitiv mértéki halmazon val6 korla-
tossdgabol. Ezt a két eredményt 6sszekombindlva kimondhat6 a kovetkezd

allitas:

5.1.1. Aviitks. Legyen I egy nyilt intervallum, n € N és tegyiik fel, hogy
az f : I — R fiiggvény n-edrendben Jensen-konvex. Ha f korldtos az E C 1

pozitiv mértékii halmazon, akkor az f leképezés n-edrendben konvex.

A magasabb rendli konvexitds egy lokdlis jellemzését Gildnyi és Pales
végezte el egy valamivel altalinosabb kornyezetben [GPO1].  Legyen

t, ...,y TOgZItEtt pozitiv valds szdmok esetén 7' = (¢, ... , t,41). Legyen

A f) = Ao Ay f(X)

olyan, hogy f: I - R, xelé h>0esetén x+ (t; +---+t,.)hel. Azt
mondjuk, hogy az f : I — R fiiggvény T-konvex, ha A} f(x) > 0 minden x € I
és h > 0 esetén ugy, hogy x+ (¢, +- - -+1,,1) h € I. Vilagos, hogy a T-konvexitas
és c¢T-konvexitas minden ¢ > 0 szamra ekvivalens. Abban az esetben, ha t; =

- = t,s1 = 1, a T-konvexitds fogalma megegyezik az n-edrendli Jensen-

konvexitds definicigjdval.
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Az f : I — R fiiggvény als6 T-Dinghas intervallum derivaltjat egy & € [
pontban a kovetkezd képlettel definidljuk:
Ay f(x)
D’ = liminf —
D j® —E0)  (t1h) ... (tyerh)

XSESx+(t1+-+p1)h
Ennek specidlis eseteként kapjuk a magasabb rend als6 Dinghas intervallum
derivalt definicidjat:
An+1 x
D" f(&) = liminf S

(x,h)—(,0)  hrtl

x<é<x+(n+Dh

Gilanyi és Pales [GPO1, 1. Kovetkezmény] szoros kapcsolatot bizonyitottak
a fenti két fogalom kozott. Nevezetesen megmutattdk, hogy egy f : I — R
fiiggvény pontosan akkor T-konvex, ha minden & € I pont esetén D’ (&) > 0.
Abban a speciélis esetben, amikor t; = --- = t,,; = 1, a kovetkezd allitast

kapjuk:

5.1.2. AwLits. Egy f : I — R fiiggvény pontosan akkor n-edrendben

Jensen-konvex, ha D" f(&) > 0 minden & € I -re.

Az dllitas felhasznédldsdval konnyen igazolhaté a kovetkezd Rolewicz-

tipusu tétel:

503 TéreL. Haf : 1 —> R, oneN I = {5 xyel y<x}és

n+1
Y o I, = Rigy, hogy limy,_. % = 0, tovdbbd tetszoleges x € [ és h > 0

olyanok, hogy x + (n + 1) h € I esetén teljesiil a
Ay )+ y(h) 2 0

egyenldtlenség, akkor az f fiiggvény n-edrendben Jensen-konvex.
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Bizonyftis. Legyen & € [ tetszbleges. Ekkor

AT f(x) A F(x) + y(h)
D! = liminf —2—~"" = liminf —2 >0
D" f® (x.h)—(,0)  hrl (x, )= ,0) hntl
x<é<x+(n+1)h x<é<x+(n+1)h

Igy az 5.1.2. Allitasbol kovetkezik, hogy f n-edrendben Jensen-konvex. O

sz 7 z

A szakasz hatralévé részében a kovetkezd tételt bizonyitjuk a fenti ered-

mények felhasznaldsdval.

5.1.4. TéreL. Legyen I C R egy nyilt intervallum, jelolje v(I) az I in-
tervallum hosszdt, tovdabbd legyen n € N és J; =]0,v(I)[, valamint legyen a

¢ J; = [0, +0o[ olyan fiiggvény, amely teljesiti a
lim ¢(t) =0
t—0+

feltételt. Ha egy f:1— R fiiggvény minden olyan x;€l (j=0,1,...,
n,n + 1) pontok esetén, amelyekre teljesiil az xo < x; < -+ < X, < X,41 felté-

tel, megoldja az
(5.1) [X0, X15 - oy Xy Xnr1 5 f] + @K1 — X9) = 0
egyenlotlenséget, akkor f n-edrendben konvex.

Bizonyftis. Tekintsiink egy x € I pontot és egy & pozitiv valds szdmot ugy,
hogy x+ (n+ 1)h el (neN). Az (5.1) feltételt az

X,i=x+i-h i=0,1,....,n,n+1),
pontokra felirva kapjuk, hogy

(5.2) [x,x+h,....x+m+ 1D h; fl+e((n+1)h) >0.
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Egy jol ismert azonossdg [Kuc09, 15.2.5. Lemma] alapjan a fenti egyenl6tlen-

ség elsd tagja teljesiti a

A f(x)
[x,x+h,...,x+(n+ l)l’l, f] = m
egyenletet. Az elsd tagot ebbe az alakba atirva a (5.2) egyenl6tlenség felirhat6
A”“f(x)
(5.3) hhT > —(n+ Dlg((n+1)h)

formédban. Most legyen & € [ tetszOleges és vegyiik az (5.3) egyenlStlenség
mindkét oldaldnak limes inferiorat ugy, hogy % a 0-hoz, x pedig a & értékhez
tartson, amikor x < ¢ < x + (n + 1) h. Ekkor azt kapjuk, hogy

D" (&) > 0.

Az 5.1.2. Allitasbél ezdltal kovetkezik, hogy f n-edrendben Jensen-konvex.
Masrészt megmutatjuk, hogy f lokélisan korldtos. Ehhez legyen 6 > 0
olyan, hogy at €]0,6 [ szdm esetén ¢(f) < 1, tovdbbd y, € I legyen tetszdlege-
sen rogzitett és r > 0 olyan, hogy 2r < ¢, valamint [y :=]yo—r, yo+r[C 1.
Ekkor tetszéleges x;€ly (j=0,1,...,n,n+1) esetén, ami teljesiti az

Xo < X1 <...<x, < X,y feltételt, az (5.1) egyenlStlenségbdl

[X0, -+ s Xpa1 3 fl 2 = (X1 — x9) > —1.

adodik. A g : Iy — R leképezést g(x) = f(x) + x"*! alakban definidlva, és az
osztott differencia linearit4sat felhaszndlva (lasd: [GN11, 2. Lemma]) kapjuk,
hogy

(X0 o2 Xt 5 9] = [Xo o os X s ]+ [Xos e s 2]

Tovabba konnyen megmutathatdé (lasd: [GN11, 3. Lemma]), hogy

[X0,...,Xx,; X"] = 1 minden n € N és x, ..., x, € R kiilonbozd pontok esetén,
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vagyis
[)Co,...,X,H.l;g] >-1+1=0.

Igy g : I, — R n-edrendben konvex is.

Felhaszndlva a [Kuc09, 15.8.1. Tétel] allitasat, azt mondhatjuk, hogy a
g figgvény folytonos (n > 1 esetén folytonosan differencidlhaté is), igy g,
és ebbdl adéddan f is korldtos az [, barmely zért részintervallumén. Az
5.1.1. Allitas segitségével igy pedig azt kapjuk, hogy f n-edrendben kon-

VEX. O

5.2. MAGASABB RENDBEN KONVEX FUGGVENYEK
VEKTORTEREKEN

Ebben az alfejezetben jelolje R azon x € R™ elemek halmazit, ame-

lyeknek elsé nemzérus koordindtdja pozitiv:

m

R’fo{x:(xl,...,xm)elex1=-..=Xi—1:0,xi>0}-

i=1
Ekkor R” = R7 U (-R7) U {0}. Az x,y € R" vektorokra azt mondjuk, hogy
x>y, hax—yeRTé x <y, hay > x. Tehdt barmely két x,y € R™ vektorra
X =y, vagy x <y vagy x > y. Ha x > y és @ € R pozitiv, akkor ax > ay, és ha

a < 0, akkor ax < ay . Tovabba
I, hax>0,
sgn(x) =40, hax=0,
-1, hax<O.
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Legyen D C R™ egy konvex halmaz és f : D — R egy fiiggvény. Legyenek
X0> X155 Xp, Xnp1 € D péaronként kiillonboz6 kollinedris pontok, valamint a &

értéke legyen
_ 580 (X1 — Xo)

(Xn+1 — Xo) -
||xn+l - X()”
fgy h > 0. Mivel xg, x1, ..., X,, X,+1 kollinearisak, felirhatok a kovetkez6 alak-
ban:
X; = Xxo + Ah, i=0,1,...,n,n+1
(nyilvanvaléan 1y = 0). Az f fiiggvény [xo, X1, ..., Xs, Xup1; f] Osztott dif-
ferencidja az xo, Xy, ..., Xy, X,+1 pontokban a kovetkezd rekurzidval definialt
(1asd: [Nor24], [Pop34] vagy [Ger72]):
[xo; f] = f(xo0),
. _[.x1,.x2,...,.xn+];f]_[XQ,X],...,xn;f]
[X0, X150y Xy X131 =
/ln+l - /10
minden n € N esetén. Ebbdl latszik, hogy az [xg, x1, ..., X,41; f] osztott dif-

ferencia inkdbb a A; értékek kiilonbségt6l, semmint maguktdl a A; értékektdl
figg (i=0,1,...,n+1).

Legyenek n,m € N és D C R™ egy nyilt konvex halmaz. Azt mondjuk,
hogy egy f : D — R fliggvény n-edrendben konvex, ha f teljesiti az

[X05 X115 -+ vy Xy Xng1 5 f] =0

egyenldtlenséget minden olyan x; € D (j = 0,1,...,n,n + 1) esetén, ahol
Xo < X; < -+ < X, < X,41 kollinedris pontok.

27 2

Ezen altalanositast felhasznalva a kovetkezo tétel mondhato ki:

5.2.1. TéreL. Legyen D C R™ egy nyilt konvex halmaz, v(D) jelolje a D

halmaz dtmérdojét, tovabbd Jp =]10,v(D)[ és n,m € N. Legyena ¢ : Jp —
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[0, +oo] fiiggvény olyan, ami teljesiti a
lim ¢(t) =0
t—0+
feltételt. Ha egy f : D — R fiiggvény megoldja az
(54 [x0, X1, -+ s Xy X1 5 ST+ (X041 = Xoll) 2 0

egyenlotlenséget minden olyan x; € D (j = 0,1,...,n,n + 1) esetén, ahol

Xo < X1 < -+ < X, < Xpy1 kollinedrisak, akkor f n-edrendben konvex.

BizonyiTas. Legyenek yo,y1, ..., Yn, Ynt1 € D tetszbleges kollinedris pon-

tok, amelyek kozott fenndll az yy < y; < -+ < y, < y,+1 kapcsolat. Most tek-

intsiik a
h= Yn+1 — Yo cR™
Y241 — yoll
egységvektort és A, Ay ..y Ay, A4 € R szamokat ugy, hogy
yi=yo+di-h
teljesiil minden i = 0,1,...,n,n + 1 esetén. Mivel a ¥: R — R” leképezést

aWY(1) = yo + A - h kifejezéssel definidljuk (minden 4 € R mellett), ezért
Y folytonos és meg6rzi a konvex kombindcidkat. EbbSl adéddan 1étezik egy
olyan [ nyilt intervallum, hogy Z- el(i=0,1,...,n,n+1)és V(1) € D minden
A € I esetén. A fentiekbdl kovetkezik, hogy 0 = d <A < <A < Apyy.
Tovébb4 definidljuk a g : I — R fliggvényt a kovetkezdképpen:

g() = f(yo + Ah).

Felhasznélva a pontok szdmdra vonatkozd indukciét, megmutathatjuk, hogy

minden dg < A; <--- < Ay, ahol A, € I ésx; =yo+A4h(i=0,1,...,n)esetén a

(5'5) [/10’/113"'3/1}’!—1’/1}1; g] = ['x(),-xl,"'axn—l’xn; f]
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egyenldség teljesiil. Nevezetesen n = 0 esetén (ez az az eset, amikor egyetlen

pontunk van), azt kapjuk, hogy

[0 g1 = 9(A0) = f(yo + Aoh) = f(x0) = [x0: f].
Feltéve, hogy az (5.5) egyenlet teljesiil minden n + 1 egymast kdvetd pontra,

azt kapjuk, hogy

[/105 /117""/1na /l}’l+1 ’ g]
[A1, A2y ooy Ay Apsr 5 gl = [Ao, A1y ooy A1, A s g

/ln+]_/10
(X1, X0, oo Xy X1 5 f1 = [X0, X150, Xpm1, X s S
/er—l_/lO
= [xo’-xla-'-axnaxn+l ; f]-

Most  legyen Ay <A; <--- <4, <Ay olyan, hogy A, €l
(i=0,1,....,n,n+1), tovabba legyen Xi=yo+Aih minden
i=0,1,...,n,n+1 szdmra. Ekkor x; € D (j = 0,1,...,n,n + 1) ugy,
hogy xo < x; < --- < X, < X, kollinedris pontok. Igy az (5.4) egyenlGtlenség

fennall. Vegyiik észre, hogy
1X041 = Xoll = [I(Ans1 = ARl = (Aps1 — Ao) - Al = Ansr — Ao
és az (5.5) egyenlGtlenség segitségével azt kapjuk, hogy
0< [x0, X150y Xy Xae1s f] + @UXne1 = Xoll)
= [0, Aisooes Aus Apyrs gl + @(Anir = o).

Igy felhasznalva az 5.1.4. Tételt, lithat6, hogy a g leképezés n-edrendben kon-

vex. Specidlisan,

OS [zo,zl,---’/ln’/lml ; g] = [yO’yla""yn’yn+] ; f]'
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Mivel yo,y1,...,Yn, Yns1 € D tetszOleges kollinedris pontok voltak, melyek
teljesitették az yp < y; < ... <y, <y, feltételt, sikeriilt megmutatnunk az f

fliggvény n-edrendd konvexitasat. O
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A disszertdcioban olyan fiiggvények vizsgdlataval foglalkoztunk, amelyek bi-
zonyos megengedett hibdval teljesitik a konvexitdsi egyenlStlenséget a su-
lyokra vonatkozé megszoritdsok mellett, igy mint kozelité Jensen-konvexitds,
résztestre vonatkozé kozelité konvexitds. Ennek megfeleléen a tovabbiakban
F a valds szamok egy résztestét jeloli, X pedig egy vektorteret FF felett.
Els6ként a hibatagot tartalmaz6 tartéfiiggvényeket, mas néven szubgradi-
enseket hataroztuk meg, majd ennek felhasznéldsaval a hibatagra vonatkozé
feltevések mellett egyfajta differencidlhatésdgot igazoltunk a mdsodik fe-
jezetben. Nevezetesen, az F-konvex és F-algebrailag nyilt halmazok, valamint
az F-konvex fliggvények fogalmanak bevezetését kovetden ismertettiik a fe-
jezetben vizsgalt (a, F)-konvex fiiggvény definicidjat és kimondtunk egy tételt,
mely az (@, F)-konvex fiiggvényre fogalmaz meg ekvivalens allitdsokat és egy-

fajta tart6tulajdonsagot:

TETEL. Legyen D C X nemiires, F-algebrailag nyilt, F-konvex halmaz,
a: D* — R, egy pdros leképezés (ahol D* = D — D) és f : D — R egy
fiiggvény. Ekkor az alabbi hdarom dllitds ekvivalens:

(i) f (a,F)-konvex D-n, azaz

55
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fx+ (1 -0y <tf(x)+ (1 -f ()
+ta((1 = )(x—y) + (1 - Da(i(y — x))
teljesiil minden x,y € D és minden t € [0, 1] N F esetén,

(ii) minden olyan r,s € F,, u € D és h € X esetén, ahol u — sh, u + rh € D,

teljesiil az

f(uw) — f(u — sh) — a(—sh) < f(u+rh)— f(u) + a(rh)

S r

egyenlotlenség;

(iii) létezik egy A : D X X — R leképezés, amelyre fenndll az
f(u+rh)— f(u) > rA(u, h) — a(rh)
egyenlotlenség minden u € D, r € F és h € X esetén, ahol u + rh € D.

Ezen tétel felhaszndldsdval Rolewicz differencidlhatéséagi tételeivel analog
modon igazoltunk bizonyos regularitasi tulajdonsidgokat a kozelitéen F-konvex

fliggvényekre:

TETEL. Legyen D C X egy nemiires, F-algebrailag nyilt, F-konvex halmaz
és a : D — R, egy olyan pdros fiiggvény, hogy minden h € X esetén az
r — «a(rh) leképezés (mely minden olyan r € F, esetén értelmezett, amikor

rh € D*) folytonos és teljesiti a

. a(rh)
lim =
F, ar—0 r

0

feltételt. Ha f : D — R (a,F)-konvex és A : D X X — R az el6z0 tétel (iii) dl-

litasdban és bizonyitdsaban leirt leképezés, akkor minden u € D és he X
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esetén

Awh) = lim TWrsH-J/@

s—0, seF, S

Tovabbd a h — A(u,h) (h € X) leképezés pozitiv F-homogén és szubadditiv

minden u € D-re.

A fejezet végén egy egyszer( példan keresztiil (a(x) = c||x||” esetén) szem-
1éltettiik, hogy a hibatag nem minden esetben tlinik el, majd egy megjegyzés
keretében megmutattuk, hogy az (e, F)-konvex fliggvények halmaza bdvebb a
konvexitasi egyenldtlenséget ¢(#(1 — 7)||x — y||) hibataggal teljesitd fliggvények
halmazanal a(u) = ¢(||u||) esetén.

A harmadik fejezetben alkalmas kontollfiiggvényekre nézve kozelitSleg
(résztest felett) konvex fiiggvényekkel torténd szepardlhatosagot karakterizal-
tunk, amibdl stabilitdsi tételt nyertiink. Els6ként Baron, Matkowski és Niko-

dem szeparécids tételének egy absztraktabb véltozatét bizonyitottuk.

TETEL. Legyen X vektortér az F test felett, D az X egy F-konvex,
F-algebrailag nyilt részhalmaza, tovabbd f és g a D halmazon értelmezett
valos fiiggvények. Ekkor a kovetkezd dllitdasok ekvivalensek:

(i) letezik egy E-konvex p : D — R fiiggvény, melyre f < p < g;
(ii) barmely n € N, xi,...,x, € D, t,...,t,€[0,1]NF esetén, ahol
t+...+t, = 1teljesiil, igaz a kovetkezd egyenldtlenség:
(6.1) f(z tixi) < Z 1ig(x;).
i=1 i=1

Az el6z0 tételben a résztest feletti konvexitds esetén a szepardcids tétel

végtelen dimenzids véltozata jelenik meg, ezért a (6.1) egyenlGtlenség hi-

batagot tartalmazé altalanositdsa kontrollfiiggvény-sorozattal irhat6 le. Ezért
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minden n € N esetén definialtuk a

Tn:{(tl,...,tn)e([O,l]ﬁ B ) 4= 1}

=1
halmazt és G, : T, X D" — R kontrollfiiggvényeket, tovabba a (G,) kontroll-
fliggvény-sorozatra nézve F-affin és F-konvex valds fliggvényeket az F feletti
X vektortér D C X nemiires, F-algebrailag nyilt, F-konvex részhalmazan.

A késbdbbiekben definidltuk a (G,) kontrollfiiggvény-sorozatra nézve

[F-affin és F-konvex leképezéseket és vizsgaltuk a

(6.2) f (Z rix,-] < > 1g(6) + Golts s X1, X,)
i=1 i=1
egyenlbtlenséget (n € N, xy,...,x, € D, (t1,...,t,) € T, esetén). A fejezet f6

eredményeként elegendd feltételt adtunk arra, hogy az el6z6 egyenlStlenséget

teljesitd f és g fiiggvények szepardlhatok legyenek:

TETeL. Tegyiik fel, hogy létezik (G,) kontrollfiiggvény-sorozatra nézve
F-affin leképezés. Ekkor f,g : D — R akkor és csak akkor teljesiti a (6.2)
egyenliotlenséget minden n € N, (ty,...,t,) €T, és x1,...,x, € D esetén, ha
létezik egy h : D — Rvalos értékii F-konvex fiiggvény a (G,) kontrollfiiggvény-
sorozatra nézve ugy, hogy

f<h<g

teljesiil a D halmazon.

A tétel kovetkezményeként pedig stabilitasi tételt is igazoltunk.
Végiil hiperstabilitas jellegli (Rolewicz tételeivel anal6g vagy azokat al-
talanositd) eredményeket bizonyitottunk résztest felett, illetve magasabb rendd

(Jensen)-konvexitasra.



(OSSZEFOGLALO 59

A negyedik fejezetben a kozelitd Jensen-konvexitdssal foglalkoztunk

eltling hibatagok esetén. Ehhez definidltuk az F-norma fogalmat az F test feletti

X vektortéren, majd ¢ > 0, p > 1, f : D — R esetén elvégeztiik a vizsgalt

(6.3)  flex+ (1 =0y) <tf()+ (L =0f() +c(t(X =) llx - yll)

egyenldtlenség ekvivalens dtalakitdsait (ahol x,y € Dést € [0, 1] NF). A (6.3)
egyenldtlenségbdl kapott, az eredetivel ekvivalens egyenlStlenségre vonatkozé

lemmadkat felhasznélva pedig bizonyitottuk a kdvetkezd tételt:

TETEL. Legyen D C X egy F-algebrailag nyilt F-konvex halmaz,
c>0,p>1ésf: D — Rolyan leképezés, hogy f megolddsa a (6.3)
egyenlotlenségnek minden x,y € D és t € [0, 1] N F esetén. Ekkor f megoldds

c = 0 esetén is, azaz az f fiiggvény F-konvex.

Ezt kovetden ismertettiik az alabbi tétel igazoldsdhoz sziikséges eszkozoket
és eredményeket, majd megfogalmaztuk tételiinket, mely megmutatja, hogy a
kozelitd Jensen-konvexitasbol kovetkezik a Jensen-konvexitas, ha a hibafiigg-

vény kellGen kicsi a nulla egy kornyezetében.

TETEL. Legyen I C R egy nyilt intervallum, d; az I intervallum hossza és

J; =10,d;[. Legyen ¢ : J; — [0, +o0[ olyan, hogy

lim M =0.
=0+ 2

Ha egy f : I — R fiiggvény megoldja az

f(X+!/)S J) + fy) ux— o)

2 2

egyenlotlenséget barmely x,y € I esetén, akkor f Jensen-konvex.



60 (OSSZEFOGLALO

A disszertdci6 a magasabb rendben kozelitéleg konvex fliggvényekre
vonatkoz6 eredményeink leirdsdval zarul. Ehhez ismertettiikk az osztott dif-
ferencia fogalmat és ehhez kapcsolédéan az n-edrendd konvexitdst. Majd
megmutattuk, hogyan jutottunk el a vizsgélt fiiggvényegyenl6tlenséghez. Ezt
kovetden bemutattuk a tételiink bizonyitasdhoz sziikséges fogalmakat és ko-
rabbi eredményeket, igy mint a differencia operator, magasabb rendi Jensen-
konvexitds és a magasabb rendii als6 Dinghas intervallum derivalt, valamint
Gilanyi és Pales eredménye az n-edrendii Jensen-konvexitdsra vonatkozdan.

Ezek felhaszndldsaval igazoltuk a kovetkezd Rolewicz-tipusu tételt:

Térer. Ha f : I - R, n € N, I, = {&4:xyel y<x}és
Y o I, = Riigy, hogy lim;,_. % = 0, tovdbbd tetszoleges x € [ és h > 0

olyanok, hogy x + (n + 1) h € I esetén teljesiil a
Ay )+ y(h) 2 0

egyenldtlenség, akkor az f fiiggvény n-edrendben Jensen-konvex.

7

Az eloz6 tétel és ismert regularitasi tételek segitségével beldttuk a

kovetkezd tételt:

TETEL. Legyen I C R egy nyilt intervallum, jelolje v(I) az I intervallum
hosszdt, tovdbbd legyen n € N és J; =]0,v(I)[, valamint legyen a ¢ : J; —
[0, +oo[ olyan fiiggvény, amely teljesiti a lim,_o, @(t) = O feltételt. Ha egy
f I — R fiiggvény minden olyan x; € I pontok esetén (j =0,1,...,n,n+1),

amelyekre teljesiil az xy < x; < -+ < X, < X,y feltétel, megoldja az

(X0, X1, « « s Xy X1 5 [+ @(Xns1 — X0) 2 0

egyenlotlenséget, akkor f n-edrendben konvex.
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7 7z

Végiil az elozo tétel altalanositasaként kiterjesztettilk az eredményt nyilt

konvex halmazon értelmezett fiiggvényekre is:

TETEL. Legyen D C R™ egy nyilt konvex halmaz, v(D) jelolje a D halmaz

dtmérdjét, tovabbd Jp =10,v(D)[ és n,m € N. Legyen a ¢ : Jp — [0, +0o[
fiiggvény olyan, ami teljesiti a lim,_o, ¢(t) = 0 feltételt. Ha egy f : D — R

fiiggvény megoldja az
[x0, X1, s Xy X1 5 ST+ @(llXns1 = XolD) > 0
egyenlotlenséget minden olyan x; € D (j = 0,1,...,n,n + 1) esetén, ahol

Xo < X1 < -+ < X, < Xpy1 kollinedrisak, akkor f n-edrendben konvex.






SUMMARY

In the dissertation, we investigated functions that fulfill the inequality of con-
vexity with certain admissible error terms and restrictions on the weights
(e.g. approximate Jensen-convexity, approximate convexity with respect to a
subfield). For this prupose, let F denote a subdield of real numbers and X be a
linear space over F.

For the beginning, in the second chapter we determined the support func-
tions (subgradients) containing an error term, then using this we proved a dif-
ferentiability property under some assumptions on the error term. Namely,
we introduced the concepts of F-convex sets, F-algebraically open sets, and
F-convex functions. Then we described the concept of (e, F)-convex functions
and formulated a theorem which contained equivalent statements and a kind of

support property for (a, F)-convex functions:

THEOREM. Let D C X be a nonempty, F-algebraically open, F-convex set,
@ : D* — R, be an even function (where D* = D — D), and let f : D — R be a

function. Then the following statements are equivalent:

i) fis(a,F)-convexon D, i.e.,

63
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fax+ A -0y <tf(x)+ (A -0f(y)

+1a((1 -0N(x—y)+ 1 - Nat(y - x)
holds for every x,y € Dandt € [0,1]NE;
ii) the inequality
f(uw) — f(u— sh) — a(—sh) < f(u+rh)— f(u) + a(rh)

S r

is satisfied for all r,s € F,, u € D, h € X, where u — sh,u + rh € D;

iii) there exists a function A : D X X — R such that
fw+rh)— f(u) > rA(u, h) — a(rh)

forallue D, r € E, he X, where u + rh € D.

Using this theorem, we proved certain regularity properties for approx-
imately F-convex functions with sufficiently small errors, in the spirit of

Rolewicz.

THEOREM. Let D C X be a nonempty, F-algebraically open, F-convex set
and a : D* — R, be an even function such that, for every h € X, the mapping
r — a(rh) (defined for all r € F, that fulfill rh € D*) is continuous and satisfies

. a(rh)
lim =
F, 2r—0 r

0.

If f: D — Ris (a,F)-convex and A : D X X — R is the mapping described in
statement (iii) and the proof of the previous Theorem, then

A= lim_ LU= I®

s—0, seF, S

forall u € D and h € X. Moreover, the mapping h — A(u,h) (h € X) is

positively E-homogeneous and subadditive for every u € D.
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At the end of this chapter, we illustrated by a simple example (when
a(x) = c||x||”) that the error term does not disappear in every case. Then in
a remark we showed that the set of (a, F)-convex functions contains the set
of those functions which satisfied the convexity inequality with the error term
@(t(1 = Dllx — yll) with a(u) = ¢((|ul)).

In the third chapter we characterized the separability with an approximately
convex function (over a subfield and with respect to appropriate control func-
tions) from which we obtained a stability theorem. First we proved a more

abstract version of a separation theorem of Baron, Matkowski and Nikodem.

THEOREM. Let X be a vector space over F, D be an F-convex, F-algebrai-
cally open subfield of X, and f and g be real functions on D. Then the following

statements are equivalent:

(i) there exists an F-convex function p : D — R such that f < p < g;

f[zn: tixi) < Zn: tig(x;)
i=1

i=1
is fulfilled for every n € N, x,...,x, € D, t1,...,t, € [0,1]NEF, if

H+...+t, =1

(ii) the inequality

In the previous theorem, in the case of convexity over a subfield, an infinite
dimensional variation of the separation theorem appeared, hence this approach

could be described with a control function sequence. Hence we defined the set

T,,:{(tl,...,tn)e([o,l]ﬂ B ) 1= 1}

j=1
and the control functions G, : 7, X D" — R for all n € N, and the notion

of F-affine and FF-convex real functions with a control function sequence (G,)
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on an FF-algebraically open, F-convex nonempty subset D of X (where X is
a vector space over F). After that we defined the set ¥ = {¢ : D — R :
¢ is F-affine with a cotrol function sequence(G,)} and investigated the func-

tional inequality

(71) f( ti-xi] < Ztig(-xi) +Gn(tl9---9tmxl’---’xn)
i=1 i=1
fulfilled foralln € N, x;,...,x, € D, (t;,...,t,) € T,.

As the main result of this chapter we proved that the condition & # 0

implies the separability of functions f and g which solve the above inequality:

THEOREM. Suppose that F + (0. Then f,g : D — R satisfy inequality (7.1)
foreveryn € N, (t1,...,t,) € T, and x,,...,x, € D if and only if there exists
an F-convex function h : D — R with the control function sequence (G,) such

that

f<h<g
is satisfied on D.

At the end of the third chapter we obtained a stability theorem from the
previous theorem.

Finally, we proved hiperstability-type results (analogue or more general
forms of Rolewicz’s theorems) over a subfield and for (Jensen-)convexity of
higher order.

In the fourth chapter we investigated approximately Jensen-convex func-

tions with vanishing error terms. For this we defined the F-norm of an element
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of X (where X is a vector space over F), then by performing appropriate sub-

stitutions we formulated equivalent versions of the inequality

(72)  flax+ 1 =0y <tf()+ 1 =0f@) +cd =0 lx = yll)’

for all x,y € Dand t € [0,1] N F (where ¢ > 0 and p > 1 are fixed, while
f : D — R is arbitrary). Using the lemmas for the reformulated inequalities

we proved the following result:

THEOREM. Let D C X be an F-algebraically open and F-convex set, ¢ > 0,
p>land f: D — R such that f satisfies inequality (7.2) for every x,y € D
andt € [0, 1] NF. Then f satisfies the inequality with ¢ = 0 as well, thus f is

F-convex.

Then we described the tools and results necessary to verify the following
theorem which shows that approximately Jensen-convex functions are, in fact,

Jensen-convex if the error term is sufficiently small in a neighborhood of zero.

THEOREM. Let I C R be an open interval, d; be the length of the interval I,
and J; = [0,d,[. Let the function  : J; — [0, +oo satisfy
Y(1)

lim — = 0.
-0+ 12

If a function f : I — R satisfies

f(x;y)s f(X)erf(y)

forall x,y € I, then f is Jensen-convex.

+Y(lx -y

The dissertation terminates with the results on approximately convex func-
tions in higher order. For this, we described the concept of divided differences

and this enabled us to introduce convexity of order n. Then we showed how to
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get the functional inequality of approximate convexity of higher order. After
that we presented the required notations and earlier results, such as the notion
of difference operator, Jensen convexity of higher order, lower Dinghas inter-
val derivative of higher order, and the result for Jensen-convexity of order n
by Gildnyi and Péles, which we used in the proof of our theorem. Hence we

proved the following Rolewicz-type result:

THEOREM.IffZI—)R,HEN,IZZ{ﬂIx,yEI,y<x}andtﬁ:I;—>R

n+l

such that limy,_,., % =0, and forall x € I and h > 0 such that x+(n+1)h e 1

the inequality
A F(x) +y(h) = 0

is fulfilled, then the function f is Jensen-convex of order n.
These results helped us to prove the following theorem:

THEOREM. Let I C R be an open interval, v(I) denote the length of the
interval I, n € N, and J; =]0,v(I)[. Let the function ¢ : J; — [0, +oo[ satisfy
lim, 0, ¢(t) = 0. If a function f : I — R satisfies the inequality

(205 X1 -+ oy Xy X1 3 ]+ @(Xnr1 — x0) 20

forallx; € I (j=0,1,...,n,n+1), such that xo < x; < -+ < X, < Xy41, then

f is convex of order n.

Finally, using some technical tools we could extend this theorem to the case

where the domain is an open convex set.

THEOREM. Let D C R™ be an open and convex set, v(D) denote the

diameter of the set D, nnm € N, Jp =]0,v(D)[. Let the function
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¢ : Jp — [0, +oo[ satisfy lim,,o, ¢(t) = 0. If a function f : D — R satis-
fies the inequality
[X0, X1, - s Xy i1 5 f]+ @(UX011 — X0ll) > 0

forallx; € D(j=0,1,...,n,n+ 1) such that xo < x; < -+ < X, < Xpy1 are

collinear points, then f is convex of order n.
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