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1. fejezet

A klasszikus hibaszamitas eleme1l

A Kklasszikus hibaszamitas alapmodellje a kovetkezd. A pontos értékeket nem
ismerjiik, csak adott hibakorlati kozelitéseiket. A kozelit6 értékekkel pontosan
végzett miiveletek eredményét az ismeretlen elméleti eredmény kozelitésének
tekintjiik és azt vizsgaljuk, hogy mekkora a kozelités hibsja. Példaul a v/2 ~
1.41 kozelités hibdja legfeljebb 0.01.

A kovetkez6 jeloléseket és elnevezéseket haszndljuk: = pontos érték, a az
x kozelitése (a ~ ), Aa = = — a a kozelités hibdja, da az a kozelitd érték
abszolit hibakorlatja, ha fennall |z — a| = |Aa| < da.

1.1. Az aritmetikai miiveletek abszolut hibai

Legyen z és y két pontos érték, a az x, b pedig az y kozelitése. Tegyiik fel,
hogy az a és b kozelitések abszolut hibakorlatai da, ill. §b. Ezekre fennall, hogy
|z —al = |Aal < da, |y—0b=|Abl <.

Tétel. Igazak a kivetkezo becslések:

d(a+Db)
d(a—"0)

da + db, (1.1)

<
< da+ ob. (1.2)

Tétel. Fenndllnak az aldbbi kozelitd egyenloségek:

d(ab) =~ |alob+|b|da (|a] > da, |b] > 6b), (1.3)

d(a/b) W (b#0, |b] > ob). (1.4)

Figyeljiik meg, hogy osztds abszolit hibakorlatja 0-hoz kozeli b esetén rend-
kiviil nagy lehet!
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1.2. Fiiggvényértékek hibaja

Kiilon foglalkozunk az egy- és a tobbvéltozds esetekkel. Legyen f : R — R
legaldbb kétszer folyonosan differencidlhaté fiiggvény, © ~ a. Az f(x) helyett
f(a)-t szamoljuk. Az f(a) kozelités 0 (f (a))hibakorldtjira a masodrendii Tay-
lor-formuldbdl bizonyos elhanyagoldssal kapjuk, hogy

d(f (a)) = [f'(a)l da. (1.5)
Legyen F' : R™ — R legaldbb kétszer folytonosan differencidlhaté fiiggvény,
zr,a € R" és x ~ a. Legyen Aa == — a, |v; — a;| = |Aa;| < da; (i =1,...,n)

és 0a = [day, ..., 0a,)". Az F(x) helyett az F(a) fiiggvényértéket szamoljuk,
amelynek 0 (F' (a)) hibakorlétja (azaz |F(x) — F(a)| egy fels6 korlatja hason-
l6an a (tobbvaltozds) masodrendii Taylor-formulédbdl bizonyos elhanyagoldssal

hasonléan adddik: .

6 (F(a)) =)

=1

OF(a)

al’z‘

oa; (1.6)

1.3. Az aritmetikali miiveletek relativ hibai

Az abszolit hiba sok esetben semmitmondé. Példaul egy 0.001 nagysédgrendii
elméleti mennyiség esetén a 0.05 abszolut hibakorldt nem sokat ér. A = ~ 22/7

kozelités sok esetben jo lehet, de példaul a csillagdszatban mér bizonyosan nem.
da

Definicié. Az x szam a kozelito értékének relativ hibdja a T2l mennyiség.

Az x pontos érték dltaldban nem ismeretes. Helyette a % kozelitést hasz-

naljuk.
5(a + b) sa &b
- oa o9 1.
a+b max{|ar’|b|} (ab>0), .7
Ola—0> da + &b
|(a - b|) =Tty (>0, (1.8)
d(ab)  da  0b
5(2)  ba ob
m ~ m + m (110)

Figyeljiikk meg, hogy egymaéshoz kozeli a és b esetén a kivonds relativ hibdja
rendkiviil nagy lehet!
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2. fejezet

A matrixszamitas elemei

2.1. Matrixok és matrixmiiveletek

Roviden osszefoglaljuk azokat a métrixokkal és vektorokkal kapcsolatos is-
mereteket, amelyekre sziikségiink van.

Definicié. Egy A m x n tipusd (valés) métrixon valés a;; szdmok aldbbi
tablazatat értjiik:

a1 Q12 ... A1 ... Q1n
A= Qi1 Q2 ... Qij ... Gip
L OGm1 Gm2  --- Qmj ... Ampp

Az a;; az A métrix i-edik sordban és j-edik oszlopaban 4ll6 métrixelemet
jeloli. Métrixok szokdsos jelolése még a kovetkezo:

a11  A12 Q15 Q1n
A= Qi1 Q2 ... Qij ... Gip
Am1 Am2 .. Gmj ... (Qmp

Néhdny tomorebb métrixmegaddsi maéd:

A=layliZ  A=(ay)] 2,
Az n x m tipusu val6és méatrixok halmazat R"*™ jeloli. Az A métrixot négyze-
tesnek nevezziik, ha m = n. Ekkor a tomor megadési médok a kivetkezoképpen
egyszeriisodnek:

A=layli;n,  A=l(ay)i_,-
A matrixok kozti fontosabb miiveleteket az aldbbiak szerint definidljuk.
1. Osszeaddas: A, B € R™*",

C:A+B€Rmxn<:>cij:aij+bij (izl,...,m, ]:1,,77,)
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Az osszeaddsra fenndll, hogy
A+B=B+A, (A+B)+C=A+(B+0C).
2. Szammal valé szorzas: A € R™*", )\ valés szdm,
C=MeR"" Sc¢j=Ny; (i=1,...,m, j=1,...,n).
A szdmmal valé szorzasra fenndll, hogy
AMpA) = (A)A,  (A+ p)A = A+ pA.

Jegyezziik meg, hogy megéllapodds szerint AA = A\.
3. Transzpondlas (tiikrozés): A € ™"

C:ATGRnXm@CZ‘j:CL]‘Z’ (2217,71,]:1,,7”)
A transzpondlasra fennall, hogy
(AT =A, (A+B)"=A"+B".

Az A métrixot szimmetrikusnak nevezziik, ha AT = A.
4. Szorzas: A € R™* B ¢ RF*",

k
C:ABGRmxn@Cij:ZGitbtj (izl,...,m, ]:1,,n)
t=1

Vegyiik észre, hogy a szorzatmétrix (7, j) indexii elemét gy kapjuk, hogy
az i-edik sort szorozzuk a j-edik oszloppal, azaz

blj
cij = lan, ..., ) .
brj

A métrixszorzds fontos tulajdonsigai a kovetkezok:

(AB)C = A(BO),
A(B+C) = AB+ AC,
(A+ B)C = AC + BC,

(AB)T = BTAT.

Fontos megjegyezni, hogy a szorzds nem kommutativ, tehét
AB # BA (2.1)

altaldban! A tovdbbiakban a maétrix és matrix-vektor miiveletek felirdsdnal
feltessziik, hogy a szerepldé matrixok, ill. vektorok méretei olyanok, hogy
lehetové teszik az adott miiveletet.

Definicié. Az egyetlen sorbdl, vagy egyetlen oszlopbdl 4ll6 matrixot vektornak
nevezziik.

8 A MATRIXSZAMITAS ELEMEI



A sorvektor szokdsos megaddsi médjai a kovetkezok:
r=[x1,..., T, T=[r1 29 ... Ty).

Az oszlopvektorokat az
T
xr = : e R"
Tn

formédban szoktuk megadni, ahol R"™ az n komponensii oszlopvektorok halmaza
(tkp. R" = R™1). Az R" halmazt n-dimenziés euklideszi térnek is nevezziik.

Az oszlopvektorokat meg lehet még adni az x = [z1, ..., ,]7, a sorvektorokat
pedig az
T
T
x = : S
Tn

formdban is.
Az i-edik egységvektor i-edik komponense 1, a tobbi 0. Oszlopvektornak
tekintve tehét:
e;=10,...,0,1,0,...,0" € R

Definicié. x,y € R" skaldris szorzata

xT?J = i TiY;-
i=1

A kovetkezdkben specidlis tulajdonsdgi matrixokat vezetiink be.
Definicié. Az I € R™" maétrix egységmatrix, ha

1 0 ... ... 0]
0 1
I —
: .1 0
| 0 ... ... 0 1]

Az egységmitrixra fenndll, hogy minden A € R™*" esetén
Al =T1A=A.

Definicié. A D € R™*" diagondlmatrix, ha

5 0 ... ... 0

0 d2 ° :
D=|: -

. . 571—1 0

0 ... ... 0 6]
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A diagondlmétrixra fenndll, hogy minden A € R"*™ és B € R™*" esetén

al dral
DA=D| : | =| : |, BD=[bs,....0.] D =[b16r,...,bu6,].
al dpal

A D diagonalmatrixot diag(dy,...,0d,), vagy diag(d;) (i =1,...n) is je-
161heti.
Definicié. Az 0 € R™*"™ métrix zérusmatrix, ha 0 minden eleme 0, azaz

0 ... 0
O=|[: " =
0 ... 0

A zérusmétrixra fennall, hogy minden A ma&trix esetén

At0=A, A0=0.

2.2. Matrixok inverze és determinansa

Definicié. Az X € R™" matrixot az A € R™*" métrix inverzének nevezziik,
ha AX = XA=1.

Ha az inverz métrix létezik, akkor egyértelmii. Az inverz maétrix jelolése
A7l = X. Az inverz métrixra fenndllnak az aldbbi tulajdonsdgok:

(AN =4, AB)T=B1AT, (A7) =4 =4

Jelolje A(i) azt az (n — 1) x (n — 1)-es métrixot, amelyet az

a1 G2 ... Qi1n
A= ;1 Qz2 ... Qip
L On1 Qp2 ... QApp |

méatrixbdl az elsé oszlop és az i-edik sor elhagyédsdval kapunk.
Definicié. Az A € R™*™ négyzetes métrix determindnsat a

det (A) = 11G92 — A12Q91, n =2
det (A) =Y (—1)"andet(A(i), n>3.
i=1
elofrasok definidljdk.
Tétel. Az A € R™™ maétrixnak akkor és csak akkor létezik inverze, ha
det(A) # 0.
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2.3.  Vektorok és matrixok normdja

Definicié. Az f: R" — R fiiggvényt vektornormanak nevezziik, ha

fx)y > 0 (MreR"), f(r)=0&<2=0, (2.2)

fx) = [N f(x) (VzeR" VAeR), (2.3)

flety) < f@)+fly) (Vo,yeR"). (2.4)

A vektornorma szokasos jelolése: ||z|| = f(x). A fontosabb vektornormak

a kovetkezok:

lzll, = > lail, (2.5)
i=1

1
n 2
zll, = (fo) (euklideszi norma), (2.6)
i=1
|zl = max |z;]  (maximum norma). (2.7)

Definicié. Az f: R™*" — R fiiggvényt métrixnormdanak nevezziik, ha

f(A) > 0 (VAeR™"), f(A)=0&A=0, (2.8)
FOA) = M f(A) (YA€ R™", VYA€ R), (2.9)
f(A+B) < f(A)+f(B) (VA BeR™™). (2.10)

A maétrixnorma szokdsos jelolése: ||A|| = f(A). A leggyakrabban hasznalt
matrixnormék a kovetkezok:

1A, = ax Z la;;|  (oszlopdsszeg norma), (2.11)
=
|A|l, = {A" A legnagyobb sajatértéke}?  (spektrdlnorma) (2.12)
Al = max Z la;j|  (sordsszeg norma), (2.13)
sStsm j:1

1

Al = (Z Z a%) (Frobenius norma) . (2.14)

i=1 j=1

VEKTOROK ES MATRIXOK NORMAJA 11
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3. fejezet

Linearis egyenletrendszerek
megoldasa

3.1. Linedris egyenletrendszerek

Linedris egyenletrendszerek altaldnos alakja m egyenlet és n ismeretlen esetén:

a;nry + ...+ Q155 + ...+ a1y = bl
a;1r1+ ...+ Q55 + ...+ ainTy = bz (31)
Ap1%1 + oo+ Qi+ o F Oy, = by

Az egyenletrendszert megadhatjuk a témorebb
Az =10 (3.2)
form&aban, ahol
A=lay];Z, € R™", x € R", be R™

A megoldhatdsag szempontjabdl hdarom eset lehetséges:
(i) az egyenletrendszernek nincs megoldésa,
(ii) az egyenletrendszernek pontosan egy megolddsa van,
(iii) az egyenletrendszernek végtelen sok megolddsa van.
Definicié. Az {ai}le C R™ vektorok linedrisan 6sszefiiggdk, ha létezik z € R”
(z # 0), hogy
k
i=1
Ha nincs ilyen = # 0 vektor, akkor az {ai}].c , vektorokat linedrisan fliggetlennek

nevezziik. -
A megoldhatésag egyik ”jellemzését” megadhatjuk a rang fogalméval:

r(A) = linedrisan fiiggetlen oszlop- vagy sorvektorok (3.4)
maximalis szdma '
LINEARIS EGYENLETRENDSZEREK
MEGOLDASA 13



Legyen [A, b] az a métrix, melyet A-bdl gy kapunk, hogy hozzaadjuk (n + 1)-
edik oszzlopként a jobboldali b vektort. A ma&trix rangjdval megfogalmazva az
Az = b egyenletrendszer akkor és csak akkor oldhaté meg, ha r (A) = r ([4, ]).
Ha r (A) = r ([A,b]) = n, akkor az Ax = b egyenletrendszernek pontosan egy
megolddsa van.

A tovédbbiakban csak négyzetes egyenletrendszerekkel foglalkozunk. Fel-
tessziik tehat, hogy m = n. Ismert a kovetkezo
Tétel. Az Az =b (A € R, b€ R") egyenletrendszernek akkor és csak akkor
van pontosan egy megolddsa, ha létezik A~!. Ekkor a megoldds x = A~1b.
Tétel. Az Ax =0 (A € R™™) homogén linedris egyenletrendszernek akkor és
csak akkor van x # 0 nemtrivialis megolddsa, ha det (A) = 0.

3.2. Haromszégmatrixi egyenletrendszerek

Definicié. Az A = [a;]},—, métrix alsé haromszog alaki, ha a;; = 0 minden

1 < J esetén.

Az alsé haromszogmatrixok alakja sematikusan a kovetkezd

* 0 0
x % :

Definicié. Az A = [a;;]}';—; métrix felsd hdromszog alakd, ha a;; = 0 minden

1 > J esetén.

A fels6é hdromszogmaétrixok alakja:

R x|
0 =
: *

Konnyen igazolhat6, hogy alsé, vagy felsé haromszogmétrixok esetén det(A) =
(11023 - - - Apyp- A hdromszogmatrixi egyenletrendszerek megolddsa igen egysze-

ri.
Tekintsiik az

a;1x1+ +aqy;x;+ +a1,2, by
QT+ +inTn b;
Ay T, by,
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felsé haromszogmatrixi egyenletrendszert! Az egyenletrendszer akkor és csak
akkor oldhaté meg, ha a3 #0,...,a,, # 0. A felsé haromszégmatrixi egyen-
letrendszer megoldédséat a kovetkezod in. visszahelyettesito algoritmus adja:

Tp = bn/ann
mi:(bi—Z?:Hlaijxj)/aii (2=n—1,n—2,,1)

Alséhdromszogmaétrixi egyenletrendszer megolddsa hasonld.

(3.5)

3.3. A Gauss-modszer

A Gauss-féle elimindciés moédszer két fazisbol all:
I. Azonos atalakitdsokkal az Ax = b egyenletrendszert fels® haromszog

alakura hozzuk:
5 = — x
0

I1. A kapott felsé hdromszogmatrixi egyenletrendszert a (3.5) algoritmussal
megoldjuk.

A fels6 hdromszog alakra hozds a kovetkezoképpen torténik.

Ha ay; # 0, akkor az aq; alatti x; egyiitthatékat nullava tessziik (kinul-
lazzuk) gy, hogy az i-edik sorbdl kivonjuk (i = 2,...,n) az elsd sor y-szorosat:

(i1 — yair)zy + (@2 — yai2)ra + ... + (@i — Ya1n) Ty = by — Vby. (3.6)

a.
a

AZ a”il — ’}/a,ll - 0 feltételbé’)l kapJuk7 hogy 7 =
kinulldzésat az

i, Igy az els6 oszlop a1y alatti

7:%1/&11
aj =a;—ya; (j=2,...,n) (i=2,...,n) (3.7)

algoritmussal végezhetjiik el. Vegyiik észre, hogy az algoritmus feliilirja az A
métrix 2 < 4,j < n index{i és a b vektor 2 < i < n indexf{i elemeit (a 0-kat
viszont feleslegesen nem irja be az als6é hdromszog részbe). A kapott ekvivalens
egyenletrendszer alakja:

anTy + apexre + ... + QpTy, = bl
a99Ty + ... + Aonly, — bg

. (3.8)
ApaTa + ... + appTn = b,

Ezt szétbonthatjuk az n ismeretlent tartalmazoé elsd egyenletre és az n — 1
ismeretlent tartalmazé kisebb (n — 1) x (n — 1)-es egyenletrendszerre. Ha
age # 0, akkor a kisebb egyenletrendszeren megismételjiik az el6zo 1épést és igy
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tovdbb. Tegyiik fel, hogy a (k — 1)-edik oszlopban a kinulldzast mér elvégeztiik
és az

anxri+ ... ... F+auprry + ... + apr, = bl
Al T + ... 4+ appr, = bk
Qi Tk + ..+ appr, = bZ
ke + ... + appxn = b,

egyenletrendszert kaptuk. Ha ag, # 0, akkor kinulldzzuk az ag. alatti xy
egyiitthatokat. Az i-edik sorbdl a k-adik sort m-szeresét kivonva az

(aix — Yagk) Tk + (@i g1 — YOk k1) Thr1 + - - - + (@i — Yhn)Tr, = by — Ybr, (3.9)

egyenlet adédik. Az a;, — yagr = 0 feltételbdl kapjuk, hogy v = gT’Z A k-adik
oszlop ay;, alattikinulldzdsat tehat a

’Yzaik/akk

algoritmussal végezhetjiik el.

A kinulldzést mindaddig folytathatjuk, amig az az, # 0 és k < n — 1
feltételek fenndllnak. Ha sikeriil az A métrixot felsé haromszog alakra hozni,
akkor a Gauss-moédszer I1. fézisédt, a (3.5) algoritmust alkalmazzuk (visszahe-
lyettesitiink).

A Gauss-médszer 1. fézisdban eléfordulhat, mondjuk a k-adik lépésben,
hogy az ay; elem zérus. Példaul a

456‘2 + X3 = 9
Ty + X2 + 333'3 = 6
2.731 — 21]2 + x3 = —1

rendszernél ez a;; = 0. Ilyen esetekben az eliminaciét csak akkor lehet foly-
tatni, ha a sorok felcserélésével el tudjuk érni, hogy az ax, helyére zérustél
kiilonb6z6 elem keriiljon. Ha ilyen elem nincs, azaz az ag;. alatti elemek is
mind zérusok, akkor az [aij]’;’jk:l részmétrix oszlopai linedrisan 0Osszefiiggok,
tehdat A szinguldris. A fenti példédban az els6 és harmadik sor felcserélésével
kapjuk, hogy

2[1)1 — 25(]2 + x3 = —1
I + X9 + 31‘3 = 6
41‘2 + X3 = 9

Az ay, elemet k-adik pivot, vagy féelemnek nevezziik. A sorok felcserélését
igy, hogy az 1j pivot elem zérustdl kiilonbozo legyen, pivotéldsi, vagy féelem-
kivdlasztdsi eljardasnak nevezziik. A pivot elem megvéalasztdsa nagymértékben
befolyasolja az eredmények megbizhatésagéat.

16 LINEARIS EGYENLETRENDSZEREK
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Részleges féelemkivalasztas: A k-adik 1épésben a k-adik oszlop aji (k <
J < n) elemei koziil kivélasztjuk a maximélis abszolit értékiit. Ha ennek indexe
i, akkor a k-adik és az i-edik sort felcseréljiik. A pivotélds utédn teljesiil, hogy

k| = max i

Teljes féelemkivalasztas: A k-adik 1épésben az a;; (k < i,j < n) matrix-
elemek koziil kivalasztjuk a maximalis abszolit értékiit. Ha ennek indexe (4, j),
akkor a k-adik és az i-edik sort, valamint a k-adik oszlopot és j-edik oszlopot
felcseréljiik. A pivotalds utdn teljesiil, hogy

|ayi| = kg?}én |ais] -

Megjegyezziik, hogy oszlopcsere esetén valtozdcsere is torténik.

A féelemkivalasztdsos Gauss-mdodszer esetén az 1. fdzis minden 1épésében
pivotaldst hajtunk végre. A teljes féelemkivalasztédst biztonsdgos stratégidnak
tekintjiik. A részleges foelemkivilasztas egyéb technikdkkal kiegészitve ugyan-
csak biztonsdgosnak tekinthetd. A részleges féelemkivalasztas 1ényegesen keve-

sebb extra aritmetikai miiveletet igényel mint a teljes féelemkivélasztds. Ezért
a gyakorlatban inkdbb ezt hasznéljuk.

3.4. Az LU-felbontas és alkalmazasa
linedris egyenletrendszerekre

Definicié. Az A € R™" métrix LU-felbontdsan a matrix A = LU szorzata-
lakban torténé felbontdsat értjiik, ahol L € R™*™ alsé, U € R™"™ pedig fels6
hdromszogmaétrix.

Ha L egység alsé haromszogmétrix (fédiagondliséban minden elem 1), akkor
az LU felbontds egyértelmii.

Legyen

aip ... Qip
A = : : (r=1,...,n—1).

Ar1 oo Qpp

Az A" métrix az A matrix r-edik féminor matrixa.
Tétel. Egy A € R™" nemszinguldris métrixnak akkor és csak akkor létezik
LU-felbontésa, ha

det (A) #£0 (i=1,...,n—1). (3.10)

Legyen A® = A b0 = p A pivotalds nélkiili Gauss-elimindcié elsé
fazisdban (amennyiben az végrehajthato) egy

A0) — pO0) A — () g1 _ p(nD)

AZ LU-FELBONTAS ES ALKALMAZASA
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ekvivalens egyenletsorozatot képeziink, ahol

AR {a@]”

Y dig=1

Fennéll, hogy

wk
An=1) — (a2 A2n
6 O e aif;b;‘”

Ha az A métrix nemszinguldris és létezik LU-felbontdsa, ugy a,(;z*l) #0, (k=

1,2,...,n). Amennyiben a zérusokat nem irjuk be, hanem a otthagyjuk a mar
ottlévo értéket, akkor utoljara az

- (0 0 0 0) A
TR
Aoy Qo9 ... Qgp g Aoy
. 1 .
An=1) — : az(),z)
n—2
agfln)zfl
| ailgl) afg afln,:,g)l ) i

0) (0) (0)

all a/%]?) . .. a:(l],':L)
0 a L.a
e Tl
6 O o aiZZ;‘”
valamint
(1 0 . 0]
0), (0
aél)/a(ll)
0), (0
I — aél)/a(ll) 1
B a® /a(l)
: k+1,k/ Qkk
: : 0
0 0 1 1 n—2 n—2
L @511)/a§1) agzk?/al(ck) a’gt,nf?l a’1(171,T)Lfl I

Osszegezve: a Gauss-médszer az 1. fizisban eléallitja az A métrix LU-
felbontdsat, illetve az ekvivalens

Ur=1L"b (3.11)

egyenletrendszert. A felbontds U tényezdje kozvetleniil megjelenik az utolsé
tablazat felsé haromszog részében, az L tényezot pedig az alsé hdromszog
részbol gy kapjuk, hogy a foatlobeli elemekkel végigosztjuk az oszlopokat.
Tehét a Gauss-mddszer az A = LU specidlis szorzatfelbontdson (faktorizacion)
alapul.
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Megjegyzés: Ha az eljards sordn foelemkivilasztést kell végrehajtani, akkor
a Gauss-moédszer a PA matrix LU-felbontdsat adja meg, ahol P permutéacié
métrix (azaz PA az A-bdl a sorok permutaciéjdval &ll eld).

AZ LU-MODSZER ALGORITMUSA:

1. Hatdrozzuk meg az A = LU felbontést!

2. Oldjuk meg az Ly = b egyenletrendszert!

3. Oldjuk meg az Uz = y egyenletrendszert!

Az eljards az eredeti Gauss-mddszerhez képest egy extra alsé haromszog-
matrixi egyenletrendszer megoldasat is megkoveteli. Az eljaras akkor elényos,
ha egynél tobb

A.T:bl, A{L’Zbg,...

alaki egyenletrendszert kell megoldani kozos A egyiitthatémétrixszal. Ekkor
elég az A métrix LU-felbontdsat egyszer meghatédrozni.

3.5. Linedris egyenletrendszerek kozelitd
megolddsa iteraciéval

Alakitsuk at az Az = b egyenletrendszert a vele ekvivalens © = Bx + ¢ alakira.
Ez sokféleképpen lehetséges, pl. gy, hogy a i-edik egyenletbdl kifejezziik az x;
ismeretlent (i = 1,2,...,n):

Ty = (bl — Q12T2 — A13T3 — ... — alnﬂfn)/all
To = (52 — Q211 — A23T3 — ... — a2n$n)/a22 ’ (3.12)
Tp = (bn — Ap1T1 — Ap2T2 — ... — an,nflxn71>/ann
azaz
G = b1/a11 0 —Cl12/a11 —a13/a11 . —a1n/a11
Co = 52/0&22 B —6121/CL22 0 —a23/a22 cee —a2n/a22
Cp = bn/ann _anl/ann _an2/a22 ce 0
(3.13)
Legyen z(© € R" valamilyen kezdeti vektor. Tekintsiik az
+ = BzO® 4¢
@ = BaW4¢
o = Baxk-b ¢

sorozatot.
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Tétel. Ha || B|| <1 akkor az 2@ 2 ... 2®)  sorozat barmely (¥ € R"
esetén az egyenletrendszer r megoldasahoz konvergdl; a k-adik iterdlt hib&jara
érvényes az alabbi becslés:

18] oo -
|l —2®| _ < T [

Megjegyzés: Az emlitett atalakitdssal a ||B]|,, < 1 akkor és csak akkor
teljesiil, ha

o

il > > ayl, (i=1,2,...,n)
j=1
J#
Ekkor azt mondjuk, hogy a métrix diagondlisan dominans.
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4. fejezet

A sajatérték-feladat

A matrixok sajatérték-feladatdnak megfogalmazasdhoz sziikségiink van a
komplex elemii métrixok és vektorok bevezetésére. A komplex elemii n-dimen-
zi6s oszlopvektorokat C"-el jelsljiik. Hasonl6képpen az m X n tipusi komplex
elem{i matrixok halmazat C™*" jeloli. Nyilvanvaléan fenndll, hogy R" C C™
és R™*™ C O™,

Definicié. Legyen A n x n valds, vagy komplex métrix. A X\ € C szdmot az
A métrix sajdtértékének, az x € C" (x # 0) vektort pedig a \ sajitértékhez
tartozo sajatvektornak nevezziik, ha

Az = Az (4.1)

A sajdtvektor egy olyan vektor, amelyet az x — Az leképezés a sajdt
hatdsvonaldn hagy (irdnyitds, nagysag véltozhat). A sajatérték-feladat megol-
désa a sajatértékek és a hozzajuk tartozé sajatvektorok meghatarozéasat jelenti.

Egy z sajatvektor t-szerese is sajatvektor ¢ # 0 esetén, ui. A(tx) = tAx =
tAz = A(tx). Az Ax = Az egyenletrendszer dtrendezéssel az ekvivalens (A —
Az = 0 alakra hozhaté. Ennek a homogén egyenletrendszernek akkor és csak
akkor van zérustol kiilonboz6é megoldédsa, ha det(A — AI) =0. A

ajl — A a192 c. Q1np
a Qo — A ... Qon,
P(A) = det(A — AI) = det S ) : =0 (4.2
an1 [(47%)) coe Qpp — A

egyenletet az A matrix karakterisztikus egyenletének nevezziik. A determindnst
kifejtve a A viltozé n-ed foku polinomjat kapjuk, az algebra alaptétele miatt
tehat az A n x n matrixnak a multiplicitdsokat is beleszamitva pontosan n
sajatértéke van. Egy A\ sajatértékhez tartozé linedrisan fiiggetlen sajatvekto-
rok szdma legfeljebb annyi, mint )\, multiplicitdsa a ¢(\) = 0 karakterisztikus
egyenletben. Kiilonb6z6 sajatértékekhez tartozé sajatvektorok linedrisan fiig-
getlenek.

El6fordulhat, hogy egy valds egyiitthatés métrixnak komplex sajéatértékei és
sajatvektorai vannak. Valds aritmetika esetén ezeket csak specidlis technikakkal
kaphatjuk meg. Az Osszes sajatérték és sajatvektor meghatdrozédsa elvileg sem
konnyti feladat.
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4.1. A hatvany médszer

Nevezziik a legnagyobb abszolit értékii sajatértéket domindns sajatértéknek.
Indexeljiik a sajatértékeket tgy, hogy |A1] > [A2| > ... > |\, |teljesiiljon. A von
Mieses-t6l szdrmazo6 mdédszer alapgondolata a kovetkezd. Tegyiik fel, hogy az A
nxn tipusd valés matrixnak csak valés sajatértéke van. Legyen v(®) € R™ adott!
Képezziikk a v®) = Ap*=D = Aky©) (F = 1,2,...) sorozatot! (Innen ered a
hatvinymodszer elnevezés.) Megmutathaté, hogy bizonyos feltételek esetén a
v®) és a v~V vektorok (azaz két szomszédos kozelités) megfeleld komponen-
seinek hdnyadosa a )\, (azaz a domindns) sajérértékhez tart, a v*) sorozat
pedig a A-hez tartozé sajdtvektorhoz. Ha |A;| > 1, akkor a v*) komponen-
sei gyorsan ndnek abszolit értékben, |A\;| < 1 esetben pedig gyorsan zérushoz
tartanak. Ezért idénként (legjobb minden lépésben) célszerii normélni.

A hatvinymédszer algoritmusa (v(® € R", y € R"):

Hajtsuk végre az aldbbiakat a k = 1,2, ... értékekre:

2(B) — Apk—1)
o) = 20/ ||Z(k)Hoo

Megmutathatd, hogy alkalmas feltételek mellett Hz(k)Hoo — Ay és v®) —
a A1-hez tartozoé sajatvektorhoz.

Az eljérds a |A2/Ai| nagysagrendtdl fiiggd konvergencia sebességgel ren-
delkezik. Erésen érzékeny a v(® kezdévektor megvélasztdsdra is. Komplex
sajatértékek, illetve tobbszoros \; esetén az eljarast médositani kell.

A hatvanymddszert, amely igen elényos lehet nagyméretii ritka méatrixok
esetén, leginkdabb a legnagyobb, ill. a legkisebb abszolut értékii sajatértékek
meghatdrozésara hasznaljuk. Ez utébbi a kovetkezOképpen torténhet. Az A~!
sajatértékei: /\il, cee ﬁ Ezek koziil a legnagyobb abszolit értékii sajatérték ﬁ
lesz, ezért alkalmazva a hatvanymddszert A~'-re megkapjuk a ), reciprokst.

Végiil megjegyezziik, hogy rangszamcsokkento eljarasokkal és egyéb médo-
sitdsokkal, a Mieses eljaras alkalmassd teheto az Osszes sajatérték-sajatvektor
meghatdrozdsdra is.
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5. fejezet

Nemlinearis egyenletek
kozelitdo megoldasi modszerei

5.1. Egyvaltozoés egyenletek megoldasa

Az f(x) =0 (f : R — R) alaku valds egyenletek megoldasat vizsgaljuk. Harom
modszert ismertetiink.

5.1.1. Az intervallumfelez6 eljaras

Tegyiik fel, hogy f: R — R folytonos az [a, b] intervallumon és fennéll, hogy

f(a)f(b) <0. (5.1)

Ekkor a Bolzano-tétel miatt az f () = 0 egyenletnek van legaldbb egy z* €
(a,b) gyvke. Ezt a Bolzano—tétel bizonyitasabdl ismert eljardssal kaphatjuk
meg. Legyen ¢ = (a + b) /2 és vizsgdljuk az f (c) értékét. Ha f (a) f (c) < 0,
akkor az [a, ] intervallumban van gyok. Egyébként a [c,b] intervallum tartal-
maz gyokot. Az dj intervallumot ijra megfelezziik és igy tovdabb. Az egymasba
skatulyazott zdrt intervallumok rahizédnak az egyenlet egy gyokére. Algorit-
mikus formaban az eljaras a kovetkezo:

Az intervallum felez6 algoritmus:

Input [aq, b1] = [a,b] Hajtsuk végre (I), (II), (Il)-at i = 1,2, ... —re a Stop
feltételig:

(I) T; = %bi

(IL.) ha b; — a; < 2¢, akkor Stop

(ITI.) ha  f(a;)f(z;) <0, akkor a;+1 = a;, bit1 = x;,

egyébként a;1 1 = x;, b1 = b;
Az elbirt pontossag e, ugyanis nyilvanval6 az alabbi becslés:
bl' — Q; b—a

o —m < o = m (=12, (5.2)
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Itt x; = x* és az algoritmust a Stop feltétele akkor dllitja le, ha az x; kozelités
hibdja kisebb mint egy elére megadott € > 0 hibakorlat. Megjegyezziik, hogy
a maédszer konvergencidja csak folytonos f (z) esetén all fenn.

5.1.2. Egyszeri iteracio

A médszert az f (x) = x—g (z) = 0 alaki, vagy ilyen alakra hozhato egyenletek
esetén alkalmazzuk. Az f (z) = 0 egyenlet ekvivalens az

x=g(x) (5.3)

egyenlettel. Legyen xg € R egy kezdeti kozelités és tekintsiik az aldbbi soroza-
tot:

vy = g(w)
vy = g(r)
x.z‘ = 9(13;‘—1)

Tétel. Ha g(x) folytonosan differencialhaté [a,b] -n, mégpedig ¢'(z) < g < 1
korlattal, tovabbd a < g(z) < b minden = € [a,b] esetén, akkor az = g(x)
egyenletnek pontosan egy z* gytke van [a,b] -n és az x; sorozat hatédrértéke
éppen ez az x*. Igaz tovabba az aldbbi hibabecslés:

|z — 2" < |z — x| (=1,2,...). (5.4)

A tételben szerepl6 hibabecslést haszndljuk fel a kilépési feltételhez.

5.1.3. A Newton-mddszer

Tegyiik fel, hogy f : R — R folytonosan differencidlhaté. A mddszer lényege,
hogy az x; 1 pontban a fiiggvényhez érintét hizunk és ennek az érintének a
zérushelye adja meg a keresett gyok i-edik kozelitését, azaz x;-t. Az érintd
irdnytangense f'(z;_1) és egyenlete

y — f(@:) = f'(z:)(x — z). (5.5)
Az y = 0 egyenlet megoldésa:

f(xi1)
frwia)’

(5.6)

Ty = Tj—1 —

feltéve, hogy f'(x;—1) # 0.
A Newton mddszer tehdt a kovetkezd: Adott egy zg € R kezdeti kozelités
és képezziik az
_ f@ie)

e f(zia)
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sorozatot. Vegyiik észre, hogy a Newton-mdédszer tkp. azx = z—f (z) /f' (z) =
g(x) egyenletre alkalmazott iterdcids eljards. A Newton-mdédszer konvergenci-
djara vonatkozik az aldbbi

Tétel. Legyen f : [a,b] — R kétszer folytonosan differencidlhato, |f”(x)| < M
és |f'(z)] > m >0 (z € [a,b]). Ha az f(a)f(b) < 0, valamint f'(x), f"(x) # 0
az [a, b] intervallumban, akkor pontosan egy x* van az intervallumban, tovdbbd
To = a, vagy xg = b vélasztédssal x; — x* (i — 400) és

M )
s — 2% < o i = i (1=1,2,..). (5.8)
zo-ra az f(xo) f"(xg) > 0 feltételnek kell teljesiilni.

Azt mondjuk, hogy a Newton-mddszer konvergencidja lokalis, mert az x;
kezdeti kozelitésnek az x* gyok "kozelében” kell lennie.

5.2.  Nemlinedris egyenletrendszerek megolddsa
Newton-médszerrel

Az f(z) =0 (z € R") egyenletrendszer alakja koordindtds alakban

fl(xlax%"'axn) =0

fn<x15I27‘-';xn) - 0
Ara; = o0, af), a0
figgvényt (k=1,...,n):

fil@) = filz:) + V() (z = )

€ R"™ pontban linearizéljuk az fi(z) koordindta

fal@) & fi(1) + V fulw) (@ — 22).

Az f(x) = 0 egyenletrendszer megolddsa helyett keressiik a linearizalt egyen-
letrendszer
fi(xi) + Vfi(z) T (x —x;) =0
: (5.9)
fi(z) + Vu(a)T(z —2;) =0

kozos megolddsét, amely az x;, 1 1j kozelitést definidlja. Vegyiik észre, hogy az
y = fr(z;) + Vfe(x;)T (x — ;) egyenlet tkp. az y = fi(z) fiiggvény érintésikja
az x; pontban. Ha bevezetjiik az

n V fi(zi)"
J(z) = [afi@] - : (5.10)
axj ij=1 vfn(xz)T
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jelolést (J(z) az f(z) fiiggvény Jacobi-métrixa), akkor a linearizélt egyenlet-
rendszer dtmegy a tomorebb

flz) + J(x)(z —2;) =0 (5.11)
alakba, amelynek megolddsa adja a Newton-médszert:

A gyakorlatban soha nem invertaljuk a J(z;) Jacobi-métrixot. Helyette a
linedris egyenletrendszer alakot oldjuk meg.

Az itt haszndlhato kilépési feltételek:

(A) ()]l < &1,

(B) [|[ziy1 — x| < ea.

(C) @ = imax.

feltételek és ezek kombingcioi.

Az eljards konvergencidja alkalmas feltételek esetén lokdlis és médsodrendii.
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6. fejezet

Filiggvények kozelitése interpola-
ciéval

Az interpoldcié feladatdt a kovetkezoképpen fogalmazhatjuk meg. Ismerjiik
egy y = f(z) (f : R — R) figgvény

A<z <9< ...<x, <D (6.1)

pontokban felvett értékeit, az

yi=f(z;) (i=1,...,n) (6.2)

fiiggvényértékeket. Az f (x) fiiggvényt, amely lehet ismert, vagy akér ismeretlen
is, egy olyan, altaldban konnyen szémithaté h (z) fiiggvénnyel kozelitjiik (tkp.
helyettesitjiik), amelyre fenndll, az y; = h(z;) (i = 1,...,n) interpolacids
feltétel.

Az {z;}}_, pontokat interpoldciés alappontoknak nevezziik. Az interpoldci-
6s feltétel teljesiilése esetén azt reméljiik, hogy a h (x) interpolélé fiiggvény az
(x;, x;41) intervallumokban jol kozeliti az f(z) fiiggvényt. Ha f(x)-et a h(x)
fiiggvénnyel az (x1,x,) intervallumon kiviil kozelitjiik, akkor extrapoldciordl
beszéliink.

A h(z) fiiggvény megvilasztdsatol fiiggden beszéliink kiilonbozé tipusi in-
terpolacickrdl. Itt csak az egyik legfontosabbat targyaljuk.

6.1. A Lagrange-féle interpolaciés feladat

A feladat szokdsos megfogalmazdsa a kovetkezd. Adottak az x1 < 29 < ... <
x, alappontok és az y; = f(z;) (i = 1,...,n) fiiggvényértékek. Hatdrozzuk
meg azt a legfeljebb (n — 1)-edfoku

p(z) =ap+arw+...+a, 17" (6.3)
polinomot, amelyre teljesiil a
yi=plz;) (i=1,...,n) (6.4)
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interpolacios feltétel.

A Lagrange-féle interpolédcids polinom létezése és egyértelmiisége kénnyen
belathaté. A polinom tobbféle ekvivalens alakban is felirhaté. Kiilonosen
fontos azonban a Lagrange-féle eloallitas. Legyen

l; = =1,..., 6.5
W= 1] —= « ) (6.5)
az i-edik Lagrange-féle alappolinom. Ekkor az interpolédcids polinom eldall

p(x) = yili(x) (6.6)
i=1
alakban. Ennek igazoldsara vegyiik észre, hogy

e ={ o 1] 67
p(z;) = Zyz'lz'(xj) =yili(z;)=vy; (G=1,...,n). (6.8)

A Lagrange-féle interpolédciés polinom hibdjdra vonatkozik a kovetkezo
Tétel (Cauchy). Ha f € C"[a,b], [x1,2,] C [a,b] és = € [a, b], akkor

F(E,)

n!

f(x) = plz) =

(r —x1)(x —22) ... (x — ),

ahol £, = £(z) az z és az x1, z,, pontok &ltal kifeszitett intervallumban van.
Kovetkezmeény. Ha |f("(z)| < M, (z € [a,b]), akkor

M, "
£(2) = p(a)] < (b a)" (69)
Az interpoldcits eljardsoktdl elvarjuk, hogy a pontok szémanak novelése
esetén a kozelités hibdja csokken. Ez azonban nem minden esetben van igy.
A Lagrange-féle interpolaciés polinom maésképpen is szarmaztathats. Te-
kintsiik a kovetkezo6 fiiggvényrendszert:

$i(x) =1, dy(x) =, ..., d,(2) =" (6.10)
A Lagrange-féle interpolécids fiiggvény alakja
h(z) = a1y (x) + azdy(x) + ...+ andy(x) = D aiy(x). (6.11)
i=1
Az ismeretlen ay, ..., a, egyiitthatékat az interpolécids feltételbdl hatarozhat-

juk meg. Ekkor teljesiilnie kell az alabbi n feltételnek

a1¢y (1) + aggg(z1) + .o+ and, (1) = f(21),
~ S (6.12)

0161 (2) + a2bp(@0) + -+ () = F(za),
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amely linedris egyenletrendszer az ismeretlen aq,...,a, egyiitthatokra nézve.
Legyen

1 ooy ... oay!
B = [%(%)]%:1 = Do : (6-13)
1 x, !
és
a=lay,...,a,]" . c=[f(z1),....f(z)]". (6.14)
A fenti feltétel tomor alakban
Ba = c. (6.15)

Ha det(B) # 0, akkor az egyenletrendszernek pontosan egy megolddsa van:
a= B lc.

A gyakorlatban madsféle {¢, (x)};_, alapfiiggvényeket is alkalmaznak, de
nem minden {¢,;(z)};_, fiiggvényrendszer és z; < w2 < ... < z, alappont-
rendszer esetén van megolddsa a linedris interpolécids feladatnak.
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7. fejezet

Numerikus derivalas és
integralas

7.1. Numerikus derivalas

A numerikus derivélds alapprobléméja az f : R — R fiiggvény derivéltjanak
kiszamitasa egy, vagy tobb adott pontban. A probléma kézenfekvd megolddsa
az, hogy az f(x) fiiggvényt egy h(x) fiiggvénnyel (pl. interpolédciéval) kozelitjiik
és az f'(x) kozelitésének a kozelitd fiiggvény h'(z) derivéltjat tekintjiik. Se-
matikusan: ha f(x) =~ h(x), akkor f'(z) ~ h'(z) és dltaldban fU)(x) ~ h\9)(z).

A Lagrange-interpolaci6é alapjan az f (z) fiiggény z-pontbeli j-edik de-
rivaltjanak kozelitését az

(@)~ p (@) =Dyl () (7.1)

Osszefiiggés adja meg.
Legyen n = 2k + 1, az alappontok pedig legyenek

x—kh,....,.v —h,x,x+h,...,x+ kh. (7.2)

Ha p(z) az f(z) fliggvényt ezen pontokban interpoldlé Lagrange-polinom,
akkor igaz, hogy

Kh%
() —p (2)| < 50, 7.3
7)1 0 < B 73
ahol K az | f*™) (z)| korldtja az [z — kh,z + kh] intervallumon.
Az n = 3 esetben az
, 1
)= o [f (@ +h) = f(z—h)], (7.4)

2h
A differencia hanyadosok alkalmazdsa a kozelité derivalds legelterjedtebb
modszere. Legcélszeriibben a Taylor-sorfejtés felhasznaldsdval vezethetiink le
kozelité formuldkat.
Tegyiik fel, hogy f € C? és frjuk fel f(z) masodfoki Taylor-polinomjét:

flat b= 1) +hf @) + P @ egcain)
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Egyszerti szamolassal adédik, hogy

f(:l]—i—h)—f(l’)_ / h//
. —f($)+§f (&),

ahonnan a

kozelitést kapjuk.
Ennél pontosabb kozelitést kaphatunk, ha f € C3:

fl@+h) - flz—h)

fw) ~ = (76)
A masodik derivilt ismert kozelitései az
[ (z) ~ % (f () =2f (z +h) + f (z+2h)) (7.7)
és az A 5 "
f”(:l?)%f(x—i_ )_ ];L(;")_'—f(x_ )’ (78)
képletek.

Kozelité parcidlis differencia hanyadosokat hasonlé médon vezethetiink le.

7.2.  Numerikus integralds

Numerikus integralast dltalaban akkor végziink, ha:
- a primitiv fiiggvény nem ismert, vagy nem &llithaté elé konnyen,
- az f(z) fiiggvénynek csak véges sok értéke ismert.
A numerikus eljardsok alapotlete a kovetkezo:

f(z) = h(z) :/ f(x)dx %/ h(x)dz. (7.9)

7.2.1. A trapézformula

Legyen 1 = a és xo = b. A két pontra tdmaszkodo elséfoki Lagrange-féle
interpolédciés polinom

B T — Ty r— T
pla) = o) T2 o flaa) T (7.10)
amelynek hatérozott integrélja
b o T2 o :E 332 (.’E ml 2 €2
fa p(x)dx = fml p(x)de = |f(x; ) 2@1—3) + f(x )_Q(xg —a1) |, (7.11)

= 25 () + f(a2)]
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Ez tkp. egy trapéz teriilete. A kozelités hibajara fenndll, hogy

b
b—a M.
f@)dr = ——=[f(a) + fO)]| < 5 (0 —a)* (7.12)
Ha az [a, b] intervallumot felbontjuk az
a=21<To<...<Tpy1=0> (7.13)

pontokkal n részintervallumra, akkor az sszetett trapézformula a kovetkezo:

[ e < T = 1 I ) ] ()

=1

A képlet hibdjdra f € C?[a, b] esetén fenndll, hogy

[ Haddn =30 ) + i)

Ha az alappontok ekvidisztansak, azaz z; = x; + (i — 1)h (h = =%, i =
1,...,n+ 1), akkor a képlet alakja egyszeriisodik:

/f(a:)da:zTn(f):—[ . +2Zf +fa:n+1)]. (7.16)

A képlet hibdjédra pedig nh = b — a miatt fenndll, hogy

/ flz)dz — T, (f)‘ < Mob =)™ _ Mafb = a)” (7.17)

12 12n?

Ha az integralkozelitését az intervallum 2n részre osztasaval is (azaz a
To, (f) -et is) meg tudjuk hatdrozni, akkor a gyakorlatban rendszerint alka-
Imazhatjuk a kovetkezd becslést:

b
[ s -, (f)‘ < T~ T (7.18)

7.2.2. A Simpson formula

Legyen z1 = a, o = “T*b és x3 = b. Tekintsiik a hdrom pontra tdmaszkodé

méasodfoku Lagrange-féle interpoléciés polinomot:

)(a—a3) p(x):x ) )(a—z2)
= o) ST - f () (S 4 f(g) e

(x1—m2)(z2—23) (z2—x1)( (xz3—w1)(x3—22)

(7.19)

Ennek az [a, b] intervallumon vett integrélja adja a kovetkezd kozelitd formuldt

[ tars =0 @)+ 450 + 50 (7.20)
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amelynek hibdjéra f € C*[a, b] esetén fennédll, hogy

a+b
2

(b—a)

7.21
2880 (7.21)

[ st =250 0 + a5

)+f(b)” <M,

Ha az [a, b] intervallumot itt is felbontjuk az
=21 <Ty<...<Tpy1=20b
pontokkal n részintervallumra, akkor az dsszetett Simpson formula a kivetkezo:

’ i1 — T Ti + T

/ f@)de = S, (f) =) = — {f(:ci) +Af (S + flaa) |
e i=1

Ennek hibdjara fennéll, hogy

n

/abf(x)da: —~ Sn(f)‘ < M S (@it — @)’

— 2880 4
=1
Ha az alappontok ekvidisztansak, azaz z; = x; + (i — 1)h (h = b;—“, i =
1,...,n+ 1), akkor a képlet alakja
h - - h
Sulf) =5 |fla) +2) fla)+4) [+ )+ ()| (7:22)
i=2 i=1
amelynek képlethibdjdra fennéll, hogy
b 5
M4(b — CL) 4 M4(b — a)
do — Sp(f)| < ————2ht = — 2
/a f(@)dz = 5a(f >‘ = 72830 2380n" (7.23)

Ha az integréalkozelitését az intervallum 2n részre osztéséval is (azaz az
Son (f) -et is) meg tudjuk hatdrozni, akkor a gyakorlatban rendszerint alkal-
mazhatjuk a kovetkezd becslést:

/ f(x)dz — Say, (f)’ < |San — Sl .- (7.24)
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8. fejezet

Filiggvénykozelités legkisebb négy-
zetek mddszerével

Tekintsiik az intepoldciondl mar bevezetett

m

h(w) = ar¢y(2) + asy(2) + ... + G (2) = Y aidi(2). (8.1)

i=1

alaku kozelitd fiiggvényt, ahol a {¢, (z)};_; ismert fiiggvények. Az f(x) ~ h(x)
legkisebb négyzetes kozelitést kiilon targyaljuk diszkrét és folytonos esetben.

8.1. Diszkrét eset

Ismert az [a, b] intervallum
a=r1 <9< ...<xp, =0

felosztdsa. A legkisebb négyzetes kozelités alapelve:

n n

d(ay,az, ... am) =Y [f(:)=hz)? =D _[f (m)—zaquj (2)]? = min (8.2)

=1 =1

Tehat az m-valtozés valés d(ay,as. ..., a,) fliggvény minimumhelyét kell
meghatdroznunk. Az [dy, ..., d,]" akkor lehet minimumbhely, ha kielégiti a
ad (ay, ..., am) ,
—0 (j=1,..., 8.3
5 (G=1...m) (83)

egyenletrendszert. Vezessiik be a

95 = [¢; (21) ,0; (x2) ;.. ., &, ()], (G=1,...,m) (8.4)

és az f = [f(x1), f(z2),..., f(x,)]" vektorokat. A derivaldsok elvégzése és
rendezés utan a feltételi egyenletrendszer
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amgi g1+ a2gi o+ . A a9l G = 91 f

4103 91+ G203 92 + -+ AnGa g = G2 f
. ) (8.5)
WGy 91 + 29392 + -+ AmGpGm = G f
alaki. Ezt az egyenletrendszert normaél egyenletrendszenek nevezziik.
Tétel. Ha a g; vektorok (j = 1,...,m) linedrisan fiiggetlenek, akkor a normél
egyenletrendszer egyértelmfien megoldhaté és az [ay, . . ., G,)" megoldds egyben
ad(ay,as, ..., an) figgvénynek minimumhelye, ami ez esetben szintén egyértel-
milen létezik.
Megmutathaté, hogy polinomkozelités, azaz
¢, (2) =1, ¢o(z) =2, ... , ¢, (v) =2 (8.6)

esetén a tétel feltételei fenndllnak, tehdt a feladatnak egyértelmi{i megoldésa
van.

Megjegyzés: Altaldban m < n. Az m = n esetben a legkisebb négyzetes
kozelités és az interpolécids kozelités megegyezik, ha mindketto 1étezik.

8.2. Folytonos eset

Ebben az esetben a legkisebb négyzetes kozelités alapelve:

2

b b m
r(ay,...,an) = / (f (z) — h(z))* dz = / (f(x) - Zaj¢j (:1:)) dx = min
"~ (8.7)
Vezessiik be a
b
Gij = / ¢; (x) ¢; (x)dx, (i,j=1,...,m) (8.8)

és a

ci:/ 6,@) f(@)de, (=1,....m) (8.9)

jelolést. Ezekkel hasonlé normaél egyenletrendszer vezethetd le, mint diszkrét
esetben:

a1gi1 + a2912 + ... + amg{glm =

?1921 + aggoz + ... + amGom = .Cz (8.10)

a19m1 + @29m2 + -+« + GmGmm = Cm
Tétel. Ha a ¢, (v) fiiggvények (j = 1,...,m) linedrisan fliggetlenek, akkor a
7z P ’” z 2 ~ ~ T z
normdl egyenletrendszer egyértelmiien megoldhato és az [ay, ..., a,]" megoldés
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egyben az r(ay, as, ..., an) fiiggvénynek minimumbhelye, ami ez esetben szintén
egyértelmiien létezik.
Itt is igaz, hogy polinomkozelités, azaz

o (z) =1, dy(z) =2, ..., ¢, (v)=2™" (8.11)

esetén a tétel feltételei fenndllnak, tehat a feladatnak egyértelmi{i megolddsa
van.
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9. fejezet

Differencialegyenletek numerikus
megoldasa

Csak kozonséges differencidlegyenletek kezdetiérték feladata megoldaséra szol-
gélé Runge-Kutta tipusi mdédszerekkel oglalkozunk. Az

v=f(xy), y(@)=yw (f:R —R) (9-1)
alaku kezdetiérték feladatokat vizsgéljuk, ahol f (z,y) folytonos a
D ={(z,y) ||z — x| < ks, |y — vo| < k,} C R? (9.2)

nyilt tartoményon, k, és k, pozitiv konstansok és létezik olyan L > 0 konstans,
hogy

[f(z,y) = f(@,2)| < Lly—z[ ((z,9),(x,2) €D). (9.3)
Ekkor minden (xg,y0) € D esetén a kezdetiérték feladatnak létezik pontosan
egy megolddsa valamely [z¢, B] intervallumon, azaz

Y (x) = f(x,y (), =€z, Bl (9-4)

A feladat numerikus megolddsan a kovetkezoét értjiik. A megoldést egy [z, b]
intervallum (b < B) diszkrét pontjaiban keressiik. Ezek a pontok legyenek

o=t <t <...<t;<...<ty=b. (9.5)
A {ti}fio alappont halmazt az [z¢,b] intervallum felosztdsdnak nevezziik. A
felosztas ekvidisztans (egyentdvolsagi), ha
b—to

Az y (t;) elméleti megoldds t; pontbeli kozelitését jelolje y;. Ertelemszertien
y (to) = vo. A h; = t;x1 — t; > 0 mennyiséget i-edik lépéshossznak nevezziik.

0.1. Az explicit Euler-mdédszer

A vizsgédlt feladatokban, ha egy x pontban ismert y = y(x), akkor ismert
az y (z) = f(x,y(x)) derivalt érték is. Ennek kovetkeztében az = pont egy
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kornyezetében az y (z) pontbeli érintékozelitést azonnal megadhatjuk:

y(x+h)=y@)+hy(x) =y @) +hf(ry().

Ha az = pontban az y (z) ~ ¢ kozelit6 érték ismert, akkor a fenti képlet dtmegy
az
y(@+h)=g+hf(z79)

kozelitésbe.

Az Euler-médszer alapgondolata ezek utén a kovetkez6: Aty = to+ho pont-
ban kozelitsiik az y (t1) elméleti megoldast a gorbe (zg, yo) pontbeli érintéjével,
azaz legyen

y (to+ ho) ~ yo + hy' (to) = y1 = yo + hf (to, yo) - (9.7)
A t1 pontbeli y; kozelitést felhasznalva kapjuk, hogy
y(t2) =y (tr) + hof (t,y (01) = y2 = g1+ ba f (t1,91) - (9.8)
Az eljarést folytatva kapjuk hogy
Yirr =Y +hif (ti,y) (i=0,1,...,N —1), (9.9)

ahol y; ~ y (¢;). Ezt a képletet nevezziik explicit Euler-mé6dszernek.

9.2. A negyedrendii Runge-Kutta moédszer

Az Euler-médszernek szamtalan tovabbfejlesztése ismeretes. Ezek koziil az
egyik legfontosabb az explicit egylépéses médszerek osztélya, ezekbdl is csak
a negyedrend{i Runge-Kutta mdédszert emlitjiik ekvidisztans h lépéskozzel (¢;
helyett most x; jelolést hasznalva):

1 1 1 1
Yi+1 :yi+h(—k1+—k2+—k3+—k4) (’i:O,l,...,N— 1), (910)
6 3 3 6
ahol

kl — f(xzvyz)
ky = f(xi+h/2,y;+ hk/2) (9.11)
ks = f(xi+h/2,y; + hky/2) '
ks = f(xi+h,yi+ hks)
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