9. SZAMTESTEK AUTOMORFIZMUSAI

9.A.Definicié. Legyenek K C L C C szamtestek, ekkor egy ® : L — L fiiggvényt (amely
az egész L halmazon értelmezve van és értékeit is L-ben veszi fel) az L szdmtest automor-
fizmusanak neveziink, ha ® sziirjektiv (minden L-beli elem el6éll valamilyen a € L elem ®(a)
képelemeként) és

®(a +b) = ®(a) + ©(b) valamint ®(ab) = P(a)P(b)

teljestil tetszoleges a,b € L elemekre. Ha még az is teljesiil, hogy ® a K résztest elemeit fixen
hagyja (azaz ®(u) = v minden u € K elemre), akkor -t a K C L testbdvités relativ
automorfizmusanak nevezziik.Q

9.1.Allitas. Ha ® : L — L az L C C szdmtest automorfizmusa és a,b € L, akkor®(0) = 0,
o(1) =1,

a,  ®(a)

P(a—b) = P(a) — P(b) és b#0 esetén q)(b) = (0)

, tovabbd ®(a) = (b)) <= a=1>

(azaz ® injektiv fiigguény, ami a szirjektivitas miatt azt is jelenti, hogy ® bijektiv is, tehdt
létezik a @71 : L — L inverz fiigguény).

Az is teljesiil, hogy tetszbleges w € Q raciondlis szédmra ®(w) = w, ami azt jelenti, hogy az L
szamtest barmely ® automorfizmusa a Q C L testbovités relativ automorfizmusa (innen az is
kovetkezik, hogy Q-nak csak egyetlen automorfizmusa van az identikus).

Bizonyitas. A sziirjektivitds miatt léteznek olyan ag,a; € L elemek, amelyekre ®(ay) = 0 és
®(a;) = 1. Most

b # 0 esetén CI)(b)CI)(%) =®(b %) =P(1)=1= P(b) #0,
b # 0 esetén ®(a) = CI)(% b)) = q)(ﬂ)q)(b) @(%) _ ‘;;EZ;’

a#besetétna—b#0= ®(a) — ®(b) = P(a —b) # 0= D(a) # D(b).
Ha n,m > 1 egészek, akkor n =1+ 1+ ... + 1 (n darab 1-essel), ahonnan elébb
O(n)=21+1+...+1)=2(1)+2(1)+...+P(1)=1+1+...+1=n

majd a mar igazoltak alapjan CIJ( ) = 2 _ -, illetve @ (—%) = - (WQL) = — adddik.

n
m

Tehat ®(w) = w minden raciondlis w = & szdmra.
([

9.2.Allitas. Ho ® : L — L a K C L C C testbbuvités relativ automorfizmusa és f(z) € K|z
polinom, akkor tetszoleges a € L elemre f(a) € L és ®(f(a)) = f(®(a)). Specidlisan, ha
f(a) =0 (azaz ha a gydke f(x)-nek), akkor f(®(a)) =0 (azaz ®(a) is gyoke f(x)-nek). Egy



n-vdltozds g(xy, Ta, ..., x,) € K|x1, X9, ..., 2, polinomra és tetszbleges ay, aa, ..., a, € L elemekre
g(ar, az, ...,a,) € L és ®(g(ar, as, ..., a,)) = g(P(ar), ®(az), ..., ®(an)).

Bizonyitds. Legyen f(x) = ug 4+ w1z + ... + upn @™ az ug, uy, ..., Uy, € K egyiitthatokkal, ekkor
fla) = ug +uwa+ ... + upa™ € L és a & miiveleteket megorzd tulajdonsdga miatt

O(f(a)) = ®(up + ura + ... + upa™) = ®(ug) + (u1)®(a) + ... + Y(u,,)®(a™) =

= P(ug) + P(uy)®(a) + ... + P(um)(P(a))™ = ug + u1®(a) + ... + up(P(a))™ = f(P(a)).

A fentiekben felhasznaltuk, hogy ®(a’) = (®(a))’ barmely 1 < i egész kitevére és azt is, hogy
®(u) = u minden u € K elemre. Ha f(a) = 0, akkor az elébbiek szerint
)=

f(@(a)

ami azt jelenti, hogy ®(a) is gyoke f(z)-nek.
Legyen

®(f(a)) = ®(0) =0,

— o ; 11 712 7
g(T1, T2, .y Ty) = E w(iy, iy, ..., in) 2 22 i
1120,i220,...,in, 20

az u(iy, is, ..., 1) € K egyiitthatokkal, ekkor

_ r 11,12 2
glay,ag, ...,a,) = E w(iy, iz, ..., ip)al a2 ...l
1120,i22>0,...,in >0

és a ® miiveleteket megorzo tulajdonsaga miatt

Dglan,az,oan) = Y Dulin iz, i) D(a)B(aF).. Dlalr) =

112>0,i2>0,...,i, >0

= S B(ulin, iz, oy i) P(a1) B(az)”...0(a,)" =

$1>0,i2>0,...,in >0
Y ulinins e i) ®(00) B(0) B (a) = g(B(ar), D(a), .., D(an)).
1>0,i2>0,...,in >0

(®(a))" barmely 0 < i egész kitevire és azt is, hogy

Ismételten felhaszndltuk, hogy ®(a’)
®(u) = u minden u € K elemre.
([

9.B.Definicié. Legyenek &, &, ®y : L — L a K C L C C testbovités relativ automorfiz-
musai, ekkor a ®! : L — L inverz fiiggvényt egy b € L elemen gy értelmezziik, hogy
®~1(b) = a, ahol a € L az egyetlen olyan eleme L-nek, amelyre ®(a) = b (ez a ® bijektivitdsa
miatt értelmes megaddsat jelenti a-nak).

A &0y : L — L Osszetett fliggvényt a szokdsos (1 o ®o)(a) = P1(P2(a)) médon
értelmezziik egy a € L elemen.

Egy n > 1 egészre a ®" : L — L un. n-edik hatvany (vagy n-edik iterdlt) fiiggvényt
a szokdsos " (a) = P(P(...2(P(a))...)) médon értelmezziik az a € L elemen (a zédréjelekben
pontosan n darab ® szerepel). Legyen tovabbd ®° =idy, és @ = (&~ 1)" = (&")~! (a (&) =
(&)~ egyenléséget konnyti beldtni).

A K C L C C testbovités relativ automorfizmusainak halmazara az aldbbi jelolést vezetjiik be:

G(KCL)={®|®:L — L relativ automorfizmusa a K C L testb&vitésnek},

a G(K C L) halmazt a K C L testbévités Galois csoportjanak nevezziik.Q



9.3.Allitds. Ha &, 8,8y, 3 : L — L a K C L C C testbbuités relativ automorfizmusai,
akkor a ® ' : L — L inverz fiigguény, a ®; o &y : L — L dsszetett fiigguény (és igy
barmely n egészre a ®" : L — L hatvdny is) relativ automorfizmusa a K C L testbovitésnek.
Teljestilnek még az aldbbiak:

(B1 0 Py) 0 B3 = &) 0 (Py 0 P3) és PF o B! = PFH
tetszoleges k és | egészekre.

Bizonyitds. A bijektiv ® fiiggvény inverze is nyilvdnvaléan bijektiv, ezért ®! sziirjektiv.
Mivel ® o ®~! =id; és ® megbrzi a miiveleteket, ezért az a,b € L elemekre

(@ Ha+b)=a+b=o(® a))+ (P (b)) =d(P '(a)+ D (b)),

®(27 (b)) = ab= (P (a)) - D(D7(b)) = B(2 " (a) - (D)),

ahonnan ® injektivitdasdt felhasznélva kapjuk, hogy
d(a+b) =3 (a)+ D (b) és D (ab) = D '(a) - DI(b).

Tehat &1 is megdrzi a miiveleteket. Ha u € K, akkor ®(u) = u és igy @' értelmezése szerint
&~ '(u) = u. A fentiek alapjan @' € G(K C L).

A bijektiv @, és O, fliggvények ®; o Oy Osszetétele (kompozicidja) is nyilvdnvaléan bijektiv,
ezért @1 o @,y sziirjektiv. Mivel ¢, és Py megorzi a miiveleteket, ezért az a,b € L elemekre

(P10 D9)(a+b) = Py (Pa(a+ b)) = Py (Pa(a) + Po(b)) =

= ®1(P2(a)) + P1(P2(b)) = (P10 P2)(a) + (P10 D2)(D),
(@10 ®g)(ab) = @1(P2(ab)) = 1(Pa(a) - P2(b)) =
= 01(P2(a)) - P1(P2(b)) = (P10 D2)(a) - (P10 P2)(D).

Tehdt ®; o Oy is megérzi a miiveleteket. Ha u € K, akkor ®o(u) = ®1(u) = u, ahonnan
(P 0 Po)(u) = D1(Pa(u)) = P1(u) = u adddik. Az eddigiek alapjan ®; o &y € G(K C L).
(@10 Dy) 0 D3 = &) 0 (Py 0 P3) és PF o B! = OF bizonyitdsa egyszerii, az utébbi azonossagot
illetéen lasd a 14.3.Allitds (2) részét.

([

9.4.Tétel. Legyen K C L C C véges testbovités, ekkor létezik olyan o € L elem, amelyre
L = K(«a). Legyen p(x) € Klz] az a-nak a K szamtest feletti minimdlpolinomja (amely
irreducibilis K|x]-ben), ekkor n = deg(p(x)) = [L : K| és barmely a € K(a) = L elem
egyértelmiien felirhato

a =g+ U+ ...+ up_1a"!

alakban alkalmas g, uy, ..., u,—1 € K szdmokkal (itt ug,uy,,...,u,_1 az a-nak az 1,q,...,a™*

K -bazisra vonatkozd koordindtdi).
Ha ® € G(K C L) relativ automorfizmusa a K C L testbovitésnek, akkor a = ®(a) szdm egy
L-beli gyoke a p(x) minimdlpolinomnak, amely a ®-t teljesen meghatdrozza az egész L-en:

Amennyiben 5 eqy L-beli gyoke a p(x) minimdlpolinomnak, akkor a fenti képlettel megadott ® :
L — L fiigguény valéban relativ automorfizmusa lesz a K C L testbovitésnek: ® € G(K C L).



Bizonyitas. Mivel o € L gyvke p(z)-nek, ezért a 9.2.Allitds szerint 8 = ®(a) € L is gydke
p(x)nek. Az a = ug + uia + ... + u, 1" ! elemhez rendeljiik a K[x]-beli

f(z) = ug+uz+...+u,_12" " polinomot, ekkor a = f(c) nyilvanvaléan teljesiil. A 9.2. Allitast
ismételten alkalmazva kapjuk, hogy

B(a) = (f(a)) = F((a)) = F(B) = o + urB + ... + un_18"".

Tehdt minden ® € G(K C L) relativ automorfizmust egyértelmiien meghatdaroz a § = ®(«)
helyettesitési érték.
Legyen most a ® : L — L fiiggvény az aldbbi képlettel értelmezve:

P(a) = P(ug + e+ ... + un,loﬂfl) =g+ w18+ .o+ up 18"

ahol § € L a p(z) polinomnak egy tetszoleges L-beli gytke (p(x)-nek lehetnek olyan gyokei is,
amelyek nem L-beliek). A p(z) irreducibilis K|[x]-ben, ami azt jelenti, hogy p(z) a [S-nak is a
minimalpolinomja a K széamtest felett és igy az 1, 3, ..., 37! szdmok a K (/3)-nak egy K-bazisit
alkotjdk. Mivel § € L miatt K C K(8) C L és [K(f) : K] = deg(p(z)) = n = [L : K],
ezért a 2.8.Allitds szerint K () = L. A K(f)-nak nyilvdnvaléan minden eleme (egyértelmiien)
megkaphaté

Plug +ura 4 .. + tup_10™ ) = ug Fur S+ o U !

alakban, ezért ugyanez igaz a vele megegyez6 L elemeire is, tehdt & sziirjektiv.

Belstjuk, hogy ® megérzi a miiveleteket. Ha b = vg+via+...+v,_10" ! egy djabb eleme L-nek
a vy, V1, ..., Up_1 € K szdmokkal felirva, akkor legyen g(z) = vo + vz + ... + v, 12" ! € K[x].
Most b = g(«) és

a+b=(u+wa+ ...+ u10"") + (v +via+ .+ va" ) =

= (ug +v0) + (u1 +v1)a + .. + (Up_y + V)",

ahonnan a ® fiiggvény definicidja szerint
®(a+b) = (ug +vo) + (uy +v1)B+ oo + (U1 +0,1)3" ' =

= (uo + w1 B+ . + U187 + (Vg + 18+ .. + 0,1 87) = B(a) + D(b).

Veégezziik el az f(x)g(z) szorzatpolinomnak a p(z) polinommal valé6 maradékos osztdsat K|[z]-
ben:

f(@)g(x) = p(x)q(z) + h(x),
ahol a ¢q(z), h(x) € K[x] polinomokrdl annyit tudunk, hogy a h(x) osztdsi maradékra
deg(h(z)) < deg(p(z)) — 1 =n—1. Most p(a) = p() = 0 miatt

ab = f(a)g(a) = pla)g(a) + h(a) = h(a),

F(B)g(B) = p(B)a(B) + h(B) = h(B).

A @ fiiggvény definicigja szerint ®(a) = f(3), @(b) = g(8) és a h(x) = wo+wiz+ ... +w, 12"
(ha deg(h(x)) = k <n — 1, akkor wy41 = ... = w,—1 = 0) polinomot haszndlva az
ab = h(a) = wy + wia + ... + w1

elemre a ¢ értelmezése alapjan a

®(ab) = wo + w1 B+ ... + w, 18" = h(B)



egyenléséget kapjuk. Igy

®(ab) = h(B) = f(B)g(B) = ®(a)®(b).

Tehat ® megdrzi a miiveleteket és az a € K esetben a = a + O0a + ... + 02"}, ahonnan a ®
értelmezése szerint ®(a) = a adddik, kovetkezésképpen ® € G(K C L).

H

9.5.Ko6vetkezmény. A K C L C C véges testbovités relativ automorfizmusainak a szdma nem
nagyobb az [L : K| dimenziondl: |G(K C L)| <[L:K]. Itt a |G(K C L)| = [L: K] egyenltség
pontosan akkor teljesiil, ha L normdalis bovitése K-nak.

Bizonyitas. Ha a € L olyan elem, amlyre K(a) = L és p(x) € K[x] az a-nak a min-
imélpolinomja a K szamtest felett, akkor n = deg(p(z)) = [L : K]. Az elébbi 9.4.Tétel szerint
bérmely ® € G(K C L) relativ automorfizmust egyértelmiien meghatdrozza a f = ®(a) € L
képelem (®q, Py € G(K C L) estén & = 9 <= P1(a) = P3(«)), amely a p(x) polinomnak
valamely L-beli gyoke lehet csak. Tehat a K C L testbovités lehetséges ® : L — L relativ
automorfizmusainak a szdma nem nagyobb mint a p(x) polinom gytkeinek a szama. Mivel
n = deg(p(z)) és p(z) irreducibilis K|x]-ben, ezért (kiilonbozd) gyokeinek a szdma (C-ben)
pontosan n. Ugyancsak az el6bbi 9.4.Tétel szerint a p(x) polinom barmely 8 € L gyoke a

P(ug +ura+ ... + up_ 0™ ) =ug Fur S+ o Uy S

képlettel megadja egy ® : L — L relativ automorfizmusdt a K C L testbévitésnek. Tehdt
G(K C L) elemeinek a szdma megegyezik a p(z) polinom L-ben taldlhaté gyokeinek a széamaval.
Ha K C L normadlis bévités, akkor a@ € L miatt a p(z) € K|z| irreducibilis polinom minden
p € C gyokének L-ben kell lennie. Tehdt normélis bévités estén G(K C L) elemeinek a szdma,
azaz a p(z) polinom L-ben taldlhaté gytkeinek a szama pontosan n = deg(p(z)) = [L : K].
Ha |G(K C L)] = [L : K] = deg(p(x)), akkor a p(x) polinom L-ben taldlhaté gytkeinek a
szédma megegyezik p(x) fokszdméval. Tehdt p(x) minden gyoke L-beli, ami L = K («) miatt azt
jelenti, hogy L = K(ay, as, ..., a,), ahol a = ay, s, ...,a,, € C a p(x) Osszes gyokeit (egy n-ed
fokt irreducibilis polinomnak pontosan n kiilsnbézé gycke van) jeloli. gy L = K(p(z) = 0) a
p(z) € K[z] polinom felbontési teste, ami normalis bévitése K-nak.

([

9.6.Allitas. Legyen K C C tetszbleges szamtest és o, a..., on, € C algebrai szamok a K felett,
ekkor a
K C K(ag,a9...,a) = L

testbovitésnek egy ® € G(K C L) relativ automorfizmusdat teljesen meghatdrozzak a
p1 = ®(a1), B2 = P(a2), ..., Bn = P(avn)

értékek. Amennyiben oy, as...,an eqy f(x) € K|x] polinomnak az dsszes eqgymdstdl kiilonbozo
gyokei, akkor L = K(f(xz) =0) az f(x) polinom felbontdsi teste a K felett és

(ID(ozl) = aﬂ(l), Cb(ag) = aﬂ(g), ceey (I)(Oén) = Oé,r(n)

eqy permutdcidja az {ay, as..., o} halmaznak. Az gy értelmezett ® — ® = 7 hozzdrendelés
a G(K C L) Galois csoportnak egy injektiv és miwelettarto leképezését jelenti a permutdciok



Sy halmazdba. Tehdt eqy f(x) € Klz]| polinom Galois csoportja (azaz G(K C L)) a polinom
gyokeinek bizonyos permutdcidival adhato meg.

Bizonyitas. Mivel oy, as..., o, algebrai szamok K felett, ezért egy tetszoleges a € K (ay, aq..., o)
elem
a=g(ay,as..,a,)

alakban irhaté, ahol g(xy,zs...,x,) € Klz1,xs..., x,| valamilyen n-valtozés polinom. Most a
9.2.Allitds szerint egy ® € G(K C L) relativ automorfizmusra

P(a) = D(g(ar, ag, ..., an)) = g(P(ar), @(az), ..., 2(an)) = g(B1, B2, -, Bn),

ami valéban azt jelenti, hogy a 5; = ®(«;), 1 < i < n helyettesitési értékek meghatarozzak
tetszbleges a € L szdmra a ®(a) értekét is. Tehdt a @, ¥ € G(K C L) relativ automorfizmusokra

B(ar) = U(a), B(az) = U(as), ..., (o) = U(ay,) <= & = .

Amennyiben «; € L gydke az f(z) € Klx] polinomnak, akkor ugyancsak az 1.2.Allitast
hasznalva latjuk, hogy ®(oy) is gyoke f(x)-nek. Igy az f(z) egyméstol killonbozd ay, as...,
gyokeib6l a & alkalmazésdval djra egymdstdl kiilonbozé gyokeit kapjuk f(z)-nek, hiszen &
injektiv (bijektiv is). Mivel ay, as..., o, az f(x) Osszes gyokeinek a felsorolédsa, ezért

(I)(Oél) = Oéﬂ-(l), (I)(Oég) = Oéﬂ-(g), ceey (ID(an) = aﬂ(n)

valoban a gyokoknek egy permutécidja. B
Az eddigiekbdl nyilvdnvaléan kovetkezik, hogy a ® —— & = 7 hozzérendelés injektiv. Ha

qj(al) = 047'(1)7 \IJ(OQ) = a7(2)7 ceey qj(an) = aT(ﬂ)?
akkor egy 1 <4 < n indexre
(@ o U)(a;) = ®(ar) = n(r(a))s

ami azt jelenti, hogy az altalunk tekintett hozzdrendelés a ® o ¥ relativ automorfizmushoz a
m o 7 permutdciot rendeli. Tehat P oV = $ o V.

(|



