8. FELBONTASI TEST, NORMALIS BOVITES, GYOKBOVITES

8.A.Definicié. Egy f(r) € K|[z| polinomnak a K C C szamtest feletti felbontasi
testén a
K(f<x) = 0) = K(aly Qg, ..., at)

alakban jelolt bovitett szdamtestet értjiik, ahol
f(x) = an(e — an)" (z — ag)™...(x — O‘t)kt

az f(x) polinom gytktényezts felbontdsa (itt a, € K az f(z) féegyiitthatdja és aq, g, ..., oy €
C az f(x) osszes gyokei ismétlédés nelkiil). A 7.4.Allitas szerint K C K(f(z) = 0) véges
bovités.Q

8.B.Definicié. A K C L (itt L C C) testbdvitésrol azt mondjuk, hogy normalis, ha nem
létezik olyan K felett irreducibilis p(z) € K|[z]| polinom, amelynek van L-beli gytke és L-en
kiviili gyoke is. Tehdt K C L pontosan akkor normalis, ha minden K [z]-ben irreducibilis
p(z) polinomra teljesiil az aldbbi esetek valamelyike:

1. p(z) minden gytke L-ben van.
2. p(z)-nek nem létezik gyvke L-ben.
Tetszbleges K C C szamtestre a K C C bodvités nyilvanvaléan normalis.)

8.1.Allitas. Ha K C L véges és normdlis testbovités (itt L C C), akkor létezik olyan K
felett irreducibilis p(x) € K[z]| polinom, amelynek a K feletti felbontdsi teste az L, azaz

L = K(p(z) =0).

Bizonyitds. A 7.6.Tétel szerint létezik olyan K felett algebrai o € L szdm, amelyre K («) =
L. Mivel az a-nak a K feletti p(x) € K[z] minimdl polinomja irreducibilis K [x]-ben és p(z)-
nek az o« gyoke L-beli, ezért a K C L bovités normalitdsa azt eredményezi, hogy p(z)
minden gycke L-ben van. Igy az L = K(a) C K(p(x) = 0) C L tartalmazésok teljestilnek,
amelyekbdl a kivant L = K (p(xz) = 0) egyenléséget kapjuk.

Do

8.2.Tétel. Tetszdleges f(x) = ag + a1z + ... + a,a™ € Klz| polinomnak a K C C szdmtest
feletti felbontdsi teste K-nak normdlis bovitése, azaz K C K(f(x) =0) normdlis bovités.

Bizonyitas. Tekintsiink egy olyan K felett irreducibilis p(z) € K[z] polinomot, amelynek
letezik egy v € K(f(x) = 0) gyoke. Ha

f(z) = a,(x — ozl)kl (x — a2)k2...(ac — ozt)kt

az f(x) polinom gyoktényezos felbontasa (itt 0 # a,, € K az f(x) féegyiitthatéja és

aq,Qg, ..., € Caz f(x) osszes gyokei ismétlddés nélkiil), akkor K (f(z) = 0) = K(aq, ag, ..., ).

A 7.4.Allitas szerint van olyan t valtozés g(z1, xs, ..., x;) € K[x1, s, ..., 7] polinom, amelyre
v =glag, ag, ..., ).
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Legyen most (1, (2, ..., B € C az f(x) gyvkeinek multiplicitdssal torténd olyan felsoroldsa
(ebben «; pontosan k;-szer fordul el6), amelyben 5; = «; teljesiil az 1 < i <t indexekre (itt
n=deg(f(x)) = k1 + ks + ... + k), ekkor

f(z) = an(x — B1)(x — Ba)...(x — ).
A g(xq,x9, ..., 2;) polinomot nyilvanvaléan tekinthetjiik olyan n valtozos
g(x1, Toy oy my) = g(X1, Toy ooy Ty Ty 1,y ooy Tp) € K[X1, Ty ooy Ty, Tyt oony Ty

polinomnak is, amelyben nem szerepelnek az 1, Zyio, ..., Tn valtozok. Igy a helyettesitési
értékekre teljesiilnek az aldbbiak

glan, o, ...0q) = g(B1, B, -, Br) = 9(Br, By -y Bes Big1s - Bn).-

A By, B2, ..., Bn gyokok minden lehetséges SBr(1), Br(2); .-, Br(n) Permutdcidjaval képezziik a
9(x1, Tay ooy Ty, Ty, ..o, Tpy) polinom helyettesitési értékét

T = g(ﬁﬂ'(l)?ﬁﬂ'(Q)? 7ﬂ7r(n)) € K(ﬁlaﬁ?a 7571) = K(Oél,Oég, "'704t>

és tekintsiik az aldbbi K(oy, ag, ..., ap)[z]-beli

h(z) = H (x—Yz) = H (z — g(ﬁw(l)» 6#(2)7 2P Bﬂ(n)))

w€Sym({1,2,...,n}) w€Sym({1,2,...,n})

polinomot. Ekkor deg(h(z)) = n! és az identikus ideSym({1, 2, ..., n}) permutaciéval kapjuk
a via = g(aq, e, ...,a) = v kozos gyokét a p(x) és a h(x) polinomoknak. A p(z)-nek a
K[z]-beli irreducibilitdsa és a h(r) € K[z] tartalmazas igazoldsa lehetévé teszi a 4.5.Allitas
4.részének az alkalmazdsat, amibdl a p(z) | h(z) oszthatésagot kapjuk. Tehét p(z) minden
gyoke a h(x)-nek is gyoke, azaz p(x) minden gyoke 7. = g(ax1), Qr(2), ---, Qr(n)) alakban
frhat6 valamilyen 7 €Sym({1,2,...,n}) permutédciéval. Végeredményben azt kaptuk, hogy
p(z) minden gyvke K (aq,ag, ..., a;)-beli, ami a K C K(ay, ag, ..., ;) bévités normalitdsét
eredményezi.

A h(z) € K|[z] tartalmazés igazoldsa kovetkezik. A h(x) értelmezésében a szorzds elvégzésével
olyan polinomot kapunk, amelynek barmely egyiitthatéja valamilyen n véltozos K-beli egyiit-
thatés polinomnak a (31, 5s, ..., 8, € C szdmokon felvett helyettesitési értéke, azaz

h(l’) :'rm—{'bm—lCBlaﬂ??"'aﬂn)xm_l+-~-+bk(ﬁla627-"76n)$k+~'+b1<61aﬁ?a-'-aﬁn)-r_‘_bOCBlaﬂ??"'aﬂn)7

ahol m = n! és b (1, ..., x,) € K|x1, ..., Ty).

Mivel f3; és f3; felcserélése a h(x) polinomot nem véltoztatja meg, ezért ez a csere valtozatlanul
hagyja a bg(51, B2, -, Bn), 0 < k < m — 1 egyiitthatokat is.

Tehét a by(xq,...,2,), 0 < k < m — 1 polinomok mindegyike szimmetrikus. A 6.5.Tétel
szerint minden K[x1, s, ..., ,,]-beli szimmetrikus polinom kifejezhett a K[xq,xo, ..., z,]-beli
elemi szimmetrikus polinomok K-beli egyiitthatés polinomjaként, ezért

be(T1, ..y Tp) = Fr(s1, ...y 8n)



alkalmas Fy(zy,...,z,) € Klzi,...,x,] polinommal. Egy s;(z1,...,x,) elemi szimmetrikus
polinomnak a (81, 52, ..., 3,) helyen felvett helyettesitési értékét (Viete képleteit, azaz a
6.6.Allitédst felhaszndlva) az f(x)-nek a K-ban taldlhaté egyiitthatéival adhatjuk meg:

5i(B1, Bas s B) = (1) 2 € K

n

Tehat

bk(ﬁl,ﬁz,-.-,ﬁn) :Fk(sl(ﬁl7627-'-7ﬁn)7'”78n(617527”'7ﬁn)) :Fk(_ an_la’”7<_1)in__i7"'7(_1)n_) EK,

a

azaz h(x) egyiitthatéi valéban K-beliek.
W

Megjegyzés. A késdbbiekben a K C K (f(x) = 0) bovités normalitasat, a 9.5. Kovetkezményt
és a 9.6.Allitast felhaszndlva konnyen megkaphatjuk, hogy

[K(f(z) =0): K] <!,
ahol at > 1 az f(z) € K|x] polinom (kiilonb6z6) gytkeinek a szamét jelenti.

8.3.Allitas. Ha K C L véges és normdlis testbovités (itt L C C), akkor barmely K CT C L
koztes szamtestnek az L normdlis bovitése, azaz T C L (véges és) normdlis.

Ha K C Ly és K C Ly véges normdlis bovitések, akkor a K C Ly V Ly bovités is (véges és)
normdalis.

Bizonyitds. A 8.1.Allit4s szerint létezik olyan K felett irreducibilis p(z) € K[z] polinom,
amelynek a K feletti felbontasi testére L = K(p(x) = 0). Mivel K C T C L miatt p(z) €
T[z] és L = K(p(x) = 0) C T'(p(z) = 0) C L, ezért a p(x) € T[z] polinomnak a T feletti
felbontasi testére L = T(p(z) = 0) teljesiil. Igy a 8.2.Tételre val6 tekintettel kapjuk, hogy a
T C L bovités is normalis.

A 8.1.Allit4s szerint léteznek olyan K felett irreducibilis pi(z),ps(x) € K[z] polinomok,
amelyekre L; = K(pi(xz) =0) és Ly = K(p2(x) = 0). Most

Ly V Ly = K(pi(z) = 0) V K(p2(z) = 0) = K(p1(2)pa() = 0)

a p1(x)pe(z) € K|z| szorzat polinom K feletti felbontdsi teste, ami a 8.2.Tétel szerint nor-
malis bovitése K-nak.
W

8.C.Definicié. A K C L (itt L C C) testbdvitésrdl azt mondjuk, hogy elemi gyok-
bovités, ha létezik olyan ¢ € K elem és n > 1 egész, hogy az 2™ — ¢ € K[z] polinomnak a
K-feletti felbontdsi teste az L szémtest: K(z" —c=0) = L. Az 2" — ¢ € K[z] polinomnak
a K-feletti felbontdsi teste pontosan akkor lesz az L szémtest, ha van olyan b € L elem és
e € C primitiv n-edik egységgyok, amelyre b —c = 0 és L = K (b, ). Minden felbontési test
(véges) normaélis bovitése az alaptestnek, ezért egy elemi gyokbovités (véges és) normalis.
A K C L testbovitésrdl azt mondjuk, hogy gydkbovités, ha létezik koztes szamtesteknek
olyan
K=Tychhc..CT, 1.CT,=1L
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sorozata, amelyben minden 0 < ¢ < m — 1 egészre T; C T;,; elemi gyokbdvités. Egy
gyokbovités mindig véges bovités, de nem feltétleniil normalis bovités.

Ha K C C egy szdamtest, akkor azt mondjuk, hogy az a € C szdm K-bdél gy6kvonassal
elérhetd, ha K-nak létezik olyan K C L gyokbovitése, amelyre o € L.

8.4.Tétel. Ha K C L C C gyokbovités, akkor K-nak létezik olyan K C L C C gyokbouitése,
amelyre K C L C L és K C L normalis bovités.

Bizonyitas. Ha K C L C C gyokbovités, akkor létezik koztes szamtesteknek olyan
K=THhchc.ch,,,.C€T,=L

sorozata, amelyben minden 0 < ¢ < m — 1 egészre T; C T;,; elemi gyokbovités. Az m > 1

egészre vonatkozo teljes indukciot alkalmazunk. Ha m = 1, akkor K =Ty € 77 = L és igy
L = L megfeleld, hiszen a Ty C T7 elemi gyokbovités normélis. Tegyiik fel most, hogy minden
olyan K’ C I/ C C gyokbdvitésre igaz a tétel allitdsa, amelyhez 1étezik koztes szamtesteknek

olyan m hosszisagu
!/ / ! ! ! /
K=T,CcTyC..CT ,CT =1L

sorozata, amelynél minden 0 <4 < m —1 egészre T; C T}, | elemi gyokbovités. Legyen most
K C L C C olyan gyokbovités, hogy a

K=Tychhc..CT,,+CT,CT =1L

koztes széamtestekre T; C T;,; elemi gyokbdvités minden 0 < ¢ < m egészre. Tehat 1étezik
olyan ¢ € T,, elem és n > 1 egész, hogy az 2" — ¢ € T,,,[x] polinomnak a T,,-feletti felbontasi
teste a Tp,+1 = L szamtest: T,,(z" —c=0) = L.
Az indukciés feltevésiink szerint van olyan K C L* C C gyokbdvitése K-nak, amelyre
K CT, CL*é K C L* normalis. Legyen p(z) € K[z] a ¢ € T},, elem (ez K-felett algebrai,
hiszen K C T,, véges) K-feletti minimalpolinomja, ekkor ¢ € L* és a K C L* bovités
normalitdsa miatt p(x) minden tovabbi gyotke is L*-ban talalhato, azaz
p(z) = (z —c1)(x — ca)...(x — ¢),

ahol ¢ = ¢y, ¢, ..., ¢, € L*. Tekintsiik az aldbbi

p(z") = (2" — 1) (2" — cg)...(a" — ) € K|z]

polinommal az B
L=L"VK(p(")=0).

bévitéset L*-nak. Mivel K C L* és K C K(p(x™) = 0) véges normalis bovitések, ezért
K CL*VK(p(z") =0) = L*(p(z") = 0),
azaz K C L is normalis. Tekintsiik az
L*C LY (2" —c;=0)CL{(2" — c1(x" — ¢2)=0)C...CL{((2" — c1 (2" — ). (2" — ;) =0)=L

egymads utdni bovitések sorozatdt, ekkor minden lépésben elemi gyokbdvitést talalunk, hiszen
minden 0 <7 < k — 1 egészre

My = L*((2" — 1) (2" — ¢2)...(x" — ¢;) (2" — ¢;41) = 0)
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nyilvanvaléan elemi gyokbdovitése az
M; = L*((z" — c1)(2" — ¢2)...(2" — ¢;) = 0)

szamtestnek:
Ci+1 € L* g Mz és Mi+1 = Ml<l’n — Cit1 = 0)

Mivel K C L* és L* C L gyokbodvitések, ezért K C L is gyokb6évités és mar lattuk, hogy
K C L normélis. Végiil T, C L* és T,,(z" — ¢; = 0) = L miatt

LCL*(2" —¢c;=0)=M; CL.
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