7. TESTBOVITES ALGEBRAI ELEMEKKEL

7.A.Definicié. Az a € C komplex szdmot algebrainak nevezziik a K C C szamtest
felett, ha létezik olyan zérustdl kiilonboz6 0 # f(z) € Klz| polinom, amelynek az a gyoke:
f(a) = 0. Amennyiben ilyen polinom nem létezik, akkor azt mondjuk, hogy « transzcen-
dens a K C C szamtest felett.

Ha o € C algebrai a K C C szamtest felett, akkor egy f(a) = 0 tulajdonsdgu 04 f(z) € K|z]
polinom fokszémara nyilvdnvaléan teljesiil a deg(f(z)) > 1 egyenlétlenség. Mivel a ter-
mészetes szamok N = {1,2,... k, ...} halmazénak bdrmely nem iires részhalamza tartalmaz
egy legkisebb elemet, ezért tekinthetjiik az

n = min{deg(f(x)) | 0 # f(z) € K[z] é&s f(a) = 0}

legkisebb fokszémot. Azokat a p(«) = 0 tulajdonsagui 0 # p(z) € K|x] polinomokat nevezziik
a K szamtest felett algebrai a € C szdm K feletti minimal polinomjainak, amelyekre
deg(p(x)) = n (a fentiek szerint minden algebrai szdmnak létezik legaldbb egy minimél
polinomja).Q

7.1.Allitas. Legyen K C C egy szamtest és p(x) € K[z] (az egyik) minimdl polinomja a K
felett algebrai o € C szamnak. FEkkor az aldbbiak teljestilnek.

1. p(x) irreducibilis K felett.
2. Ha egy f(x) € K[z] polinomra f(a) =0, akkor teljesil a p(x) | f(x) oszthatdsdg.

3. Ha q(z) € K[x] irreducibilis polinom a K felett és q(a) = 0, akkor q(x) is minimal
polinomja a-nak. Tehdt eqy irreducibilis polinom minden gyékének minimdl polinomja.

4. Ha pi(z) € Klx] és pa(x) € K|x] tetszoleges K feletti minimdl polinomgjai a-nak, akkor
teljesiil a p(x) ~ po(x) asszocidltsdg. Tehat egy algebrai szam minimdl polinomja
asszocidltsdgtol eltekintve egyértelmiien meghatdrozott.

Bizonyitas.

1. Ha p(x) = u(z)v(zx) teljesiilne a deg(u(x)) > 1 és deg(v(x)) > 1 tulajdonsagu u(x) €
K[z] és v(z) € K|[z] polinomokra, akkor u(a)v(a) = p(a) = 0 miatt vagy u(a) = 0,
vagy v(a) = 0 teljestil. Mivel deg(u(z)) + deg(v(x)) = deg(p(z)), ezért deg(u(z)) <
deg(p(z)) és deg(v(x)) < deg(p(x)). Tehdt mindkét esetben ellentmonddsba keriiliink
azzal, hogy p(x) egyike a legkisebb fokszamu olyan K[z|-beli polinomoknak, ame-
lyeknek a gyoke.

2. Az l.részben mér lattuk, hogy p(z) irreducibilis K[z]-ben. Mivel az f(z) € Klx]
polinomnak és p(z)-nek az o kozos gyoke, ezért a 4.5.Allitds 4.része szerint p(z) | f(z).

3. Az el6bb igazolt 2.rész szerint p(x) | q(z). Mivel ¢(x) irreducibilis K[z]-ben, ezért a
4.5.Allitas 1.része alapjan q(x)-nek csak trividlis oszt6i léteznek K[z]-ben. Tehat a
K[z]-beli p(x) polinomra vagy p(z) ~ 1, vagy p(z) ~ q(z). A p(z) ~ 1 asszociélt
viszony nem teljesiilhet, mert p(z) irreducibilis (K felett). gy p(x) ~ q(x), ami azt
jelenti, hogy deg(p(z)) = deg(q(x)), azaz q(x) € K[z] is minimél polinomja a-nak.
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4. A mér igazolt 2.rész szerint teljesiilnek a p;(z) | p2(x) és pa(x) | p1(z) oszthatésagok,
ami a p1(x) ~ pa(x) asszocidlt viszonyt jelenti.

N

7.2.Allitas. Legyenek K C L C C szdmtestek és o € L. Ha K C L véges bbuités, akkor o
algebrai a K szamtest felett és a-nak a K feletti p(x) € K|z| minimdl polinomjara a

deg(p(z)) < [L : K]
egyenlotlenség teljesiil.

Bizonyitas. Ha m = [L : K|, akkor L-nek akdrhogyan kivalasztva m + 1 darab elemét, azok
linedrisan osszefiiggdek lesznek K felett (ldsd a 2.6.Allitds 2.részét). Tehdt a-nak az L-ben
taldlhat6 1, o, a2, ..., o™ hatvédnyai linedrisan osszefiiggenek K felett, azaz

upl + uger + ugd® + ...+ upa™ =0
teljesiil alkalmas wug, uy, ug, ..., u,, € K szdmokkal 1gy, hogy valamelyik u; # 0. Tehat
f(z) = ug + urr + upx® 4 ... + U™

olyan zérustdl kiilonboz6 K [x]-beli polinom, amelynek « gyoke: f(a) = 0. Az a-rdl igy
latjuk, hogy algebrai a K szdmtest felett és azt is, hogy a K feletti minimdl polinomjanak a
fokszama a fenti f(x) fokszdmatol nem lehet nagyobb:

deg(p(x)) < deg(f(z)) <m=][L:K].
W

7.3.Tétel. Legyen p(x) € K[z| a minimdl polinomja a K C C szamtest felett algebrai o € C
szdmnak és n = deg(p(x)). Ekkor a-nak az 1,a,a?,...,a" ! hatvinyai K-ra nézve bdzisdt
alkotjdk a K(a) bbvitett szamtestnek. Tehdt 1,a,a?,...,a" ! linedrisan fiiggetlenek K felett
és

K(a) = [La,0® ...,a" 'k = {f(a) | f(z) € K[z] és deg(f(2)) <n -1},

tovabbd a K(a) C C szamtest K feletti dimenzidjdra
[K(a) : K] =n = deg(p(z))
teljestil.

Bizonyitds. Amennyiben a-nak az 1,«,a?,...,a" ! hatvdnyai linedrisan osszefiiggenek K
felett, akkor
upl + uroe + upd® + .+ up 10 =0

teljesiil alkalmas wug, u1, ug, ..., u,_1 € K szdmokkal gy, hogy valamelyik u; # 0. Tehat

f(@) = up + urx + uga® + ... 4 up_q2" !



olyan zérustél kiilonboz6é K[z]-beli polinom, amelynek o gyoke: f(a) = 0. Igy ellent-
mondéshoz jutottunk, hiszen deg(f(z)) < n — 1 és a-nak a K feletti p(x) € K|[x] minimal
polinomjara deg(p(x)) = n.
Az aldbbi

[La,a? ..ok = {f(e) | f(z) € K[z] &s deg(f(z)) <n—1} C K(a)
egyenldség és tartalmazds nyilvanvals, mert K («) zart az dsszeaddsra és a szorzdsra nézve,
tovabbd K C K(a) és a € K(a). Mivel K C [1,a,a?,...,a" Yk és a € [1,a,a?,...,a" g,
ezért K (o) definicigjdra vals tekintettel a K(a) C [1,,a?,...,a" ! tartalmazédshoz ele-
gendd azt megmutatni, hogy [1, o, a?,...,a" !k C C szdmtest.
Az 6sszeaddsra és kivondsra a [1,a,a?, ..., a" Yk részhalmaz nyilvanvaléan zart (ldsd a

2.3.Allitds 1.részét). Tekintsitk most a [1,a,a?,...,a" Yk linedris generdtumnak két tet-
szOleges

a=upl +ura+usa’+...4u, 10" = fla) és b=vol +viatvea® +...+v, 10" =g(a)

elemét, ahol ug, uy, us, ..., u,—1 € K, vg,v1,09,..., 0,1 € K és
f(z)=ug+uz+usx®+ ... dup_12" € K[z] , g(x) =vo+viz4+v92® +... Fv,_ 12"t € K]

Ha az r(x) polinom az f(x)g(z) szorzatnak a p(x)-el valé6 maradékos osztédsdndl keletkezd
osztési maradék, akkor

f(@)g(x) = p(x)h(z) + r(z)
és deg(r(z)) < deg(p(z)) — 1 =n — 1. Igy p(a) = 0 miatt

ab = f(a)g(a) = pla)h(a) +r(a) = r(a),
ahol f(z)g(z) € K[z] és p(z) € K[x] miatt

r(z) = wo +wiT + wox® + ... + w12t € Kla],

ab = r(a) = wo + wia +wya® + ... Fw,_ 1" €1, a,0 .., a" g

Ha a # 0, akkor f(x) nem lehet a zérus polinom. Mivel deg(f(x)) < n—1 < deg(p(z)), ezért
most p(z) 1 f(x). A 4.5.Allitds 3.részét alkalmazva a K[z|-ben irreducibilis p(z) polinomra
az

Inko(p(z), f(x)) =1

egyenloséget kapjuk. A 3.6.Tétel és az utdna kovetkezd megjegyzések értelmében léteznek
olyan s(z),t(x) € K|x] polinomok, amelyekre

1= p(x)t(z) + f(x)s(x).
A fenti egyenl6ségbdl a behelyettesitésével és p(a) = 0 figyelembe vételével kapjuk, hogy

1= f(a)s(a) = as(a),

ahol s(z) = 5o + s17 + $27% + ... + $,,x™. Mivel azt mér igazoltuk, hogy [1, a, a?, ...,
zért az osszeaddsra és szorzdsra, ezért s; € K (0 <4 < m) valamint a € [1,, 02, ..., " g
miatt megkapjuk azt is, hogy

1
—=s(a) =80+ s10+ 507 + ... + 5™ € [1, 0,07, ...,

n—1
- ]
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7.4.Allitas. Legyenek aq,as, ..., € C algebrai szamok o K C C szdmtest felett. Ekkor
a K(ag,ag, ..., ap,) bovités barmely eleme f(aq, g, ..., ) alakban drhaté valamilyen m vdl-
tozos f(x1,xg,...,Tm) € Klx1, 29, ..., x| polinommal, azaz

K(ag,agy.yam) = {f(ag, a9, .cyam) | fz1, 22, ...y 20) € K[z1, 29, ..., T }
A dimenzidkra teljestil az aldbbi
[K(ay,ag, ..y am) : K] < [K(aq) : K] [K (o) : K- .- [K (o) : K]
egyenlotlenség.

Bizonyitas. Az m > 1 egészre vonatkozo teljes indukciét alkalmazunk.

Ha m = 1, akkor az elébbi 7.3.Tétel pontosan azt mondja ki, amire itt sziikségiink van és az
egyenldtlenség helyett most nyilvanvaléan egyenléség teljesiil: [K(aq) @ K] = [K (o) @ K.
Tételezziik fel most allitdsunk igazsdgédt egy bizonyos m > 1 egészre és tekintsiik az

a1, Q9 eoey Ay, 1 € C algebrai szamokat a K C C szdmtest felett. Mivel

K(an, agy ooy 0y ay1) = (K (o, agy ooy i) (G
és a K C C szamtest felett algebrai a,,;1 € C szdm nyilvanvaléan algebrai lesz a K-nél

bévebb K (o, ag, ..., ap,) € C szédmtest felett is, ezért ismét a 7.3.Tételt alkalmazva kapjuk,

hogy
(K (a1, g, ..., ) (i) = [1, a1, afnﬂ, s afnjrll]K(anMam),

ahol n = deg(p(x)) az a1 € C szam K(oq, o, ..., o) feletti p(z) € K(aq, ag, ..., ay)[7]
minimdl polinomjdnak a fokszdma. A [1, i1, 02, 4, ..., afnjrll] K(a1,a2,...a,) liNEdris generd-
tumnak barmely a eleme az

a = Aol + Mami1 + AaaZ o+ oo+ Aporali

alakban frhaté, ahol minden \; € K(aq, ag, ..., ay,) egyiitthaté (0 < i < n — 1) az indukciés
feltevés szerint
)\i = gi(Oél, Ao, ..., Oém)

alakban frhat6 valamilyen m valtozés g;(x1, za, ..., xy) € K21, 29, ..., T;,] polinommal. Tehét

a = golar, g, ...;am)1 + gi(ar, ag, ..oy ) Qi1 + oo goo1(oa, o, -, Oém)Oég;ll =

= f(Oél, Ao, ..., Oy, Oéerl);
ahol az
f(@1, 22, ooy Ty Tp1) = Go(T1, Ta, ooy T ) +01(T1, T2y oy Ti) Tingr o g1 (X1, T2, ooy T ) Ty

polinomra nyilvanvaléan teljesiil, hogy f(z1, %2, ..., Tm, Tmi1) € K21, To, ooy Ty Ts1]-
Ha q(x) € K[z] jeloli az a1 € C szdm K feletti minimdl polinomjat, akkor
q(z) € K(ay,ag,...,an)[z] és g(ams1) = 0 miatt a 7.3.Tétel figyelembe vételével adodik,

hogy
[(K(oq, 9, .yam)) (amyr) « K(oq, g, ..., o) =deg(p(z)) =n < deg(q(x)) =[K (amy1) : K]
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Az indukcids feltevésiinket és a
K C K(ay,agy...yan) € (K(oq, gy ooy t)) (Qig1)

szémtestekre a dimenzidk szorzasi szabélyat (2.7.Tétel) haszndlva jutunk a kivant egyen-
16tlenséghez:

[(Klo, ag,..o;oim) ) (@ma) : K] = [(Klog, ag,..o0im) ) (@ma) : K (0, o,y a) [ Ko, g, agy) - K<

< [K(ams1) : K] - ([K(aq) - K] - [K(ag) : K] - ... - [K(ap) : K]).
Lo

7.5.Tétel. Legyenek o, € C algebrai szamok a K C C szdamtest felett. Ekkor véges sok
c € K elemtdl eltekintve teljesiil a K (o, ) = K(a + ¢f8) egyenloség, pontosabban

{ee K|c#0és K(a,0) # K(a+cf)} < ([K(a) : K] = 1)([K(B) : K] —1).

Bizonyitas. Legyen p(z) € K|x] az a-nak és ¢(z) € K[z] a f-nak a K feletti minimal poli-
nomja és tekintsiik ezeknek a K[z]-ben irreducibilis polinomoknak az 5.8 Kévetkezményben
leirt alakid

p(z) = an(z — aq)(z — ag)...(z — ay,) és q(x) = by (x — Br)(x — B2)...(x — Bm)
gyoktényezos felbontédsat, ahol o = ay, f = [ és
n = deg(p(a)) = [K(a) : K], m = des(g(x)) = [K(8) : K]

Ha egy 0 # c € K szdmra
a+cf = ar+cf # a; + cf;

teljestil minden 2 <1¢ < n és 2 < j < m indexre, akkor alkalmazzuk a v = a + ¢f3 jelolést és
tekintsiik a

d(z) = Inko(p(y — cx), q(7))

legnagyobb kozos osztéjat a p(y — cx) € K(y)[z] és q(z) € K|z] € K(v)[z] polinomoknak.
A 3.6.Tétel és az utdna kovetkezd megjegyzések értelmében d(x) € K(7v)[z], tovabbd a
3.5.Allit4s 9.része alapjén d(x)-nek pontosan azok a komplex szamok a gyokei, amelyek
p(y — cx)-nek és g(x)-nek is gyvkei.

A p(y — cx)-nek és g(x)-nek egyetlen kozos gyoke a f = [y, hiszen a 2 < j < m esetben
p(y — ¢fB;) = 0 csak akkor teljesiil, ha valamilyen 1 < ¢ < n indexre a; = v — ¢f3; =
(aq +¢f1) — ¢f;, ami ellentétes az a; + cf; # oy + cfy feltételezésiinkel (az i = 1 esetben sem
lehet egyenldség, hiszen ¢ # 0). Mivel d(z) féegyiitthatéja 1, ezért a fentiek alapjan d(z)
gyoktényezos felbontdsa d(x) = (x — 3,)* alaki valamilyen k& > 1 kitev6vel. Az 5.4.Allitds
szerint a d(z) | ¢(x) oszthatésdgbdl k = 1 kivetkezik, azaz d(z) =z — 51. A d(x) € K(v)|x]
tartalmazds azt eredményezi, hogy f = 81 € K (7). Innen ¢ € K figyelembe vételével kapjuk,
hogy o« = v — ¢f € K(v). A fentiekbdl a K («, ) definicijdra vald tekintettel elébb a

K(o,B) € K(y) = K(a+cf)

tartalmazas, majd a nyilvdnvaléan teljesiilé K(a + ¢5) C K(«, 8) forditott tartalmazést is
felhasznalva a K(«, 8) = K(a + ¢f3) egyenléség adodik.
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Tehét minden olyan 0 # ¢ € K szdmra teljesiil K («, 5) = K(a + ¢f), amelyre

Q; — O
c# .

B — Bj

[N

7.6.Tétel. A K C L C C szdmtestekre az aldbbiak ekvivalensek.
1. K C L véges bovités, azaz létezik L-nek bazisa K felett (az [L : K| dimenzid véges).

2. Létezik olyan K felett algebrai o € C szdam, amelyre K(a) = L (ilyenkor o € L).

Bizonyitds. 2. = 1. A 7.3.Tétel szerint a-nak az 1,a, a2, ...,a" ! hatvdnyai K-ra nézve
bazisat alkotjdk a K («) = L szamtestnek (itt n = deg(p(x)) a K C C szdmtest felett algebrai
a € C szdm p(z) € K[z| minimal polinomjdnak a fokszdma).

1. = 2. Az n = [L : K] dimenziéra vonatkozé teljes indukciét alkalmazunk.

Ha n = 1, akkor a 2.8.Allitds 1.részére valé tekintettel L = K, ezért L = K(a), ahol
a € L tetszoleges. Tételezziik fel most, hogy &llitdsunk igaz minden olyan véges K’ C L'
(itt L' C C) bovitésre, amelyre [L' : K’'| < n és tekintsiink egy olyan véges K C L (itt
L C C) bovitést, amelynél [L : K] = n + 1. Legyen a € L tetszbleges elem, ekkor a
7.2.Allit4s miatt o algebrai K felett. Ha K (o) = L, akkor készen vagyunk. Ha K () # L,
akkor a K C K(a) C L szamtestekre [L : K(a)] < n teljesiil, hiszen a 2.8.Allitds szerint
az [L : K(a)] = n+ 1 = [L : K] egyenl6séghdl K(a) = L kovetkezne. Az indukcids
feltevésiinket a K(«) C L bovitésre alkalmazva kapjuk olyan [ € L létezését, amelyre
L= (K(a))(B) = K(a, 8). Mivel € L és K C L véges bévités, ezért a 7.2.Allitds miatt 3
is algebrai K felett, igy a 7.5.Tétel szerint van olyan ¢ € K elem, amire K («, §) = K(a+cf)
(K-nak csak véges sok ¢ elemére nem teljesiil ez). Tehat L = K(a+cf) teljesiil az a+c¢f5 € L
elemre.

Q0o



