6. TOBBVALTOZOS POLINOMOK

6.A.Definicié. Az w = {0,1,2,....k, ...} jelolést alkalmazva az w™ = w X w X ... X w direkt
szorzat (hatvéany) halmazbdl a komplex szdmok C halmazédba képez

frw"—C

fiiggvényrol azt mondjuk, hogy n-valtozés polinom, ha f csak véges sok zérustdl kiilonbozo
értéket vesz fel C-ben. A (ki, ks, ..., k,) € w™ egész szamokbdl &ll6 rendezett n-es esetén az
f-nek a (ki, ko, ..., ky,) helyen felvett fi, x, . x, € C (rendhagyé) médon jelolt fiiggvényértékét
nevezziik az f polinom (ki, ko, ..., k,) kitevd sorozathoz tartozé egyiitthatéjanak. A
mindenhol 0 értéket felvevé polinomot zérus polinomnak nevezziik. Az n-viltozés f és g
polinomokra f = g a két fiiggvény egyenloségét jelenti, vagyis azt, hogy

Jrr koo bon = Ghr ko, b, Mainden (ky, ko, ..., k) € W™ kitevd sorozatra.
Az w" elemein értelmezziink a < reldciét az alabbi médon.
(k1, ko, kn) < (I1,la, oy 1),
ha létezik egy 1 < i < n index az
kv =11, ke =lo, ki1 =11 és k; < [;

tulajdonsdaggal. Konnyen ldathaté, hogy < linedris rendezése w™ elemeinek: szigortan anti-
szimmetrikus (azaz (ki, ko, ..., kn) < (l1,l2, .oy 1n) €s (1, 1a, ... 1) < (K1, ko, ..., ky) egyszerre
nem teljesiil), tranzitiv és barmely két kiilonboz6 elem 6sszehasonlithaté. A <-t nevezziik a
kitevo sorozatok lexikografikus rendezésének.

Amennyiben f # 0, akkor a véges sok fi, k. .k, # 0 tulajdonsigi (ki, ke, ..., k,) kitevd
sorozat kozott létezik pontosan egy olyan (uq, us, ..., u, ), amely a < lexikografikus rendezésre
nézve a legnagyobb, ezt az f lexikografikusan els6 kitevo sorozatanak neveziink. Tehat
Juruzn # 068 foy ko k, = 0 minden az (uy,ug,...,un) < (k1, ke, ..., k,) tulajdonsdggal
rendelkezd (kq, ko, ..., k,) € w™ elemre. A lexikografikusan elsé kitevd sorozathoz tartozoé
Jusuz,.un 7 0 egylitthatot nevezziik az f polinom lexikografikus féegyiitthatéjanak.
Legyen H C C tetszoleges részhalmaz, ekkor az f polinomrdl azt mondjuk, hogy H-beli
egylitthatés, ha fi, 1, x, € H minden (ky, ko, ..., k,) € w™ kitev) sorozatra. Nyilvdnvalo,
hogy a 0 ¢ H esetben egyetlen H-beli egyiitthatés n-véltozdés polinom sem létezik. Amen-
nyiben {0,1} C H, akkor a zérus polinomon kiviil emlitést érdemelnek az aldbbi n-valtozos
H-beli egyiitthatés x;, 1 < ¢ < n polinomok

() [ 1, ha (ky, kg, .o k) = (0, ...,0,1,0, ..., 0)
Pktkekn 700 ha (ky, kg, .o k) # (0,...,0,1,0, ...,0)

(itt (0,...,0,1,0,...,0)-ben az 1 az i-edik helyen szerepel), ebben az esetben a H-beli egyiit-
thatés n-valtozos polinomok halmazéra a

Hlzy, 29, ...,z ={f | f:w" — H egy n-valtozds polinom}



jelolést hasznaljuk. Igy Clxy, 2, ..., v, az Osszes n-valtozés polinom éltal alkotott halmazt
jelenti.

Az f polinom (ai,as,...,a,) € C" helyen (komplex szdmokbdl allé6 rendezett n-esen)
felvett helyettesitési értékén az

ki Kk .
flag, ag, . ap) = Z fkl,kz,_,_knallaf...aﬁl
(kl,k:27...,kn)€w”

komplex szamot értjiik, ahol az n-valtozés polinom értelmezése miatt az Osszegezés a véges
sok zérustol kiilonboz6 dsszeadandéra vonatkozik. Ha f(aq, ag, ..., o) = 0, akkor azt mond-
juk, hogy (a1, qs,...,a,) zérus helye az f-nek. A helyettesitési érték fenti értelmezése
miatt tekintjiik az f polinomot az

f(xhx% ,ZEn) = Z fkl,k%m,knxllﬂxéw"'men

(kl,kg,...,kn)Ew"

algebrai kifejezésként is (amely a polinomok aldbbi szorzési szabélyét és bizonyos mértékben
a Hlxy,zg,...,x,] jelolést is magyardzza). A kés6bbiekben az f = f(z1,o,...,2,) egyen-
16ségnek a valédi értelme is lathatoé lesz.

Egy polinom szorzésa az a € C komplex szdmmal (amely a (0,0, ...,0,...) helyen az a és a
tobbi helyen zérus értéket felvevd w" — C fiiggvénynek, azaz n-véltozds tin. konstans
polinomnak is tekinthet$) az aldbbiak szerint torténik:

(@S )kt kgokon = @ fry e -

Az bsszeaddst és kivondst természetes médon értelmezziik polinomokra:

(f - g)k17k27---:kn = fk17k2 ----- kn + Gk ko, kn -
Az f(xy,29,...,2,) €S

l1, .02 In

g<I17 Za, ..., SL’n> = § Glila,..ln Ty Lo - Ty

(I1 02, ln ) EW™

szorzatéat a tobbtagu kifejezések szorzdsdnak az elemi algebrdabdl ismert médjan értelmezziik:

k1,.k2 kn l1,.l2 In\ __ k1411, ka+l2 kn+ln 2
(fk11k27~-7knx1 Ty "'xnn)<gl1,l2,m,lnx1 Ty ZETZ') - fkhkz,-n,kngl1712,~-,ln'r1 Lo Lyt RS
(- Dtrtata = ) St eaon Gl Lz

k14li=t1,ka+la=ta,....kn+ln=tn

ahol az Osszegezés a véges szamu olyan (ki, ks, ..., k), (1,12, ...,1,) € w™ kitev soroza-
tokra vonatkozik, amelyekre ki + I = t1,ko + lo = to, ..., k, + [, = t,, teljesiil a tekintett
(t1,ta,...,t,) € W™ esetén. Megjegyzésre érdemes, hogy az a € C komplex szdmmal valé
szorzasa f-nek ugyanazt az eredményt szolgdltatja, mint az n-véltozés konstans a polinom-
mal valé szorzés: af =a- f.O

6.1.Allitas. Az n-vdltozds f, g és h polinomokra és az (o1, g, ..., av,) € C™ rendezett n-esre
az aldbbiak teljesiilnek.



1. f+g és f— g szintén n-vdltozés polinomok, tovdbbd
(f+g)+h=f+(g+h), f+g=9+f, (-9 +g=1T[és
(f £ 9)(a1,a9,....,an) = flag,ag,...,a,) £ glag, ag, ..., ay).
2. Ha (ki, ko, ..., kn) < (K, Ky oo kL) és az (L, Loy .y ly) < (14,05, 1)) vagy a
(I1,1ls, ..., 1) = (13,15, ..., 1) relaciok egyike teljesiil, akkor
(k1411 ko + oy oy ki + 1) < (ky + 1 kg + 1, KL+ 1),
3. Ha f # 0 # g, akkor f - g olyan n-vdltozés polinom, amelynek a lexikografikusan
elso kitevd sorozata (uy + vi,us + Vo, ..oy Uy + vy), ahol (uy,ug,...,u,) az f-nek és

(v1, V9, ..., Uy) @ g-nek a lexikografikusan elsé kitevd sorozata. A lexikografikus foegyiit-
thatokra

(f g>u1+v1,u2+v2 ----- tntvn = Jur ug,...tin Go1,03,...0n
teljesiil. Ez azt is jelenti, hogy az f # 0 # g esetben: f-g # 0.

(f-9)-h=f-(g-h), f-g=g-f,(f£g) -h=(f h)£(g-h) és
(f - 9)(ar,ag,...,an) = fla1, ag,y ...y ) g, g, ..oy ).

Az f1, fa, ooy fr € Clay, 29, ..., x,] polinomokra az r-tényezds fi- fo-...- f, szorzat értéke
fiiggetlen annak zdrojelezésétol.

Ha f#0 és a g1,92 € Clxy, 23, ..., ] polinomokra f- g1 = f - go, akkor g1 = ga.

5. Ha R C C egy szamgytirtc (o1, e, ..., ) € R™ és f,g € R[x1,Xa, ..., T, akkor
fEtg€ R[xy,x9,...,2,], [-g € Rlxy,29,....,2,] és flan,q,...,a,) € R.

6. Ho K C C egy szamtest, 0 # [ € Klxy,x9,...,x,] és [-g € K|y, x9,...,x,], akkor
g € K|z, 29, ..., Tp).

Bizonyitas. A 2., 3. és a 6.rész igazolasdra szoritkozunk, a tobbi rész igazoldsat az olvaso
a definiciok ismeretében kénnyen elvégezheti.

A 2.rész igazolasa.

(k1,kay oy k) < (KL, KL, .. kL) azt jelenti, hogy van olyan 1 < i < n index, amelyre

k1= ]{Zi, v ki = k;—l és k; < ]{3;
Ha (L1, Ly, o 1) = (11,14, .., 1), akkor
ki +1 = ]{3/1 -+ lll, . ki + 11 = 1{7;71 + l;il és ki +1; < k; + l;,

ami azt jelenti, hogy ilyenkor (ky + Iy, ko + lo, ..oy b + 1) < (K} + 1, kS + 15, o KL+ 10).
Ha (I1,l2, ..., 1) < (14,1, ..., ), akkor van olyan 1 < j < n index, amelyre

I, = lll, --~;lj—1 = l;?l és lj < l;
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Most a t = min{4, j} indexre
ki+1 = k?ll + lll, v ki14+ ;-1 = kéfl + lzl‘,fl és k+ 1 < k; + lé,

ami azt jelenti, hogy (k1 +101, ko+1lo, ..., kn+1,) < (K)+15, k5 +15, ..., k., +1) ebben az esetben
is teljesiil.
A 3.rész igazolasa.

Most
(f Drortn = Z T ki, en G sl
k14l =t1 ko+la=to,....kn+ln=t,
Ha
(up +v1,Ug + oy oy Uy +0p) < (k1 + 1, ke + 1oy ok + 1) = (1, tay .0 t),
akkor az

(ul,uQ, ,un) =< (kl,kQ, 7kn> vagy (Ul,Ug,...,'Un> =< (ll,lg,...,ln)

reldciok egyike teljesiilni fog, hiszen az ellenkez6 esetben (mindkét helyen egyenléség
(uy 4 vy, ug + Vo, ooy Uy +0p) # (k1 4+l k2 + oy ook + 1)

miatt nem &llhat) a mar igazolt 2.rész szerint a
(k1 + 1, ko + Doy ooy by + 1) < (ug + 01, ug + oy ooy Uy, + Uy)

ellentmonddshoz jutndnk. Tehét az (f-g)e, +,....+,-€t megado egyenléség minden dsszeadanddjaban

fk17k2a---7k'n = O Vagy gll,lQ,---,ln = 0’ a‘honna‘n (f ' g)t17t27---7tn = 0 adédik'
Ha
(ul + V1, Ug + V2, ooy Up + Un) = (kl + ll, lﬂg + 12, vy kn + ln> = (tl,tg, ...,tn),

akkor az aldbbi harom eset egyike teljesiilni fog:
(g, Ugy ooy tp) < (K1, k2, ..oy ki), vagy

(1, V9 oy Un) < (l1, 12, ..., 1), vagy
(UI,UQ, ,un) = (]{71,]{72, ,k’n) és (7)1,1)2, ...,Un) = (ll,lg, ,ln)

Valéban, az ellenkez6 esetben a mar igazolt 2.részt haszndlva a
(l{?l + ll, ko + lg, ey k,, + ln) < (Ul + V1, U + Vo, ooy Uy + Un)

ellentmonddshoz jutndnk. Tehdt az (f - g)u;+v1,us-+vs,....unt+v,-€t Megadd egyenléség egyetlen
osszeadanddja fu, us.....unGor,vs,....v, Kilonbozik zérustél, ahonnan a kivént

(f ' g)u1+vl7u2+v27---aun+vn = ful7u27---7ungvl7'U27---7'Un

egyenloséget kapjuk.

A 6.rész igazolésa.

Tegyiik fel, hogy g ¢ K|x1,xa, ..., x,] és legyen (wy, we, ..., w,) a lexikografikusan legnagyobb
& Gky ko kn ¢ K tulajdonsdgud (kq, ko, ..., kn) € w™ kitevd sorozatok kozott (0 € K miatt csak



véges sok ilyen létezik). Tekintsiik az f - g polinomnak az (u; + wq,us + wa, ..., U, + wy,)
kitevo sorozathoz tartozé egyiitthatéjat:

(f . g)u1+w1,u2+w2,...,un+wn = E fk1,k27...,kngl1,lg ..... In>
k14l =u1+wy, ko Ho=us+w2,....kn+lp=un+wn

ahol (uq,us, ..., u,) tovdbbra is az f-nek a lexikografikusan els6 kitevé sorozatat jeloli. Meg-
mutatjuk, hogy a fenti 6sszegben fu, us... un Gy ws.... w, ¢ K és ezen kiviil minden més 6sszeadandé
K-beli. Mivel f-g € K[z, xa, ..., Tn], €261t (f - G)uy+wr ustws,...;untw, € K, ami ellentmondés,
mert az osszeadandok emlitett tulajdonsdga miatt az 6sszeg igy nem lehet K-beli.

Valoban, 0 # fu, uy...u, € K, hiszen (uy,us, ...,u,) az f € K[y, 29, ..., z,] polinom lexiko-
grafikus féegyiitthatdja és ezért gu, w,...w, ¢ K miatt fu, us.u, G aws....w, € K nem teljesiil-
het.

Ha viszont k1 +1; = uy +wq, ko +1lo = ug+ws, ..., ky+ 1, = u, +w, teljesiil a (ky, ks, ..., k) #
(ug, ug, ..y up) €s (I1,la, ..., 1) # (w1, we, ..., w,) kitevd sorozatokra, akkor vagy

(U1, Ug, ooy ttn) < (K1, ko, ..., k) és ezzel egytitt fi, k.. = 0,

vagy
(Wi, wa, ..oywy) < (ly,lay ..., 1) és ezzel egyiitt gi, 1, 1, € K

teljestil (u1,ug, ..., u,) és (wy,ws, ..., w,) vilasztdsdra valé tekintettel. Igy frr korden € K
miatt az fi, ko koG o1, € K tartalmazds mindkét esetben igaz lesz.

Amennyiben a fentiek ellenkezbje, azaz
(K1, kay ooy k) < (Ur, ugy ooy tin) €8 (I, Loy ooy 1) < (wr, w2, ...y wy,)
telejesiilne, akkor a mar igazolt 2.rész alapjan az aldbbi
(k1 + 1, ko + Loy oo By 4 1) < (ug + wy, ug + way oy Uy, + W)
relaciohoz jutnank, ellentmondésban azzal, hogy
(kv + 1, ko + 1oy oo by 4 1) = (w1 + wr, ug + way ooy Uy + W)

N

6.B.Definicié. Egy k > 1 egész szdmra a h € C[xy, 29, ..., z,,] polinom k-adik hatvanyat
a k tényezos

We=h-h-..-h
szorzat értelmezi (amely a zardjelezésétol fiiggetlen), legyen még h® = 1. Az f € Clxy, 2o, ..., Ty
polinom helyettesitési értéke a (hy, ho, ..., hy,) helyen (itt hy, ho, ..., hy, € Clzy, 29, ..., ,])
legyen az aldbbi

f(ha,ha, ..., hy) = Z fkl,k27,_,7knhlf1h]2€2...hﬁ”

(k1,k2,....kn)EW™
(itt véges sok zér6tol kiilonbozd dsszeadandé van) polinom.Q

6.2.Allitas. Az f,g,hi, ha,...,hn € Clay, 2o, ..., 2] és az z;, 1 < i < n polinomokra az
aldbbiak teljesiilnek.



L (f £ ¢) (A1, hay ooy i) = (R, oy ooy ) £ g(Bt, By ooy Fin).
2. (f-9)(hi,hay.cihyn) = f(hy, hay ooy hy) - g(hy, hoy ooy By
3. Ha (o, g, ...,ap,) € C", akkor
(f(h1,ha,.. s hn)) (1,00, 00) = [ (o, Qs 00) Jhodag sty 0) s B Q0 gy 0))
4. f(x1,x9,....2,) = f.

5. Ha R C C egy szamgytirti és f,hy, ha, ..., hy, € Rlxy1, 22, ..., 2], akkor
f(hl,hg, ,hn) € R[[L’l,fﬁg, ...,[L’n].

Bizonyitas. Az olvasé mindegyik rész igazoldsét a definiciok ismeretében konnyen elvégezheti.
00O

Megillapodds. A most latott 6.2. Allitds 4.része alapjén a tovabbiakban az f € Clzy, z2y ooy )
n-valtozés polinomot mindenkor az

k1, .k
f($17x27 73:71) - Z fk1’k27,,,7kn$11$22...:Uﬁn

(kg ) €

alakjdban hasznaljuk. A polinomokra megismert miiveleti szabalyok (lasd a 6.1.Allit4st)
miatt az ilyen alakban felirt polinomokkal dgy szdmolhatunk mint az elemi algebraban
megszokott tobbtagi osszegekkel.

Az algebrai geometridban alapvetd jelentésége van a kovetkezd Hilbert-t6l szarmazoé tn.
null-hely tételnek, amelyet bizonyitds nélkiil kozliink.

6.3.Tétel (Hilbert Nullstellensatz). Az f(z1,x9, ..., ), gt(x1, T2, ..., ) € Clay, o, ..., 2],
1 <t < m polinomokra az aldbbiak ekvivalensek.

1. floq, o, ..., a,) =0 minden olyan (oq, s, ..., o, ) € C™ helyen, ahol gi(ay, ag, ..., a,) =0
teljesiil az dsszes 1 <t < m indexre.

2. Léteznek olyan uy(xq, 2o, ..., x,) € Clay, 29, ..., x|, 1 < t < m polinomok és egy olyan
k > 1 kitevo, amelyekre

(f(x1, 29, ..., xn))k:gl(xl,xg, ey T U1, T2y T ) F oA Gl 1, T2 L) U1, T, L)

Lo

6.C.Definicié. Az n-valtozés f(xy, z, ..., x,) € Clxy, 3, ..., r,| polinomot szimmetrikus-
nak nevezziik, ha az indexeknek tetsz6leges m(1), 7(2), ..., m(n) permutédcidjira polinomoknak
az

[(@ra), Ta(@)s s Tr(ny) = f(21, 22, ..., T0)



egyenlosége teljesiil. Mivel

k71'71 k‘rr*1 kﬂ'71 n
k2 k _ 1) (2) T (n)

k1
fkl,kmm,knmn(l)ww@)"'wa(Ln) N ) )

ezért az f(xy, T, ..., x,) polinom pontosan akkor szimmetrikus, ha tetszéleges 7 (1), 7(2), ..., m(n)
permutédciéra és minden (kq, ko, ..., k,) € w™ kitevd sorozatra teljesiil az egyiitthaték aldbbi
egyenlOsége:

fk'l:k2’~~~7kn = fkﬂ.—l(l)7kﬂ.—1(2)’~~~7kﬂ.—1(") °

1

Mivel a 7! inverz permutdcié is tetszdleges lehet, ezért 7—! helyett a p jelolést alka-

Imazva kapjuk, hogy az f(x1,x2, ..., z,,) polinom pontosan akkor szimmetrikus, ha tetszéleges
p(1),p(2), ..., p(n) permutédciéra és minden (kq, ks, ..., k,) € w" kitevd sorozatra teljesiil az
egyiitthatok aldbbi egyenlosége:

Th ks, b = fkp(l)vkp(zw---vkp(n)'

Az a € C konstans (n-vdltozés) polinom nyilvanvaléan szimmetrikus. Az aldbbi n-viltozdés
$1(x1, T2y ooy Ty) = T1 + To + oo + Ty,

So(%1, T2, ooy T) = T1T2 + X123 + oo + T + o F L1 Ty,
S¢(T1, Tay ooy Ty) = T1T9e Ty + oo+ Ty Ty Ty + oo+ Ty 1T 400+ Ty,

Sn(T1, Ty ooy Ty) = T1Tg... Ty,

polinomokat (amelyeknél 1 < i < j < nés 1l < i3 < iy < ... < iy < n) nevezziik a
Clx1, 2, ..., T,)-beli elemi szimmetrikus polinomoknak.

Nyilvdnvald, hogy a t-edik elemi szimmetrikus polinom olyan s; : w™ — C fiiggvényt jelent,
amelyre (S¢)k, ks...k, = 1 minden ¢ darab 1-esbdl és n —t darab 0-b6l all6 (ky, ko, ..., k,) € W™
kitev$ sorozatra (minden mds kitev$ sorozaton az s; értéke 0).Q

6.4.Allitas. Az F(xq,29,...,2,) € Clay, 29, ..., x,] polinomra és az
f(z1, 20, oy ), g(T1, Ty ooy ), My (21, o, ooy ) € Clag, o, .oy 2], 1 <t < n szimmetrikus
polinomokra az aldbbiak teljestilnek.

1. f(xy, 22,y xn) £ gz, 22, oy ), f(T1, T2y ooy ) - 921, X2, oy ) €5 F(hy, ha, ..., hy)
szintén szimmetrikus polinomok.

2. Ha (uy,ug, ..., up,) € W" az f(x1, za, ..., x,) polinom lexikografikusan elsé kitevd sorozata,
akkor

UL > Uy = ... > Uy.

Bizonyitas.

1. Az olvasé ennek a résznek az igazoldsét a definicidk ismeretében kénnyen elvégezheti.



2. Amennyiben valamelyik 1 <7 < n — 1 indexre u; < u;;1 teljesiilne, akkor
(ul, ooy Wg—1y Ugy Wig1y Ui 2y +eny ’Um) =< (ul, e Ui—1y Ui 1, Uiy Uiy 2e- ey U,n)

és az f(r1,xs, ..., x,) szimmetrikus tulajdonsdga miatt

fulvnui—l7“i+17ui’ui+2~~-,un = fU1,U27~~,un #0

adodik. Ellentmondésba keriiltiink azzal, hogy (uy, us, ...,u,) € w" az f(x1,x2, ..., T,)
polinom lexikografikusan els6 kitevé sorozata.

HE

6.5.Tétel (a szimmetrikus polinomok alaptétele). Ha R C C egy szamgylirti, akkor
tetszbleges f(x1,xa,...,Tn) € R[x1, o, ..., Ty szimmetrikus polinomhoz létezik pontosan egy

fx1, 22, ... xy) = F (51,82, ..y Sn)

tulajdonsdgu F(xq,xa, ..., x,) € Rlxy,Ta, ..., x,] polinom. Tehdt minden R[zy,xs,...,x,]-beli
szimmetrikus polinom egyértelmiien felirhaté az sy(x1, 22, ....,x,), 1 < t < n elemi szim-
metrikus polinomok R-beli egyiitthatos polinomjaként.

Bizonyitas. Tekintsiik az n-véltozés f(x1, s, ..., z,) szimmetrikus polinomnak a lexiko-
grafikusan els6 (u1,ug, ..., u,) € w™ kitevd sorozatat, ekkor 0 # fu, uy...u, € R és az elébbi
6.4.Allitds 2.része szerint UL > Uy > e > Uy,

Az sy(x1, 29, ..., ,) elemi szimmetrikus polinom lexikografikusan els6 kitev$ sorozata
(1,..,1,0,...,0), ahol ¢ darab l-est n — t darab 0 kovet. A 6.1.Allitds 3.része alapjan egy

r > 0 egész kitevbre az (si(x1,x2,...,x,))" hatvany lexikografikusan elsé kitevé sorozata

t+1. n.
(%“', ...,fr;, 0 ,...,0) lesz, ahol t darab r-est n — t darab 0 kovet.

Ismét a 6.1.Allftds 3.részét hasznilva az

Ul —U2 ,U2—U3 Un—1—Un _u
fU1,u2,...,un51 So Snq Sn" € R[l’l, T2y .uny l’n]

szimmetrikus polinom (itt s;(x1, zs, ..., z,,) Kitevéjére u; —uyy 1 > 0 teljesiil!) lexikografikusan
els6 kitevo sorozatat az
1 t. tH1.

(g — U1y oo U — Ugs1, O 4.ty 0) €8 (U, Uny,y ooy Un,)

kitevo sorozatokbol kapjuk:

1. t.

A A\ n.

((uy — ug)+(ug — ug)+.ocd(Un—1 — Up) FUpyeeey (U — Upr1) oo (U1 — Up) F Uy, Uy ) =

= (U, eoey Uy ooy Up).
z 7 — — Up—1—U . ” . ’”
Tehdt f(x1, Ta,..os ) €8 furug, . unS1' 2857 "2..s,"7  "sur lexikografikusan elso kitevd sorozata

azonos, mindkettd (uq, ..., uy, ..., uy,). lgy az

Jur i T 2 (2122) "2 (21T Ty 1) T (21T T = fug i un DTS2 T
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lexikografikus fétag a
g(x1, 29, .y y) =

:f(:vl)x?) Vrn) _ful,ug,...,un (Sl(xlaan "'7xn))UI_U2"'<Sn—1('T17'T27"'axn))un71_un (Sn(xlaan "'7$n))un

kiilonbségbol kiesik és olyan R[z1, xa, ..., T,]-beli n-véltozds szimmetrikus polinomot kapunk,
amelynek a lexikografikusan els6 (vq,vg, ..., v,) € w™ kitevd sorozatdra

(1, Vg ey Un) < (U, Usgy oy Uy

A 6.4.Allitds 2.része szerint vy > vy > ... > v, 1S teljesiil. Nyilvanvald, hogy vy < uy miatt
a fenti tulajdonsdgi (vy, v, ..., v,) kitevd sorozatokbdl csak véges sok (legfeljebb (1 + uq)"
darab) van.

Végs6 soron az n-véltozés f(xq,xa,...,2,) € R[r1,xe,...,2,] szimmetrikus polinombdl egy
kivondssal olyan n-véltozés g(xi, 2, ...,x,) € Rlxy, 3, ...,x,] szimmetrikus polinomot ny-
ertiink, amelynek a lexikografikusan els6 kitevé sorozata kisebb (a < reldcié szerint) mint az
f(x1, 2, ..., x,)-nek a lexikografikusan els6 kitevd sorozata. Ha az eljarast a g(z1, x2, ..., T, )-
re djra alkalmazzuk, majd az eredményiil kapott R|[xi,xs,...,z,]|-beli szimmetrikus poli-
nomra ismét elvégezziik az eljardst és aztdn tovdbb folytatjuk az eljardsunk alkalmazésat
mindig az utoljara kapott eredményre, akkor R[xq, s, ..., z,]-beli szimmetrikus polinomok-
nak egy olyan sorozatdhoz jutunk, amelyben a lexikografikusan elsé kitev® sorozatok szig-
ordan csokkennek a < reldcié szerint. A fentiek szerint véges sok 1épés utdn a sorozat-
ban olyan n-viltozés polinomhoz jutunk, amelynek a lexikografikusan elsé kitevd sorozata
(0,0,...,0) € w™ (vagy a zérus polinomot kapjuk). Mivel az ilyen polinom konstans, ezért a
sorozat elbéllitdsa sordn megtett lépéseket attekintve megkapjuk az f(xq, o, ..., ,)-nek az
elOAASAL fuy up. unSTE 12857 “3..s," 7 " sUn alaki tagok és egy konstans dsszegeként.

A tételbeli egyértelmiiség igazoldsdhoz elég annyit megmutatni, hogy ha egy

F(x1, 9, ...,2,) € R[x1, 2o, ..., ,] polinomra F(sy, s, ..., $,) = 0, akkor F(xq,xs,...,2,) = 0.
Ha mégis F'(x1, T3, ..., x,) # 0 teljesiilne, akkor tekintsiik a

(kla kg, ceey kn) — (kl + k‘g + ...+ kn; k/’g + ...+ kny ceey kn,1 + kn; kn)
hozzéarendeléssel megadott injektiv
{(/{31, /{32, ceey kn) e w" | Fkl,kg,...,kn 7é 0} —s "

fiiggvényt és legyen (wy,ws,...,w,) az a kitevd sorozat, amelynek ezen fiiggvény szerinti
képeleme a lexikografikus rendezésnél a legnagyobb (ilyen a fiiggvényiink értelmezési tar-
tomdnydnak végessége miatt létezik). Tehdt Fy, wy.  w, 7 0 és a

(k1, ko, ...y kn) # (w1, wa, ..., wy,) kitev sorozatra az Fy, x, ., 7 0 esetben

k1+kat... 4k kot .tk kn 1tk k) < 1 Hwa+ ... wy, Wat ...+ Wy Wy 1 Wy W)

Az F(s1, S2, ..., $p) polinom lexikografikus f6tagjat az F'(sq, o, ..., $,) értelmezésében fellepo

Foy g wn 518575 dsszeadandé szolgéltatja:

le,w2,m7wnx1f1 (33133‘2>w2 ...(.I‘lﬂi'z...xn>w" .
A 6.1.Allit4s 3.része alapjan latjuk, hogy ha Fy, k,.. &, 7 0, akkor Fkl,k%”’kns’fls?...sffb" lexiko-
grafikusan els6 kitevo sorozata

(k1 + kot o+ ko kot oo+ Eny o k1 + ks ki),

9



ami (wy, wy, ..., w,) vilasztdsa miatt a (ki, ke, ..., k,) = (w1, we, ..., w,) esetben szolgéltatja
az F(s1, S, ..., Sn) lexikografikusan els6 kitevd sorozatét az Fiy, s, w, lexikografikus féegyiit-
thatéval. Mivel Fiy, w,.  w, # 0, ezért az F(sy, So, ..., $,) # 0 ellentmonddshoz jutottunk.

-----

[l

6.6.Allitas (Viéte képletei). Tekintsik a konstanstdl kiilonbozé 0 # a,, € C foegyiitthats-
val rendelkezd f(z) = ag + a1z + ... + a,a™ € Clz| polinom

f(z) = an(z —a)" (z — ag)™...(z — a,)kr

gyoktényezos felbontdsat, ahol oy, s, ..., € C az f(x) polinom dsszes gyiokeinek egy is-
métlodés nélkiili felsoroldsa. Ha (1, s, ..., B, € C ugyanezeknek a gyokoknek a multiplic-
itdassal torténd felsoroldsa (azaz «; pontosan ki-szer fordul eld), akkor n = deg(f(z)) és
tetszoleges 1 <t < n indexre

St(ﬁlvﬁ% 7571) = (_1)15@7

Qnp
ahol si(x1,xs,...,x,) a t-edik elemi szimmetrikus polinom.

Bizonyitas. Most

f@) = an(r = B1)(@ = B2)..(x = Bn) = an( + (=f1)( + (=f2))..(x + (=5n))

és azonnal ldthat6, hogy a jobboldalon a szorzds elvégzésekor pontosan akkor kapunk " -t
(azaz x-et n — t-szer) tartalmazo részlet szorzatot, amikor a —f;, —f3s, ..., — 3, sorozatbdl ¢
darab —f;,, =iy, ..., =i, (itt 1 < iy < ip < ... < iy < n) tényezét valasztunk és a tovabbi
n — t darab tényezdt az z-ek koziil valasztjuk. Az 2" egyiitthatéjanak a baloldalon és a
jobboldalon meg kell egyeznie, ezért

Wi =an Y (B (Bi)(=Bi) = (~1) ansi(Br, Ba, o Ba)-

1< <<, <t <n

Teljes indukciéval is bizonyithatjuk az éllitdsunkat az

n

(& = Bi)(x = Ba)ex = Ba) = Y (=1)'s0(B1, B, Ba)a™ ™!

t=0

indukcids feltevést (itt so = 1) hasznélva és ezt (x — [3,,41)-€l szorozva kapjuk, hogy

(= Bi)(x = B2)..(x = Bu) (7 — Bny1) =

— (—1)t5t(ﬁ17ﬁg, ...76n)xn—t+1 o Z(_l)t8t<517627 --‘;ﬁn)ﬁn—klxn_t _
t=0 =0
n n+1
- <_1)t5t(51’ Ba, ...y Bn)x(nJrl)_t - Z<_1)t_18t—1(51; Ba, ..., 6n>6n+lxn_(t_1) =
t=0 —1
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n+1 n+1

- Z(_l)t{stcﬁlaﬁ% "'7571)—{_815*1@17527 "'7Bn)ﬁn+1} x(n+1)*t:Z(_1)tStw1’52’ "'7ﬂnaﬁn+1)xnit7
t=0

t=0

ahol s_1 = s,41 = 0 és Sy(w1, %2, ..., T, Tpy1) a t-edik n + 1 véltozés elemi szimmetrikus
polinom. A fentiek sorédn felhasznaltuk a nyilvdnvalé

Si(x1, Toy ey Ty Tpy1) = S¢(x1, T2y oory Tn) + Se—1(T1, Ty ooy T Tpgn

azonossagot.
W
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