5. POLINOMOK PRIMFAKTORIZACIOJA, TOBBSZOROS FAKTOROK

5.1.Tétel. Legyen K C C egy szamtest, ekkor barmely konstanstol kilonbozé f(x) € K|z
polinom felbonthato K felett irreducibilis K [x]-beli polinomok szorzatdra: ha deg(f(x)) > 1,
akkor léteznek olyan K felett irreducibilis p;(x) € Klz|, 1 <i <k polinomok, amelyekre:

f(x) = p1(x)p2()...px(2).

Az f(x)-nek ez a felbontdsa a tényezok sorrendjétol és asszocidltsagtol eltekintve egyértelmi.
Ha a K felett irreducibilis q;(z) € Kz], 1 < j <1 polinomokra

f(@) = qu(@)ga(2).. (),

akkor létezik olyan m : {1,2,...,1} — {1,2,...,k} bijektiv megfeleltetés az index halmazok
kozott, amelyre a q;(x) ~ pr)(x), j € {1,2,...,1} asszocidlt viszonyok teljesiilnek (igy | = k).

Bizonyitas. A felbontds létezését az n = deg(f(x)) egészre vonatkozé teljes indukcis-
val igazoljuk. Ha n = 1, akkor az f(z) = pi(z) a kivant felbontdst jelenti, hiszen a
4.A Definicié szerint f(z) irreducibilis K felett. Az indukcidhoz feltételezziik, hogy tet-
szbleges 1 < deg(f(z)) < n tulajdonsdgu K[z]-beli polinom felbonthaté K felett irreducibilis
(K [z]-beli) polinomok szorzatéra.

Tekintstink most egy deg(g(x)) = n + 1 fokszdmu g(z) € K|x] polinomot. Ha g(x) ir-
reducibilis K felett, akkor g(z) = pi(z) a kivant felbontdst jelenti. Amennyiben g(z) re-
ducibilis K felett, akkor g(z) = u(z)v(z) olyan u(z),v(x) € K[z] polinomokkal, amelyekre
deg(u(z)) > 1 és deg(v(z)) > 1. Mivel

deg(u(z)) + deg(v(x)) = deg(g(x)) =n +1,

ezért 1 < deg(u(z)) < n és 1 < deg(v(z)) < n. Az indukcids feltevésiink szerint u(x) is és
v(x) is felbonthaté K felett irreducibilis (K [x]-beli) polinomok szorzatdra, ami g(x)-nek a
kivant felbontdsat is biztositja.

Az egyértelmiiséget szintén az n = deg(f(x)) egészre vonatkozo teljes indukciéval igazoljuk.
Ha n = 1, akkor a K felett irreducibilis p;(x) € K[z], 1 <14 < k polinomokra az

f(@) = p1(2)pa()...pr ()

egyenloséghol

deg(pi () + deg(ps(x)) + .. + deg(p(w)) = deg(f(x)) = 1

kovetkezik, ami deg(p;(x)) > 1 egyenl6tlenségek (1 < ¢ < k) miatt csak a k& = 1 esetben
teljesiilhet. Tehdt f(x) = p1(z) és hasonléan kapjuk azt is, hogy f(x) = ¢i(x).

Az indukcidhoz feltételezziik, hogy tetszoleges 1 < deg(f(z)) < n tulajdonsdgi K|z}
beli polinomnak a K felett irreducibilis (K [x]-beli) polinomok szorzatdra val6 felbontdsa
a tényezok sorrendjétol és asszocidltsdgtol eltekintve egyértelmii. Tekintsiik most egy

deg(g(z)) = n + 1 fokszdmu g(x) € K|x]



polinomnak a K felett irreducibilis p;(x),q;(z) € K[z], 1 < i < k, 1 < j <[ polinomok
szorzataként valé
9(x) = p1(@)p2(2)...px(7) = ()2 (2)..qu()

kétféle felirdsdt. Ekkor py(x) irreducibilitdsa K felett és a pi(z) | 9(x) = ¢1(2)g2(2)...qu(x)
oszthatosag a 4.5.Allitds 5.része alapjan azt eredményezi, hogy pr(x) | q.(x) teljesiil valami-
lyen 1 <t < [ indexre. Mivel a g,(z) irreducibilis K felett, ezért a 4.5.Allitas 1.része alapjsn
csak trivialis oszt6i léteznek: py(z) ~ 1 vagy pr(z) ~ q;(x). A pp(z) ~ 1 asszocidlt viszony
nem teljestilhet, mert deg(py(x)) > 1. Tehdt py(z) ~ ¢ (), ami a 3.5.Allitds 3.része szerint
azt jelenti, hogy q,(x) = cpi(z) valamilyen 0 # ¢ € C komplex szamra. Igy elébb a

p1(z)pa(z)...pk(2) = 1 (2)...qe(2)...qu(2) = 1 (). @1 (%) (epr(2)) G (). qu(),

majd innen py(z)-el valé egyszerfisités utdn (lasd a 3.1.Allitds 4.részét) a

h(x) = p1(z)pa()..pr-1(2) = (cq1(2))q2()...qs—1(2)qey1 () ...qu ()

egyenléséghez jutunk. A pg(z),q(z) € Klz] tartalmazdsokbol nyilvdnvaléan kovetkezik,
hogy ¢ € K, ami a 4.5.Allit4s 6.része szerint cq; (z) irreducibilitdsét biztositja K felett.
Végeredményben a h(z) € K|[z| polinom kétféle K felett irreducibilis tényezdkre valo fel-
bontését kaptuk. Az indukciés feltevésiinket 1 < deg(h(x)) < n miatt (ez h(z)pr(z) = g(x),
illetve deg(h(z)) + deg(pr(x)) = deg(g(z)) = n + 1 kdvetkezmeénye) alkalmazhatjuk a h(z)
kétféle felbontasara. Tehat létezik olyan 7: {1,...,t —1,t+1,....1} — {1,...,k — 1} bijektiv
megfeleltetés az index halmazok kézott, amelyre a

cqi(z) ~ pray(z) és qj(z) ~pry(x) , je{2,..,t—1,t+1,..,1}
asszocialt viszonyok teljesiilnek. Nyilvanval6, hogy a

n(t)=késaje{l,. ...t —1,t+1,..1} esetben a 7(j) = 7(j)
moédon értelmezett bijektiv {1,...,1} — {1,...,k} megfeleltetésre teljesiilnek a g¢;(x) ~
Prj)(®), j € {1,...,1} asszocialt viszonyok, hiszen

@1 () ~ cqu(x) ~ pray(x) = prry(2) € Ge() ~ pr(x) = prepy ().

OO0
5.2.Allitdas. Legyen K C C egy szamtest és tekintsik az f(z),g(z) € K|z] konstanstdl
kiilonbozo polinomok felbontdsat K felett irreducibilis K[x]-beli polinomok szorzatdra:
f(x) = pr(@)pa(@)...pi(x) s 9(x) = u(2)g2(2)..qu (),

ahol p;(z),qj(x) € Klz], 1 < i < k, 1 < j < [ irreducibilis polinomok. A g(z) | f(x)
oszthatdsag pontosan akkor teljesiil, ha létezik olyan « : {1,2,....,1} — {1,2,....k} injektiv
leképezés az index halmazok kozott, amelyre a qj(x) ~ pag)(x), j € {1,2,...,1} asszocidlt
viszonyok teljesiilnek (igy | < k).

Bizonyitas. A g(z) | f(z) oszthatésdg olyan ¢(x) € Clz] polinom létezését jelenti, amelyre
f(z) = g(x)q(x). Az f(x),g(x) € K[z] tartalmazédsok és a 3.5.Allitds 1.része alapjan ¢(x) €
K|[z] is teljestil. Ha tekintjiik a ¢(z) € K|z] polinom

q() = @1(2) qrr2(2)- G ()
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felbontasat a K felett irreducibilis ¢ 44(z) € K|z], 1 <t < m polinomok szorzatéra, akkor
megkapjuk f(x)-nek egy masik felbontasat K felett irreducibilis tényezdk szorzatéra:

f(@) = g(@)q(x) = qu(2)q2(2)- @ () @11 (2) Gr12(2)- Qi ().

Az 5.1.Tétel olyan 7 : {1,2,...,0,l + 1,...,0 + m} — {1,2,...,k} bijektiv megfeleltetést
szolgdltat az index halmazok kozott, amelyre a g;(z) ~ prj)(z), j € {1,2,...,[,14+1, ..., l+m}
asszocialt viszonyok teljesiilnek. A m-nek a megszoritdsa az {1,2,...,1} halmazra a kivant
injektiv leképezést biztositja:

a=7n{1,2,..,0}:{1,2, .1} — {1,2,... k}.

Amennyiben létezik a tételben leirt tulajdonsdgi « : {1,2,...,1} — {1,2,...,k} injektiv
leképezés, akkor a q;(x) | pa¢jy(x), j € {1,2,...,1} oszthatésdgok is teljesiilnek, ahonnan
elébb

9(x) = q1(2)q2(2)-.qu() | Pa(1)(®)Paz) (T)--Paq) (2),
majd
Pa()(%)Pa@)(2)---Pa@y () | f(2)
figyelembe vételével g(z) | f(z) adodik.

[
5.3.Allitas. Legyen K C C eqy szamtest, ekkor barmely konstanstdl kiilonbozé
flx) =ap+ax+ ...+ a,a" € Klz]

(itt n > 1 és a, # 0) polinomhoz léteznek olyan 1 féegyiitthatéval rendelkezd K felett
irreducibilis r;(x) € K[z|, 1 <i < k polinomok, amelyekre:

f(z) = apri(z)ra(z)...r(z).

Az f(x)-nek ez a felbontdsa a tényezok sorrendjétol eltekintve egyértelmi, azaz ha egy ¢ € C
konstansra és az 1 foegyiitthatoval rendelkezd K felett irreducibilis gj(x) € Klz], 1 < j <l
polinomokra

f(x) = cqu(7)ga()..qu(),

akkor ¢ = a, és létezik olyan m : {1,2,....1} — {1,2,...,k} bijektiv megfeleltetés az index
halmazok kozitt, amelyre a q;(x) = rj)(z), j € {1,2,...,1} egyenloségek teljesiilnek.

Bizonyitas. Tekintsiik az 5.1.Tételben megadott
f(x) = pr(@)p2(z)...p(2)
felbontdst a K felett irreducibilis p;(x) € K[z], 1 <1i < k polinomokkal, ekkor
f(@) = anf*(x) & [*(x) = pr(x)ps(2)...pk(2),
ahonnan az r;(x) = pi(x) € K[z, 1 <1i < k vélasztédssal a kivant
f(@) = anf*(x) = anpy(2)p3(2)-..pp(z) = anri(z)ra(2)...7(2)
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szorzat felbontdshoz jutunk. Valéban, a 4.5.Allitds 6.részére valé tekintettel minden
ri(z) =pi(x) ~pi(z) , 1<i <k

polinom irreducibilis a K felett és nyilvanvalé, hogy mindegyik féegyiitthatéja 1.
Amennyiben a ¢ € C szdmra és az 1 féegyiitthatéval rendelkezé K felett irreducibilis
¢;(z) € K[z|, 1 < j <[ polinomokra

f(x) = cqu(2)ga()..qu(),

akkor az egyenldség két oldaldn a foegyiitthatok egyezdsége az a, = ¢ kivetkezménnyel jar.
Az f(x) kétféle felbontdsdnak tsszehasonlitdsa az a,-el valé egyszeriisités utan az

P (@)ra(@).7(2) = a1 (2)ga (2)..- ()
egyenl6séghez vezet. Az 5.1.Tétel ismét alkalmazhaté és egy olyan
m:4{1,2,...,1} —{1,2,....k}

bijektiv megfeleltetést biztosit az index halmazok kozott, amelyre a g;(x) ~ ;) (x) asszocidlt
viszonyok teljestilnek minden j € {1,2,...,l} indexre. Mivel a g;(z) és rx(;)(z) = p};(x)
mindegyikének a féegyiitthatéja 1, ezért q;(z) = 7 ().

oo
5.A.Definicié. Legyen K C C' egy szamtest, ekkor a konstanstdl kiilonbozo
flz) =ao+ a1z + ... + aa" € K|z]

(itt n > 1 és a, # 0) polinomnak az 5.3.Allitdasban megadott (a tényez6k sorrendjétol
eltekintve egyértelmii)

f(z) = apri(z)re(z)...r(2)
szorzat felbontdsat (az 1 féegyiitthatéval rendelkezd K felett irreducibilis r;(x) € K[z]| poli-
nomokkal) nevezziik az f(x) polinom K feletti primtényezos felbontiasdnak.

A tényezdk ri(x),ro(x), ..., () felsoroldsdban nem feltétleniil egymastol kiilonbozd poli-
nomok szerepelnek, ezért célszerii az el6bbi felsorolds tagjait ismétlodés nélkiil egy

pi(x), p2(), s pi()

sorozatban megadni és minden egyes p;(x), 1 < ¢ < t polinom esetében megadni azt a
k; > 1 egész szamot, amely p;(x) eléforduldsainak a szdmat jelenti az r(z), ro(x), ..., r(2)
sorozatban. Tehdt

{r1(z), ra(2), ..., (@)} = {p1(2), p2(2), ., pe(2) },

ahol az 1 < i < j <t indexekre p;(v) # p;(z). Igy az f(x) polinom primtényezés felbontésa
az

f(@) = an(pr(@))™ (pa(2))™...(pe ()"

alakban irhato.



Ha egy ¢(x) € K|[z] polinom irreducibilis K felett, akkor a

q(z) € {p1(x), p2(), ..., pe(2) }

esetben ¢(r) = p;(x) és ilyenkor azt mondjuk, hogy ¢(x) kitevbje az f(x)-ben a k; > 1
egész szam (vagy azt, hogy a ¢(x) polinom k;-szeres faktora f(z)-nek). Amennyiben

q(z) ¢ {p1(x), p2(), .., pe() },

akkor azt mondjuk, hogy ¢(x) kitevdje az f(x)-ben zérus, a ¢(x) ilyenkor is haszndlhato
az f(z) elballitdsdban:

f(@) = an(p (@)™ (pa(2))*2...(pe(2)) " (q(2))°,

ilyenkor redundans primtényezos alakrdl beszéliink.

A 4.7.Tétel szerint egy f(x) € C[z] polinom C feletti primtényezds felbontdsdban minden
tényezd els6foku, ezért (az 1 féegyiitthatora valod tekintettel) p; () = z—«; valamilyen a; € C
szammal. Tehéat

() = an(z — a)" (z — ag)®...(z — ay)*.

és ezt nevezziik az f(r) gyoktényezds felbontdasanak (C felett). Nyilvdnvals, hogy
g, e, ..., op € C

az f(z) polinom Osszes gyokeinek egy ismétlodés nélkiili felsoroldsa. A gysktényezds felbon-
tdsban a k; egész szdmot nevezziik az o; gyok multiplicitdsdanak.Q

5.4.Allitas. Legyen K C C eqy szamtest és tekintsik a konstanstol kilonbozo
flz) =ap+ a1z + ... + apz™ és g(x) = by + byx + ... + bypz™
K [x]-beli polinomok (itt a,, # 0 # b,,) K feletti (redunddns) primtényezos felbontdsait

f(@) = an(pr(2))™ (p2(2))™..(pe(2))* €5 g(2) = bu(p1())" (p2(2))"...(1e(2))",

ahol p;(z) € Klz|, 1 < i <t drreducibilis polinomok 1 féegyiitthatéval (a k; és l; kitevok
eqyike lehet zérus). A g(z) | f(z) oszthatésdg pontosan akkor teljesil, ha l; < k; minden
1 < <t indexre.

Bizonyitds. Ha [; < k; minden 1 < i < t indexre, akkor a (p;(x))% | (pi(x))*, 1 < i <t
oszthat6sdgok nyilvanvaléan teljestilnek. Igy szorzassal azonnal adédik a kivént g(z) | f(x)
oszthatésag (itt az a, és b, egyiitthatok szerepe lényegtelen).

Ha g(x) | f(z), akkor az I; < k; egyenlétlenségeket az 5.3.Allitas egyszerti kovetkezményekeént
kapjuk, igy mint az 5.2.Allitést az 5.1.Tételb6l.

[
5.5.Kovetkezmény. Legyen K C C eqy szamtest és tekintsiik a konstanstdl kiilonbozo
f(x) =ao+ a1z + ... +a,z" és g(x) =by+ bz + ... + byz™
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K [x]-beli polinomok (itt a,, # 0 # b,,) K feletti (redunddns) primtényezos felbontdsait

f(@) = an(pr(2))™ (p2(2))"..(pe(2))* €5 g(2) = bu(p1(2))" (p2(2))"...(pe(2))",

ahol p;(z) € Klz], 1 < i < t irreducibilis polinomok 1 foegyiitthatéval (a k; és I; kitevdk
eqyike lehet zérus). Ekkor

Inko(f(x), g(x)) = (pr())™ (p2())™*...(pe())™,

ahol m; = min{k;, [;}.

Lo
5.B.Definicié. Egy f(z) = ao + a1z + ... + a,2" € C[z] polinom derivélt polinomjit az
aldbbi

f!(z) = ay + 2092 + ... + kapa™ ' + . 4 naa™ !

médon értelmezziik. Nyilvanvald, hogy f/'(x) € Clz]| és a deg(f(z)) = n > 1 esetben
deg(f'(x)) =n — 1. Ha f(z) konstans (deg(f(x)) <0), akkor f’(x) = 0 a zérus polinom.Q

5.6.Allitas. Legyen K C C egy szdmtest, a € C és tekintsik az f(x),g(x) € Clz] poli-
nomokat, ekkor az aldbbiak teljesiilnek.

1. Ha f(z) € K|z, akkor f'(z) € K|z].

2. (flx) £g(x)) = f'(x) £ ' (2).

3. (f(@)g(x)) = ['(x)g(x) + f(x)g'(x).

4. Tetszbleges k > 1 egész kitevere ((f(2))*)" = k(f(x))*1f'(2).

5. Ha f(a) = g(a) és f®(a) = g™ (a) minden 1 < k < n egészre, akkor f(z) = g(z).
Itt n = deg(f(z)) és f®(x) az f(x) polinom k-szoros derivdlt polinomjat jelél.

S (a)

n!

f'(@) fM(e)
1! k!
ahol n = deg(f(x)) (és f*(z) az f(x) polinom k-szoros derivdltja,).

('CE - a)n’

(x—a)+ ..+

(z—a)f +.. +——

Az 5.6.Allitss részeit konnyen igazolhatjuk kozvetleniil a derivalt polinom definicija alapjén,
de az analizisbdl is jol ismertek a fenti derivalési szabalyok.

5.7.Tétel. Legyen K C C egy szdmtest és tekintsiik a konstanstol kiilonbézé 0 # a, € K
féegyiitthatoval rendelkezé f(x) € K[x] polinom K feletti

(@) = an(pi(2))" (p2(2))"...(pe(2))™

primtényezos felbontdasat, ahol p;(x) € Klz|, 1 < i < t irreducibilis polinomok 1 foegyiit-
thatoval. Ekkor

Inko(f(x), f'(x)) = (pr(2))"* ™ (p2(2))" .. (pe(a)) ™.
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Bizonyitas. A K|[z]-beli d(z) =Inko(f(x), f'(x)) polinom féegyiitthatdja 1 és d(x) | f(z),
ezért az 5.4.Allitds szerint a d(x) (redundédns) primtényezos felbontédsa a K felett
)

= (p1(2))" (p2())"...(pi(2))"

alakban irhaté, ahol 0 < [; < k; minden 1 < ¢ <t egészre.
Most f(x) = (pi(2))*q(x), ahol a

¢(x) = an(pr())™ . (pima (2)) 5 (P (@) (pe ()
polinomra az 5.5 Kovetkezmény szerint
Inko(pi(z), ¢(x)) = 1
teljestil. Az 5.6.Allftds 3.része szerint
(@) = kilpi(2))" ' pi(2)a(x) + (pi(2)) "' () = (pi(2))" " (kpi()a(2) + pi(2)d () ,

)™
ami azt jelenti, hogy a (p;(x))*~1 | f'(x) oszthatésdg (és (p;(z))ki~t | f(x) is) teljesiil.
Ha (p;(z))¥ | f'(x) teljesiilne, akkor valamilyen u(z) € Clx] polinomra
)

(i) ulz) = f'(x) = (pa(2)" ™" (kapi()a() + pi()d (),

ki—1

d(x

-el val6 egyszertisités utdn

pi(v)u(z) = kipi(z)q(x) + pi(x)q (v),

ahonnan (p;(z))

illetve

pi(x)(u(r) — ¢'(2)) = kipj(z)q(x)
adodik. Tehat p;(z) | kpi(z)g(z) a kipi(z),q(x) € Klx] és a K felett irreducibilis p;(z)
polinomra, igy a 4.5.Allitds 5.része a p;(x) | kipj(z) vagy a p;(2) | ¢(x) oszthatésdgok egyikét
biztositja. Az els6 deg(k;pl(z)) = deg(p;(x))—1 miatt, a mésodik Inko(p;(z), ¢(x)) = 1 miatt
nem teljestilhet.
Tehat a legnagyobb kozos oszté definicidja miatt (p;(x))* =t | d(z) és (pi(x))* 1 f'(x) miatt
(ps(x))* 1 d(z). Az 5.4.Allitdst tjra hasznalva kapjuk, hogy a

(i)™ | (pa(@))"™ (p2(2))"...(pe())" = d(2)

oszthatésdg pontosan akkor teljesiil, ha k; — 1 < I;. Mivel (p;(x))* t d(z) miatt [; < k; — 1
ezért [, = k; — 1.
OO0

5.8.Kovetkezmény. Legyen K C C egy szdmtest és tekintsiik a konstanstdl kiilonbozo
0 # a, € K foegyiitthatoval rendelkezé K felett irreducibilis p(x) € K|x] polinom

() = an(z — )" (. — ag)®2...(x — )"

gyoktényezos felbontdsdt, ahol ay,aq,...,ap € C az f(x) polinom dsszes gyokeinek egy is-
métlodés nélkiili felsoroldsa. Ekkor minden gyok multiplicitdsa 1:

ki =ky=...=k =1



Bizonyitas. Mivel p'(z) € Klz] és p(x) irreducibilis K felett, tovdbbd deg(p'(z)) <
deg(p(z)) miatt p(x) t p'(z), ezért a 4.5.Allitds 2.része alapjan Inko(p(x),p'(z)) = 1. Az
elobbi 5.7.Tételt a K = C esetben alaklamazva kapjuk a kivint egyenloséget:

Inko(p(z),p'(z)) = (z —a))" Hz —a)? (v —a)t =1l ki =ky= ... =k = 1.

OO

5.C.Definicié. Egy K C C szamtest feletti raciondlis torteken (vagy tortfiiggvényeken)
az (f(r),g(z)) alakban frhaté rendezett parokat értjiik, ahol f(x), g(x) € K[z] polinomok és
g(x) nem a zérus polinom: g(x) # 0. A racionalis tortek kozotti

(f1(2), 91(2)) = (fa(2), g2())

reldciot a szorzat polinomok fi(x)ga(z) = fo(r)g1(x) egyenléségével értelmezziik. Konnyen
lathato, hogy ~ egy ekvivalencia reldcié, amelynek az (f(x), g(x)) raciondlis tortet tartal-
mazdé ekvivalencia osztalyat az % tort jeloli:

f1<l') _ M T xr) = x x
o) = ol — fi(x)ga(z) = folz)g1(x).

Az ekvivalencia osztalyokon az aldbbiak szerint bevezetjiik az tsszeadds (kivonas) és a szorzés
miiveletét:

fia) | fo(2) _ [i(2)ge(2) £ fol@)gi(z)  Ailx)  folz) _ filz)fole)
g(z)  ga(x) 91(2)92(x) C o) gar)  gi(w)ga(e)

Koénnyen igazolhatd, hogy a fenti miiveletek megaddsa szabdlyos, azaz a miiveletek ered-
ményeként kapott osztdly nem fiigg az ekvivalencia osztédlyokat képviseld (fi(z),g1(z)) és
(f2(x),g2(x)) reprezenténsoktol. Ha K (x) jeloli a raciondlis tortek % ekvivalencia os-
ztélyainak halmazat, akkor a K (x)-en az el6bbiek sordn értelmezett Osszeadds és szorzds
rendelkezik a jol ismert asszociativ, kommutativ és disztributiv tulajdonsdgokkal. Sot a
zérustol (ez most a ¢ osztdly) kiilonbozd elemeknek a szorzdsra nézve is létezik inverze: ha

% 7 %’ azaz ha f(z) # 0, akkor
f(z)

g()

()

Q

()

ahol 1 a K(z)-beli szorzdsra nézve egységelem. A K(z) elemeit (ezek ekvivalencia oszté-
lyok) is szokds raciondlis torteknek nevezni. A K[z] C K(z) tartalmazéds nyilvdnvald, ha
az f(x) € K[z] polinomot ,azonositjuk” az @ € K(z) ekvivalencia osztéllyal (raciondlis
tortel), amelyeket raciondlis egész fiiggvényeknek is neveziink.

Az (pq“(LS))m alaku raciondlis tortet eleminek nevezziik, ha a p(x) € Klz| polinom irre-

?

1
1

—

ducibilis a K felett és az u(z) € Klz] polinom fokszdméra deg(u(z)) < deg(p(z)) — 1
teljesiil.

5.9.Tétel. Legyen K C C egy szamtest, tekintsiik a konstanstdl kiilonbozo és 0 # a, € K
féegyiitthatoval rendelkezd g(x) € K[x] polinom K feletti

g(x) = an(p1(x))™ (p2(2))"...(pe())"
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primtényezos felbontdasat, ahol p;(x) € Klz|, 1 < i < t irreducibilis polinomok 1 foegyiit-
thatoval. Ekkor tetszodleges % € K(x) raciondlis tort megkaphaté eqy raciondlis egész

fligguénynek és bizonyos (pj‘((f)))m alaki elemi tortek Gsszegeként.

Bizonyitas. At > 1 egészre vonatkozo teljes indukciét alkalmazunk. Ha ¢ = 1, akkor legyen
vo(z) € Klz] és up(z) € Klz] az i () polinomnak a p;(z)-el valé maradékos osztdsdnal
fellépd osztédsi hanyados és maradék, ekkor

%f(x) = p1(x)vo(z) + uo(z)

és deg(ug(x)) < deg(pi(z)) — 1. Ha v(z) € Klz] és us(z) € K[z] a vo(z) polinomnak a
p1(z)-el valé maradékos osztasandl fellépd osztasi hanyados és maradék, akkor

%f(l’) = p1()vo(x Hauo () =p1 () (pr () v (2 Hun () Huo () = (p1 () *v1 (2 Hpa () w (2 Hauo (@),
ahol deg(uy(z)) < deg(pi(z)) — 1. A maradékos osztdsokat folytatva (az elstként fellepd

v(x) = 0 zérus osztdsi hanyadosig, amikor is u;(z) = v,_1(x)) jutunk el az % f(z) poli-
nomonak a p;(z) hatvényaival val6

1
—f(@) = w(@)(p1(@))' + wa (@) (pr(@) T + o+ u(@)p () + o ().
alaku felirdsdhoz, ahol deg(u;(z)) < deg(pi(x)) — 1 minden 0 < j <[ indexre. Most

f@) o/ @) w@)pi@) + we (@) (i) (@) () + ()

g(@)  (pa(2))er (p1())™

w(@)(pi(r)"  wea (@) (i) uo ()
BT N A ) R P e L
ahol a j > k; esetben A .
uj(2)(p1(2)) (@) (pa(2))’ ™
(p1(2))™ 1

raciondlis egész fiiggvény és a j < k; esetben

uj(z)(pr(x))  wy(x)

(p1(2))™ (p1())*r =9
elemi tort. Mivel raciondlis egészek Gsszege tjra raciondlis egész, ezért a t = 1 eset igazoldsét
befejeztiik.
Ha t > 2, akkor a K[z]-beli b(z) = a,(p1(x))* (po(x))*2...(pi1(z))F1 &s c(x) = (pi(z))*
polinomokra g(z) = b(z)c(z) és az 5.5.Kovetkezmény szerint Inko(b(z), c(x)) = 1. A 3.6.Té-
tel és az azt kovetd megjegyzés szerint 1éteznek olyan v(x) € K[z] és w(x) € K|[z] polinomok,
amelyekre

b(x)v(x) + c(x)w(zr) = 1.
fgy




ahol mindkét osszeadandoéra alkalmazva az indukcids feltevést megkapjuk az % el6dl-

litdasdt egy raciondlis egész és (p?(%))m alaki elemi tortek Osszegeként. Valoban, az %

nevezojében szerepld polinom primtényezos felbontdsdnak ¢ —1 kiilonb6z6 primtényezoje van,
u(z)

ezért %ZJ)@ megkaphaté egy raciondlis egész és olyan OR alakt elemi tortek osszegeként,

ahol 1 <i<t—1. Az w nevezdje egyetlen primtényezét tartalmaz c(z) = (pi(z))*,

c(x)
a t = 1 esetnél mar lattuk, hogy % megkaphaté egy raciondlis egész és (p?((f)))m alakui

elemi tortek osszegeként.

N
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