4. IRREDUCIBILIS POLINOMOK
4.A.Definicié. Legyen R C C egy szamgyfirfi, ekkor a p(r) € R[z] polinomrdl azt mond-

juk, hogy az R (szamgytirii) felett reducibilis (vagy azt, hogy R[z]-ben reducibilis), ha
léteznek olyan u(z) € R[z| és v(x) € R[z] polinomok, amelyekre deg(u(x)) > 1, deg(v(x)) >
1 és p(z) = u(x)v(x). Tehat egy reducibilis polinom legalabb mésodfoki. Ha a p(x) € R]x]
konstanstdl kiilonb6z6 polinom nem reducibilis az R felett, akkor azt mondjuk, hogy irre-
ducibilis az R (szamgyiirii) felett (vagy azt, hogy irreducibilis R[z]-ben). A konstans
polinom nem reducibilis, de nem tekintjiik irreducibilisnek sem. Minden els6foki polinom

irreducibilis (bdrmilyen széamgyfirii feltt).Q

4.1.Tétel (Schonemann-Eizenstein kritérium). Legyen q > 2 olyan primszdim, amely
osztdja az egész egyiitthatds p(x) = ag + a1 + ... + ap_ 12" + a,a" € Z[z] polinom
ag, 1, ..., an_1 € 7Z eqyiitthatdinak, tovdbbd q mem osztdja az a, és q> nem osztdja az ag
egyiitthaténak: q | ar, minden 0 < k < n — 1 indexre, tovdbbd q 1 a, és ¢* { ap. Ekkor a p(z)
polinom irreducibilis a 7, szamgytrt felett.

Bizonyitas. Amennyiben az
w(z) =bo + brx + ... + bx” € Z[x] és v(x) = cg + 1z + ... + cx° € Z[x]

polinomokra deg(u(z)) = r > 1, deg(v(z)) = s > 1 és p(z) = u(z)v(z), akkor n = r + s,
an = bpCs 68 ag = bocy. Mivel q 1 a,, ezért g1 b, és q1c,. A q | ag oszthatésdg és ¢* 1 ap miatt
vagy q | by és q 1 co, vagy q | co és q 1 by teljesiil.

Az u(z) és v(x) egyenrangi szerepére vald tekintettel elegendd az elséként emlitett g | by és
q 1 co esettel foglalkozni. Tekintsiik azt az 0 < i < r — 1 indexet, amelyre

q ’ b07q | blv"'aq ’ bl és q)(bi—i-l
(q | bo és q 1 b, miatt ilyen i létezik). Az
@ip1 = boCip1 + bici + ... + bicy + bipico
egyenloséghol kapjuk, hogy
biy1co = @ip1 — boCip1 — bic; — ... — bicy,

ahonnan tekintettel a q | by, q | b1,...,q | b; és q | a;41 oszthatdésdgokra (az utébbi i + 1 <
r=n—s <n—1 miatt igaz) a q | b;;1¢o eredményhez jutunk, ellentmondédsban azzal, hogy

q)fbi—s—l és q)fCO.
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4.B.Definicié. Az egész egyiitthatés f(z) = ap+a1x+ ... +a,2™ € Z[z] polinomrdl azt
mondjuk, hogy primitiv, ha nem létezik olyan d > 2 egész szdm, amelyik az ax, 0 < k <n
egyiitthatok mindegyikének osztdja, azaz ha

Inko(ag, a1, ..., a,) = 1.9

4.2.Tétel (Gauss lemma). Az f(z) = ap + a1z + ... + a,a™ € Z[z] és
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g(x) = bo+b1x+...+by,x™ € Zlx] primitiv polinomok f(x)g(x) szorzata is primitiv polinom.

Bizonyitas. Az f(x) primitiv, ezért tetszleges ¢ > 2 primszam esetén létezik olyan 0 <
1 < n index, amelyre

q|ao,q|ai....q|ai-1ésqfa;
(az i = 0 esetben ez q t ag teljesiilését jelenti). Mivel g(z) is primitiv, ezért létezik olyan
0 < j < m index, amelyre

qlbo,q|b,..sq|bj—1ésqtb;
(a j = 0 esetben ez ¢ 1 by teljesiilését jelenti).
Nyilvdnval6, hogy az f(z)g(x) = ug + ur® + ... + wip ;27 + .. + Up ™™™ szorzat polinom

Uirj = Gobipj + ... + a;_1bj11 + a;bj + aj1bj—1 + ... + aiqjbo
egytitthatoja nem oszthaté g-val. Valéban,
q | aobiyj + ... +a;_1bj11 €8 q | aip1bj1 + ...+ aiybo,

tovdbbd g { a; és ¢ 1 b; miatt ¢ 1 a;b; (itt felhasznéltuk, hogy g primszdm). Tehat nem létezik
olyan ¢ > 2 primszdm, amely minden ug, 0 < k < n 4+ m egyiitthatonak osztéja. lgy azt
kaptuk, hogy az f(z)g(z) szorzat polinom is primitiv.
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4.3.Allitas. Bdarmely zérustol kilonbozo raciondlis egyiitthatds R

f(x) = ro + 1w+ ... + 12" € Q[z] polinom egyértelmiien irhaté f(x) = ¢ f(x) alakban,

ahol f(x) € Z[x] primitiv polinom, tovabbd az a > 1 és b > 1 egész szamok relativ primek:
Inko(a, b) = 1.

-~

Bizonyitas. Az rg,71,...,7, € Q raciondlis szdmokat felirhatjuk egész szamok hanya-
dosaként gy, hogy egy alkalmas ¢ > 1 egész szamot hasznalunk kozos nevezonek:

Uo U1 Up,
To= —,T1 = =

Legyen d =Inko(ug, uy, ..., u,) > 1, ekkor
ug = dvg, uq = duvn, ..., u, = dv,
olyan vy, v1, ..., v, € Z egész szamokkal, amelyekre
Inko(vg, v1, ..., v,) = 1.
lgy ] .
flx)=ro+rmz+..+ra" = g(vo + 0T+ ... Foa") = gf(a:),

-~

ahol f(x) = vo+viz+...4+v,2" € Z[x] primitiv polinom és d = sa, t = sb az s =lnko(d, t) > 1
legnagyobb kozos osztéval, valamint az a > 1 és b > 1 relativ prim egészekkel (Inko(a, b) = 1).
Amennyiben f(z) = Z—: g(x) teljesiil az a’ > 1 és b’ > 1 relativ prim egészekre (Inko(a’, ') = 1)
és a g(x) € Z[z] primitiv polinomra, akkor az Z—,l g(x) = %f(x) egyenldségbdl a’bg(x) = ab’ f(x)
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kovetkezik. Ha a’b # ab’, akkor a’b > 1 és ab' > 1 miatt létezik olyan ¢ > 2 primszam, amely
kiilonboz6 kitevével szerepel az a'b és az ab’ szamok primtényezés felbontdséban. Ha ez a
kitev6 az a’b-ben nagyobb, akkor az a'bg(x) és az ab' f(x) polinomok egyiitthatéinak egyen-
16sége azt eredményezi, hogy az f(:c) polinom minden egyiitthatdjanak osztéja q. Forditva,
ha ez a kitevt az ab’-ben nagyobb, akkor az egyiitthatok el6bbi egyenldsége azt eredményezi,
hogy a g(z) polinom minden egyiitthatdjdnak osztéja gq. Mindkét esetben ellentmondésba
keriilink azzal, hogy f(z) és g(z) primitivek. Tehdt a’b = ab/, ahonnan g(z) = f(z) és
¢ = ¢ kovetkezik. Az utébbi egyenldség az Inko(a,b) = 1 és Inko(d’,b’) = 1 tulajdonsé-
gokkal rendelkez6 a > 1, b > 1, @’ > 1, b/ > 1 egészekre csak akkor teljesiil, ha a = o’ és
b=1.
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4.4.Tétel. Ha az egész egyiitthatés f(x) € Z[x] polinom reducibilis a Q szamtest felett,
akkor reducibilis a 7. szamgytrt felett is. Mdsképpen fogalmazva: ha az egész eqyiitthatds
g(x) € Z|x] polinom irreducibilis a 7 szamgytri felett, akkor irreducibilis a Q szdmtest felett

1S.

Bizonyitds. Az f(z) reducibilitdsa a Q felett azt jelenti, hogy f(z) = u(x)v(x) teljesiil
olyan u(z) € Q|z] és v(z) € Q[z] polinomokra, amelyekre deg(u(x)) > 1, deg(v(z)) > 1.
Tekintsiik most a 4.3.Allitdasban megadott alakjit a fenti polinomoknak:

/ "
-~ a a

f@) = 5F@)  u(@) = Za) | o) = 5).

Mivel f(x) € Z[x] egész egyiitthatos, ezért konnyen lathat6, hogy b = 1. Az eddigiek alapjan

a -~ a'a” T

fl@) = 7@ = L)) = Sa@)i)

%—nek az egyszeriisitett alakja (% = I, Inko(r,s) = 1,7 > 1, s > 1),
tovabbd a 4.2.Tétel szerint az ()0 (z) szorzat polinom primitiv. Igy a racionalis egyiitthatés

polinomok 4.3.Allitasban megadott alakjanak egyértelmfisége miatt kapjuk, hogy

ahol az g tort

flz) =t(z)o(z) ésr=a, s=1.
Az % = r tort az Inko(a’, ') = 1 és Inko(a”,0”) = 1 tulajdonsdgokkal rendelkez6 o >
1LY >1,d" > 1, 0" > 1 egészekkel csak ugy lehet egész szdm, ha
Tehat

/ , " , ,
i €s 57 egész szadmok.

al&//

i) = (i) (5i).

ami Z—,l,ﬂ(x) € Z[z] és 4 0(x) € Z[z] miatt f(x) reducibilitdsét jelenti a Z szamgyftirt felett.

fz) =

Lo

4.5.Allitas. Legyen p(z) € K[x] irreducibilis polinom a K C C szamtest felett, ekkor az
aldbbiak teljesiilnek.

1. p(x)-nek csak trividlis osztoi léteznek K[x]-ben: h(x) € Klz| és h(z) | p(x) esetén
h(x) ~ 1 vagy h(z) ~ p(z).
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. Tetszdleges h(x) € K[z] polinomra vagy Inko(p(x),h(x)) =1, vagy
Inko(p(x), h(x)) = p*(z).
3. Tetszoleges h(x) € K|x] polinomra vagy Inko(p(z), h(z)) = 1, vagy p(x) | h(x).

4. Amennyiben egy h(z) € Klx] polinomnak és p(x)-nek létezik kozos gyoke,
akkor p(zx) | h(z).

5. Ha a p(x) | fi(x)fa(x)...fr(x) oszthatdsag teljesiil az fi(x), fa(z), ..., fr(x) € K[z] poli-
nomokra, akkor p(x) | fi(x) valamelyik 1 <i <r indexre.

6. Ha egy h(x) € Klz| polinomra h(x) ~ p(x), akkor h(x) is irreducibilis a K szdmtest
felett.

Bizonyitas.

1. A h(x) | p(z) oszthatésdg azt jelenti, hogy p(x) = h(x)q(z) valamilyen ¢(z) € Clz]
polinomra. A 3.5.Allitds 1.része szerint ilyenkor q(z) € Kl[z] is teljesiil, ami p(z)-
nek a K feletti irreducibilitdsara val6 tekintettel azt eredményezi, hogy a fokszdmokra
deg(h(z)) = 0 vagy deg(g(x)) = 0 teljesiil. A deg(h(z)) = 0 esetben h(z) = ¢ # 0
konstans polinom, azaz h(z) ~ 1. A deg(q(x)) = 0 esetben deg(p(z)) = deg(h(x)) +
deg(q(x)) miatt deg(h(z)) = deg(p(x)), ahonnan a 3.5.Allitas 4.része (és h(x) | p(x))
alapjan h(z) ~ p(x) kovetkezik.

2. Legyen d(z) =Inko(p(z), h(z)), ekkor d(z) € K[x] és d(z) | p(z). Igy a mar igazolt
1.részt haszndlva kapjuk, hogy a d(x) ~ 1 vagy a d(x) ~ p(x) asszocidlt viszonyok
valamelyike teljesiil. Mivel d(x) féegyiitthatéja 1, ezért d(x) = 1 vagy d(z) = p*(x).

3. A madr igazolt 2.rész szerint, ha Inko(p(x), h(z)) # 1, akkor Inko(p(x), h(z)) = p*(z).
Az Inko(p(z), h(z)) = p*(x) esetben p*(z) | h(z), ahonnan p(x) | p*(x) miatt kapjuk a
kivéant p(x) | h(x) oszthatdésdgot.

4. Az lInko(p(x), h(z)) = 1 egyenléség most nem teljesiilhet, hiszen az 1 konstans polinom-
nak nincs gycke és a 3.5.Allitds 9.része szerint a p(z) és h(z) polinomok barmely kozos
gyoke a legnagyobb kozos osztéjuknak is gyoke. Tehdt a mér igazolt 3.rész alapjén a
p(z) | h(z) oszthatdsag teljesiil.

5. Nyilvanvaléan elegend6 az r = 2 esettel foglalkozni: p(x)

|
3.rész szerint vagy p(z) | fao(x), vagy lnko(p(x), fo(z)) =
3.8.Tétel 3.része a p(x) | fi(x) oszthatésdgot garantalja.

fi(z) f2(x). A mar igazolt
1. Az utébbi esetben a

6. Amennyiben h(x) reducibilis K felett, akkor léteznek olyan u(x) € K|x] és v(x) € K|x]
polinomok, amelyekre deg(u(x)) > 1, deg(v(z)) > 1 és h(z) = u(z)v(z). Mivel a
h(z) ~ p(x) asszocidltsag miatt p(z) = ch(z) teljesiil valamilyen ¢ € C szdmra (ldsd
a 3.5.Allitds 3.részét), ezért a p(z) = ch(x) = (cu(z))v(z) felbontdshoz jutunk. A
p(x),h(z) € K[z] tartalmazasok miatt ¢ € K. Igy cu(z) € K[z] és deg(cu(z)) =
deg(u(z)) > 1 miatt ellentmondésba keriiliink p(x) irreducibilitasaval.
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4.6.Tétel (az ,algebra alaptétele”). Tetszobleges deg(f(z)) > 1 tulajdonsagi f(x) € Clz]
polinomnak létezik gyoke C-ben, azaz van olyan « € C komplex szdm, amelyre f(a) = 0.

Megjegyzés. Az Algebra Alaptételének tobb bizonyitdsa ismert, itt ezek egyikét sem
kozoljiikk. Mindegyik bizonyitds analizisbeli eredményekre tdmaszkodik, még a leginkdbb
algebrainak tekintheté bizonyitdsban is sziikség van arra a folytonos valés fiiggvényekkel
kapcsolatos észrevételre, hogy egy paratlan fokszamu valds egyiitthatés polinomnak létezik
valos gyoke.

4.7.Tétel. A p(x) € Clz| polinom pontosan akkor irreducibilis a C szamtest felett, ha
deg(p(z)) = 1.

Bizonyitis. Ha deg(p(z)) = 1, akkor mar a 4.A.Definiciéban megjegyeztiik, hogy p(z) irre-
ducibilis. Ha deg(p(z)) > 2, akkor a 4.6.Tétel szerint létezik a p(x) polinomnak valamilyen
a € C gyoke: p(a) = 0. A 3.4.Allitast (Bezout tételét) alkalmazva kapjuk az z — o | p(x)
oszthatdségot, tehdt p(z) = (r—a)q(z) az x —a € C[z] és valamilyen ¢(x) € C|x] polinomra.
Most deg(p(x)) = deg(x — «) + deg(q(z)), ahonnan deg(q(z)) > 1 adddik, ami azt jelenti,
hogy p(z) reducibilis a C szédmtest felett.
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4.8.Tétel. A p(zx) € R[z| polinom pontosan akkor irreducibilis az R szdamtest felett, ha
deg(p(z)) = 1 vagy deg(p(x)) =2 és p(x)-nek nincs valds (R-beli) gyoke.

Bizonyitas. Ha deg(p(z)) = 1, akkor mar a 4.A.Definiciéban megjegyeztiik, hogy p(x) irre-
ducibilis. Ha deg(p(x)) = 2 és p(z)-nek nincs valés (R-beli) gyoke, akkor a p(z) = u(z)v(z)
egyenloség a deg(u(x)) > 1 és deg(v(x)) > 1 tulajdonsdgi u(z),v(x) € R[x] polinomokra
deg(p(z)) = deg(u(z))+deg(v(z)) miatt csak gy teljesiilhet, ha deg(u(z)) = deg(v(x)) = 1.
Az u(x) € R[z] els6foki polinomnak van valés (R-beli) gyoke, ami nyilvanvaléan gyoke p(z)-
nek is. A kapott ellentmonddst az okozta, hogy a p(x)-r6l feltételeztiik, hogy reducibilis az
R szdmtest felett.

Ha deg(p(x)) > 2 és p(x)-nek létezik valés o € R gyoke, akkor a 3.4.Allitast (Bezout tételét)
alkalmazva kapjuk az x — a | p(x) oszthatésdgot, tehat p(x) = (x — a)q(x) az v — o €
R[z] és valamilyen ¢(z) € C[z] polinomra. Mivel p(z) € R[z], ezért a 3.5.Allitas 1.része
szerint ilyenkor ¢(z) € R[z] is teljesiil. Most deg(p(z)) = deg(z — a) + deg(¢q(z)), ahonnan
deg(gq(z)) > 1 adédik, ami azt jelenti, hogy p(x) reducibilis az R szémtest felett.

Ha deg(p(z)) > 3 és p(xz)-nek nem létezik valos gyoke, akkor a 4.6.Tétel szerint létezik
komplex a € C gyvke: p(a) = 0. Mivel a ¢ R, ezért @ # « (itt @ € C az « konjugéltjét
jeloli). A p(z) = co + 12 + ... + ¢, 2™ polinomnak @ is gyoke, hiszen a ¢, € R, 0 < k <n
egyiitthatokra ¢, = ¢, tovdbbé a konjugdldsnak az 1.2.Allit4s 4.részében leirt tulajdonsagait
felhaszndlva kapjuk, hogy (@)* = ok és

p(@) =+ Cla—i- .t cn(@)" = Eo +Ela+ +Enm =

=G+ aa+..+ca" =cy+ it ... +cpa” =pla) =0=0.




Ismét a 3.4.Allitdst (Bezout tételét) alkalmazva kapjuk az (z—a)(z—a) | p(z) oszthatésagot,
tehat p(z) = (r — a)(z — @)q(z) teljesiil valamilyen ¢(x) € C[x] polinomra. Mivel az
(r—a)(r—a)=2*—(a+a)+aa

polinom egyiitthatéi valds szamok (a + @, aa € R), ezért (x — a)(z —a) € Rlz]. A p(x) €
R[z] tartalmazédsra és a 3.5.Allitds 1.részére valé tekintettel g(z) € R[z] is teljestil. Most
deg(p(z)) = deg((z — a)(z — @)) + deg(q(x)), ahonnan deg(p(x)) > 3 figyelembe vételével
deg(q(z)) > 1 adédik. Tehat p(x) reducibilis az R szédmtest felett.
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