3. EGYVALTOZOS POLINOMOK

3.A.Definicié. Komplex szamok egy f = (ag,ay, ..., ax, ...) végtelen sorozatardl azt mond-
juk, hogy polinom, ha létezik olyan m > 0 egész, hogy minden k£ > m indexre a; = O.
Az ap, € C szdmot nevezziik az f polinom k-ad fokiu egyiitthatéjanak. A 0-tdl kiilon-
boz6 szémot nem tartalmazé 0 = (0,0, ...,0,...) polinomot zérus polinomnak nevezziik.
Az f és g = (bg, by, ..., b, ...) polinomokra f = g, ha ay = by minden k > 0 egész szdmra.
Amennyiben f # 0, akkor a legnagyobb index{i nem zérus a,, # 0 egyiitthatét nevezziik az
f polinom féegyiitthatéjanak és ennek indexét n-et a polinom fokszdmanak, ilyenkor

0= Apt1 = Apy2 = ... = A = ...

és a fokszamra a deg(f) = n jelolést alkalmazzuk: deg(f) > 0. A zérus polinomnak a
fokszama legyen —oo. Ha tudjuk, hogy az f polinom legfeljebb n-ed foki, akkor ezt a tényt
gyakran dgy jelezziik, hogy f-nek csak az els6 n + 1 darab egyiitthatéjat frjuk ki:

f=(ao,a1,...,a,) < deg(f) <mn,

a zérus polinom esetében 0 = (0,0,...,0) tetszbleges (véges) szdmu zérust irhatunk. Egy
k > 0 egész szamra az [ polinom k-ad foku tagjdn az alédbbi (az aj # 0 esetben pontosan
k-ad foku) polinomot értjiik:

0. 1. k—1. 0. 1. k—1.
(0,0,..., 0 ,ap..)=(0,0,...., 0, ax).

Legyen H C C tetszbleges részhalmaz, ekkor az f = (ag,ay,...,ax,...) polinomrdl azt
mondjuk, hogy H-beli egyiitthatés, ha a; € H teljesiil minden £ > 0 egészre. Nyilvanvald,
hogy a 0 ¢ H esetben egyetlen H-beli egyiitthatés polinom sem létezik. Amennyiben
{0,1} C H, akkor a zérus polinomon kiviil emlitést érdemel a H-beli egyiitthatés

x=(0,1,0,0,...,0,...) = (0,1)
els6foki polinom, ebben az esetben a H-beli egyiitthatés polinomok halmazéra a
Hlz| ={f| f = (ap, a4, ..., a, ...) polinom és a; € H minden k > 0 egészre}

jelolést hasznéljuk. Igy C|x] az tsszes polinom éltal alkotott halmazt jelenti.
Az f = (ag,aq,...,a,) polinom « € C helyen (komplex szdmon) felvett helyettesitési
értékén az

fla)=ay+ aa+ ... + a,a”
komplex szamot értjiik, ahol n = deg(f). Ha f(a) = 0, akkor azt mondjuk, hogy az «
gyoke az f(r) polinomnak. A helyettesitési érték fenti értelmezése miatt tekintjiik az
f = (ag,ay, ..., a,) polinomot az

flx)=ao+ a1z + ... + apz"

algebrai kifejezésként is (amely a polinomok alabbi szorzési szabélyét és bizonyos mértékben
a H|[z] jelolést is magyardzza). A késébbiekben az f = f(x) egyenléségnek a valodi értelmét
is latni fogjuk.



Az tsszeaddst, kivondst és a szorzdst az aldbbi médon értelmezziik polinomokra:
frg=1(apLtby,ar £by,...;ar £ bg,...) és [ g = (ug,uq,..., ug, ...),

ahol a £ > 0 indexre
k
up = aoghy, + a1bp—1 + ... + ag_1b1 + apby = Zaibkﬂ'
i=0

Nyilvdanvalé, hogy f+0=0+ f=f, f—f =0, f-0=0-f =0, tovdbba az a,b € C
szamokkal (a) £ (b) = (a £ ), (a) - (b) = (ab) és (a) - f = [ - (a) = (aay,aay, ..., aag, ...),
f-(1)=()-f=f. Az el6bbiek szerint az (a) alaki polinomok a miiveletekre nézve gy
viselkednek mint az 6ket megadé komplex szamok, ezért nem okoz félreértést, ha az a szémot
és az (a) polinomot az azonositjuk:

(a) = (a,0,0,...,0,...) = a.

Ha az f polinom nulladfoki vagy zérus (<= deg(f) < 0), akkor f = (f(0)) = f(0) és
ilyenkor azt mondjuk, hogy f konstans polinom.Q

3.1.Allitas. Az a € C komplex szimra, az f = (ag, ay, ..., ax,...), g = (b, by, .., by, ...) €s a
h = (co,c1, ...y Ck, ...) polinomokra az aldbbiak teljesiilnek.

1. f+g és f— g olyan polinomok, amelyekre

deg(f + g) < max{deg(f),deg(g)} és deg(f — g) < max{deg(f),deg(g)}

Amennyiben deg(f) # deg(g), akkor a fenti egyenldtlenségekben egyenldség teljesiil.
Amennyiben n = deg(f) = deg(g) és a, = b, (azaz, ha az n-ed foku tagok mege-
gyeznek), akkor deg(f —g) <mn—1.

2. (ftg)+h=f+(@+h), frg=g+f, (f—9)+g=fé (fEtg)(a)= f(a)Lg(a).

3. f - g olyan polinom, amelyre deg(f - g) = deg(f) + deg(g).
Ez azt is jelenti, hogy az f # 0 # g esetben: f-g # 0.

4. (f-9)-h=f-(g-h), frg=g-F, (fxg)-h=(f-h)£(g-h) é (f-g)(a) = f(a)g(e).
Az fi1, fay ..y frr € Clz]| polinomokra az r-tényezos fi- fao-...- fr szorzat értéke fiiggetlen
annak zdrdjelezésétol.

Ha f#0 és a g1,92 € Clx] polinomokra f - g1 = f - g2, akkor g1 = go.

5. Ha R C C egy szamgytrt, o € R és f,g € R[x], akkor f+g € R[z], f-g € R[z] és
f(a) € R.

Bizonyitds. Ha f = 0 vagy ¢ = 0, akkor a fenti allitdsok mindegyike teljesiil, tehat
a bizonyitds sordn végig feltételezhetjiik, hogy f = (ao,a1,...,a,) # 0 egy n-ed foku és
g = (bo, b1, ..., b)) # 0 egy m-ed foki polinom.
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1. Ha k > max{n, m}, akkor a;, = by = 0, azaz ay£b;, = 0. Tehét f+g és f—g polinomok,
tovdbbd deg(f + g) < max{n,m} (az f £ g = 0 esetben —oco < max{n,m}).

Ha deg(f) # deg(g), akkor az n > m esetben a,, + b, = a,, # 0 és az m > n esetben
A £ by = by, # 0.

Ha n = deg(f) = deg(g) és a, = by, akkor a,, — b, = 0 és igy deg(f —g) < n—1
addédik.

2. Konnyen igazolhatd.

3. Most a,b,, #0 és k> n+m + 1 esetén az aldbbi

bn+m - bn+m71 = ... = bm+1 = O,
0=api1 = ... = Qnam—1 = Qpym = ... = Ap—1 = A,
by =bx1=...=bppn=...=bp1 =0

egyenloségek miatt
U m=000n 4 t01bp -1+ A1 O 1+ byt 1 by 1+ A — 1 D10 4 D=, D
valamint
ug = agby, + a1bg—1 + ... + apbp—p + aps1bp_n_1 + ... + ar_1061 + axby = 0.
Tehat f - g polinom, tovabba deg(f - g) = n +m = deg(f) + deg(g).

4. Az (f-g)-h = f-(g-h) azonossag igazoldséra szoritkozunk, innen a 14.2.Allitds szerint
kovetkezik az fi - fo - ... - f. szorzatnak a zdrdjelezéstol valé fiiggetlensége.

Az (f - g) - h polinom [-ed foku egyiitthatéja
Wy = ugCp + U1 + oo F URC_g F o + w101 + wpco = (agho)cr + (agby + arbo)ck_1 + ...

. (aobk + Clek,I + ...+ aibk,i + ...+ ak,1b1 -+ (J,kbg)cl,k + ...
.ot (aobl,1 + a9 + ... + a;_9b; + al,1b0)01 + (aobl +aib_1+ ...+ a;_1b; + albo)CO =

= E a;br_ici_.

0<i<k<l

Legyen g - h = (vg, vy, ..., Vg, -..), ekkor
v = bocp, + bicr—1 + ... + bp_1c1 + brco
és az f - (g- h) polinom [-ed foku egyiitthatéja
w] = agu; + a1v;_1 + ... + ;Ui + ...+ a1V + aug =

= ao(bocl + b1+ ...+ b_1c1 + blCO) + al(bocl_l + bic_g + ... + bj_ac; + bl_lcg) + ...
e ai(bocl_i + blcl_i_l + ...+ bjcl—i—j + ...+ bl_i_lcl + bl—iCO) + ...
e T CLl_l(bOCl + blco) + CL[(bOCO) =
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= E aibjcl_i_j.

SexhLUSS >

Mindkét 6sszegben az olyan a;bsc; szorzatok szerepelnek, amelyeknél ¢ > 0
és i+ s+t =1. Tehat w) = w minden [ > 0 egészre, ahonnan (f - g) - h
kovetkezik.

5. Konnyen igazolhato.

|

3.B.Definicié. Egy k > 1 egész szamra a h € Clz] polinom k-adik hatvanyat a k
tényezos
We=h-h-..h

szorzat értelmezi (amely a zéréjelezésétol fiiggetlen). Az f = (ao, ay, ..., a,) polinom helyet-
tesitési értéke a h helyen legyen az

f(h) = ag+ arh + ... + a,h"
polinom.Q
3.2.Allitas. Az f,g,h € Clz] és az x = (0,1,0,0,...,0,...) = (0,1) polinomokra:
L. deg(f(h)) = deg(f)deg(h) (itt f#0#h).
2. (f£g)(h) = f(h) £ g(h).
3. (f-9)(h) = f(h)-g(h).
4. Ha o € C, akkor (f(g)) (o) = f (g(e)).
5. (f(g)) (h) = f(g(h)).
6. f(z)=f.
7. Ha R C C egy szamgyiirts és f,h € Rlz], akkor f(h) € R[z].

Bizonyitas.

1. Mivel a 0 < k < n — 1 egészekre deg(ay) < 0, ezért a 3.1.Allit4s 3.részét haszndlva
kapjuk, hogy

deg(arh®) =deg(ar) + k deg(h) <k deg(h) <ndeg(h)=deg(a,) + ndeg(h) =deg(a,h™),
ahonnan a 3.1.Allitds 1.részére valé tekintettel
deg(f(h)) = deg(ap + a1h + ... + a,h™) = deg(a,h"™) = ndeg(h) = deg(f) deg(h)

kovetkezik.



2. Konnyen igazolhato.

3. Legyen g = (bo, b1, ...,bm) és f-g = (ug, U1, ..., Uptm), ekkor a 0 < k < n+ m egészekre
up = agbg+aibg—1+...+ap_1b1+arby. A nyilvdnvald (a;h")(bjh?) = (a;b;)h'*7 egyenldség
és a polinomok szorzdsdnak az Osszeaddsra vonatkozé disztributivitdasa miatt (lasd a
3.1.Allitéds 4.részét) kapjuk, hogy

f(h)-g(h)=(ap + arh + ... + a,h™)(bo + b1h + ... + b, A™) = Z (ah?) (b;h7) =

0<i<n 0<j<m
o n+m
= ) (abp)h=)" ( > aibk_i> hE =g+ urh =+ ... 4 Unpmh" ™ = (f-g)(h).
0<i<n 0<j<m k=0 \0<i<k
4. A 3.1.Allit4s 2.részében és 4.részében taldlhat6 szabalyokat alkalmazva kapjuk, hogy
(f(9)) (@) = (ag + arg + ... + ang")(a) = ao(@) + (a19)(@) + ... + (ang") (@) =
= ao(@) + ar(a)g(a) + ... + az(a)g"(a) = ao + arg(@) + ... + an(g(a))" = f (9(a)).
5. Most a mér igazolt (3.2.Alh’té,sbeli) 2.rész és 3.rész alapjan kapjuk, hogy
(f(9)) (h) = (a0 + a19 + ... + ang")(h) = ao(h) + (a19)(h) + ... + (ang")(h) =

= ag(h) + ar(h)g(h) + ... + an(h)g"(h) = ao + arg(h) + ... + an(g(h))" = f (9(h)).

0. 1.  k—1.
6. A konnyen ellendrizheté 2% = (0,0,..., 0 ,1) egyenléséget felhasznélva kapjuk, hogy

0. 1. :
flz)=ao+ a1z + ... + apz" = ag + a1(0,1) + ... + a,(0,0, ..., 0 ,1) =

n—1

0. 1. .
= (a0, 0, 0,0, ) + (0,a1,0, 00, 0,.) 4 oo+ (0,0, 0, 0 a0, 0,...,0,..) =
= (ag, a1, ..., ap, 0,...,0,...) = (ag, a1, ...,a,) = f.

7. Konnyen igazolhaté.

o0
Megallapodds. A most igazolt 3.2.Allitds 6.része alapjén a tovabbiakban az

f = (agp,a,...,a,,0,...,0,...) = (ag, az, ..., ay)

polinomot mindenkor az f(x) = ag + a1 + ... + a,z™ alakjdban hasznaljuk, amelynek k-ad
fokt tagja az apx® polinom. A polinomokra megismert miiveleti szabdlyok (ldsd a 3.1.Al-
litast) miatt az ilyen alakban felirt polinomokkal gy szdmolhatunk mint az elemi algebraban
megszokott tobbtagi osszegekkel.



3.3.Tétel (a maradékos osztasrdl). Az f(x) = ag + a1z + ... + a,x™ és a nem zérus
g(x) = by + byx + ... + by,x™ polinomokhoz taldlhato egyetlen olyan q(x) € Clx] és egyetlen
olyan r(x) € Clx] polinom, amelyekre deg(r(z)) < deg(g(z)) — 1 és

f(x) = g(z)q(x) + r(z).

)
Tehdt a q1(x) és az ri(x) polinomokra a deg(ri(x)) < deg(g(x)) — 1 és az
f(x) = g(x)q1(x) + ri(x) feltételek csak a q(x) = q(x) és ri(x) = r(z) esetben teljesiinek.
Amennyiben o K C C szdamtestre f(z),g(x) € Klz], akkor q(z),r(z) € K|x].

Bizonyitas. Nyugodtan feltételezhetjiik, hogy f(x),g(x) € K|[z], hiszen a K = C esetben
ez mindenképpen teljesiil. Legyen tovabba m = deg(g(x)).
Amennyiben f(z) = 0 vagy n = 0, akkor az m = 0 esetben a K|[x]-beli

q(z) = 90 4 r(z) =0
bo
polinomokra f(z) = ( Jq(x) 4+ r(x) és deg(r(x)) = —c0o < =1 =m — 1 = deg(g(x)) — 1.
Amennyiben f(z) = 0 vagy n = 0, akkor az m > 1 esetben a K[x]-beli

a(x) = 0 és r(z) = f(a)

polinomokra f(z) = g(z)q(x) + r(x) és deg(r(z)) <0 <m —1 = deg(g(x)) — 1.

Tegyiik fel, hogy az n > 0 egészre minden deg(f(z)) < n tulajdonsdgu f(x) € K|[z] poli-
nomnak elvégezhet$ a maradékos osztédsa a g(x) € K[z]| polinommal, tehét az

f(z) = g(x)q(x) + r(x) és deg(r(z)) < m —1=deg(g(x)) — 1 feltételek teljesiilnek bizonyos
q(z),r(z) € K[z] polinomokra.

Tekintsiink most egy K[x]-beli n + 1-ed foku

h(z) = co + 10 + ... + o™ + ™t
polinomot, ekkor az n + 1 < m — 1 esetben a K|[z|-beli
() = 0 & 7(x) = h(x)

polinomokra h(x) = g(z)q(x) + r(z) és deg(r(z)) =n+1<m —1=deg(g(x)) — 1.
Ha n+ 1 > m, akkor a 3.1.Allitds 1.részére val6 tekintettel a K[z]-beli

(@) = hiz) — 2Lt g ()

polinomra deg(f(z)) < n, hiszen a h(z)-nek és G2+ g(x)-nek azonos a fétagaja:

C

n+1 n+l pn—m+1 m

Cppr12" T = <_b T )(bm:c ).
m

Az indukci6s feltevésiinket alkalmazva a fenti f(z)-re, olyan ¢(z),r(z) € KJz| polinomok
létezését kapjuk, amelyekre

h(z) - Cg—:ja:"—m“gw — g(@)g(x) + r(x)



és deg(r(x)) <m —1=deg(g(x)) — 1. Innen

Cn n—m
(@) = (g(a) + S0 ) (0) + r(a)
adodik a g(x) + %x”’m“ € Klx] polinommal, ami azt jeleni, hogy h(x)-nek is elvégezhet
a maradékos osztésa g(x)-el.
Az egyértelmiiség igazoldséhoz tételezziik fel, hogy a q(x), ¢1(z) és r(x), r1(z) polinomokra

f(@) = g(x)q(x) +r(z) = g(x)q(x) + ri(z)
tovdbbd, hogy deg(r(x)) < m — 1 és deg(ri1(x)) < m — 1. Ekkor

r(z) — () = g(@)(q(z) — q(2)),

deg(r(z) — r1(z)) < max{deg(r(r)), deg(ry(x))} <m —1,

deg(g(z)(q1(z) — q(x))) = deg(g(x)) + deg(q1(z) — q(x))

és deg(g(x)) = m miatt csakis a deg(q1(x) — q(z)) = —oo esetben teljesiilhet. Tehdt ¢ (z) —
q(z) = 0, ahonnan r(z) — r1(z) = 0 is kovetkezik.

HE
3.C.Definicié. Legyenek f(z), g(z) € C[z]| polinomok.

1. Ha g(z) # 0, akkor a 3.3.Tétel szerint egyértelmiien léteznek olyan ¢(z) € Clz] és
r(z) € Clz] polinomok, amelyekre f(z) = g(x)q(z)+r(z) és deg(r(x)) < deg(g(z))—1.
Azt mondjuk, hogy az f(z)-nek a g(x)-el valé maradékos osztdsandl q(z) az osztasi
hanyados és r(x) az osztdsi maradék.

2. Ha g(x) # 0 és létezik olyan ¢(x) € Clz] polinom, amelyre f(x) = g(x)q(x), akkor azt
mondjuk, hogy f(x) oszthaté g(x)-el, vagy azt, hogy ¢g(z) osztéja f(x)-nek. Ilyenkor
az r(z) = 0 polinomra f(x) = g(x)q(z) + r(z) és deg(r(z)) = deg(0) = —oco0 <
deg(g(z)) — 1 teljesiil, ami azt jelenti, hogy az f(x)-nek a g(z)-el val6 maradékos
osztdsdndl q(z) az osztédsi hdnyados és r(z) = 0 az osztdsi maradék. Az oszthatésdg
jelolése a g(z) | f(x) médon torténik.

3. Ha f(z) oszthaté a g(z) # 0 polinommal és g(z) is oszthaté az f(z) # 0 polinommal,
azaz g(x) | f(x) és f(x) | g(z), akkor azt mondjuk, hogy f(z) és g(x) asszocidltak,
az asszocidltsag ekvivalencia reldcio, ezért az f(z) ~ g(x) jelolést alkalmazzuk.

4. Az f(x) # 0 polinom normadlt polinomjan az f*(z) = if(a:) polinomot értjiik,

ahol n = deg(f(z)) és az a,, # 0 szdm az f(x) féegyiitthatéja. Nyilvanvald, hogy az
f*(x) féegyiitthatsja 1.

5. Azt mondjuk, hogy a d(x) # 0 polinom legnagyobb kéz6s osztdja az f(z) és g(x)
polinomoknak, ha d(x) | f(z) és d(z) | g(x), tovabbd tetszoleges a h(zx) | f(x) és
h(z) | g(x) oszthatésdgokat teljesitd h(x) # 0 polinomra h(x) | d(x). Kénnyen lathato,
hogy az f(z) = 0 és a g(x) = 0 polinomoknak nem létezik legnagyobb kozos osztéja. Az
is nyilvdnvald, hogy a g(x) | f(z) esetben az f(x) és g(z) polinomok (egyik) legnagyobb
kozos osztdja g(x).Q



3.4.Allitas (Bezout tétele). Egy a € C komplex szamot tekintve a
f(z) = ap + a1z + ... + a,x™ polinomnak az x — « elséfokid polinommal valé maradékos
osztdsdndl az

r(z) = f(a) = ap + a1+ ... + a,a”

konstans polinomot kapjuk osztdsi maradékként. Tehdt f(x) = (x — a)q(z) + f(a) egy bi-
zonyos (egyértelmilen meghatdrozott) q(x) € Clz] polinomra. Ha az eqymdastdl kilonbozo
aq, g, ..., ap € C komplex szamok gyokei az f(x)-nek, akkor teljesil az aldbbi

(x —ar)(x — ag)...(x — ) | f(2)

oszthatdésag és a k < n egyenldtlenség (eqy n-ed foku polinomnak legfeljebb n kilonbozé gyoke
lehet).

Bizonyitds. A 3.3.Tétel szerint az f(z)-nek az elséfoki x — o polinommal val6 maradékos
osztdsdval olyan (egyértelmilen meghatarozott) ¢(x) hényados és r(x) maradék polinomot
kapunk, amelyekre

f(x) = (z — a)q(x) +r(x)

és deg(r(x)) < deg(z — o) — 1 = 0. Tehét r(z) = ¢ konstans polinom. Ha a fenti egyenl6ség
bal és jobboldaldn szerepl6 polinomoknak tekintjiik az a helyen felvett helyettesitési értékét,
akkor azt kapjuk, hogy

fla) =(a—a)g(a) +c=c.
Ha f(a1) = 0, akkor az elébbiek szerint
f(x) = (z — an)qu ().

Mivel «y is gyoke f(x)-nek, ezért f(az) = (ag — aq)qi(ag) = 0, ahonnan ay — oy # 0 miatt
¢1(ag) = 0 kovetkezik. Igy a ¢;(z) polinomra és annak as gyokére alkalmazva a fentieket a

@ (z) = (z — az)ge(z)
egyenldséget kapjuk valamilyen go(z) polinomra. Az ag is gyoke f(x)-nek, tovdbbd
f@) = (z —a)q(z) = (2 — ar) (@ — a2) g2 ().

Igy kapjuk, hogy f(as) = (a5 — a1)(a3 — a2)ge(e3) = 0, ahonnan oz — ay # 0 és ag — ap # 0
miatt go(a3) = 0 kovetkezik. Az eljardsunkat folytatva az

flx) = (2 = on).(w — )i ()

egyenloséghez, illetve a kivant
(x —ay)(x — ag)...(x — ) | f(2)

oszthatdsdghoz jutunk.
o0

3.5.Allitas. Az f(z), fi(x), fo(x), g(x), h(x), u(x) € Clz] polinomokra és a K C C szdmtestre
az aldbbiak teljesiilnek.



1. Ha g(x) # 0, akkor legfeljebb egy olyan q(x) € Clz]| polinom van, amelyre

f(z) = g(x)q(z). Amennyiben f(x),g(z) € K[z] és f(x) = g(z)q(x), akkor
q(z) € Klx] is teljesiil.

2. Ha g(x) osztdja az fi(x), fa(x) és f(x) polinomoknak, akkor g(x) | fi(x) £ fa(x) és
g(x) | f(x)h(x). Amennyiben f(x) | u(x) is teljesiil, akkor g(zx) | u(x).

3. Az f(x) és g(x) polinomok pontosan akkor asszocidltak, ha létezik olyan 0 # ¢ € C

szdm (konstans polinom), amelyre f(x) = cg(z) (ilyenkor g(x) = L f(z)).

c

4. Az f(z) és g(x) polinomok pontosan akkor asszocidltak, ha deg(f(x)) = deg(g(x)) és
g(x) | f(x) (vagy f(x)]g(z)).

5. Az f(x) # 0 # g(x) polinomokra (f*(x))* = f*(x), (f(x)9(x))" = [*(x)g"(x) és
amennyiben f(x) € K|x], akkor f*(xz) € K|[z] is teljestil.

6. Tetszoleges f(x) # 0 polinomra f*(x) ~ f(z) és amennyiben az 1 foegyiitthatéval
rendelkez6 g(x) polinomra g(x) ~ f(x), akkor g(x) = f*(x).

7. Ha dyi(z),dy(z) € Clz] mindegyike legnagyobb kézos osztdja az f(x) és g(x) polinomok-
nak, akkor dy(x) és dy(x) asszocidltak: dy(x) ~ da(x).

8. Ha di(z) € Clz| legnagyobb kizis osztdja az f(x) és g(x) polinomoknak és a

do(z) € Clz] polinomra di(x) ~ da(x), akkor do(z) is legnagyobb kozos osztdja az f(x)
és g(x) polinomoknak.

9. Ha d(z) € Clx] legnagyobb kozds osztdja az f(x) és g(x) polinomoknak, tovdbbd az
a € C szdm gyoke f(x)-nek és g(x)-nek is (f(a) = g(a) =0), akkor o gyoke a d(x)
polinomnak is: d(«) = 0.

Bizonyitas.

1. Az elst &llités a 3.1.Allitds 3.részéb6l azonnal megkaphaté. A mésodik allitas a 3.3.Té-
tel alapjan abbol kovetkezik, hogy most az f(z) € KJz]| polinomnak a g(z) € Klz]
polinommal valé maradékos osztdséndl q(z) az osztdsi hdnyados és r(z) = 0 az osztési
maradék.

2. Nyilvanvalé.

3. g(z) | f(z) és f(x) | g(x) miatt f(z) = g(z)q(z) és g(z) = f(r)q2(z) alkalmas q:(z)

)

és go(x) polinomokra. Igy

deg(f(z)) = deg(g(x)) + deg(qi(x)) és deg(g(x)) = deg(f(z)) + deg(qz(x)),
ahonnan q1(z) # 0 # gz2(x) miatt deg(f(x)) = deg(g(x)) és deg(g(x)) = deg(f(x)),
illetve deg(f(x)) = deg(g(z)) adédik. A fentiek alapjan deg(qi(x)) = 0, ami azt jelenti,
hogy a ¢1(z) = ¢ # 0 konstans polinomra f(z) = g(z)q:(z) = cg(z).

Ha viszont f(x) = cg(x), akkor g(z) = X f(z) nyilvdnvaléan teljesiil. Tehat g(x) | f(z)

és f(x) | g(x). )



4. Ha f(x) és g(z) asszocialtak, akkor a mar igazolt 3.részben lattuk, hogy

deg(f(x)) = deg(g(x))-

Legyen deg(f(x)) = deg(g(x)) es g(x) | f(x), ekkor f(z) = g(x)q(z) eés ezdltal

deg(f(z)) = deg(g(x)) + deg(q(x)) is teljesiil valamilyen g(x) # 0 polinomra. Tehdt

deg(q(z)) = 0, ami azt jelenti, hogy a ¢(z) = ¢ # 0 konstans polinomra f(x) =
g(z)q(x) = cg(x). Igy a mar igazolt 3.részre valé tekintettel f(z) ~ g(x).

5. Az f*(z) polinom féegyiitthatéja 1, ezért (f*(x))* = 1 f*(z) = f*(z). Ha az f(z) foe-
gyiitthatéja a,, # 0 és g(z) féegyiitthatdja b, # 0, akkor az f(z)g(x) szorzat polinom
féegyiitthatéja a,b, és igy

(o)) = - Fwale) = (1-5@)) (j90) = 7@ @)

b, ap m

Az f(z) € K[z] esetben a,, € K is teljesiil, ahonnan f*(z) = if(x) € Klz] adédik.

6. Mivel f*(x) = ainf(:n), ezért az elébbi 3.rész szerint f*(z) ~ f(x). Ha az 1 féegyiit-
thatéval rendelkez6 g(x) polinomra g(x) ~ f(x), akkor szintén az elébbi 3.rész szerint

— :__ nlnl a_nn
()—f() —l—x—i——i—c —i—cx

adodik.
7. A legnagyobb kozos oszt6 definicija alapjén nyilvdnvalo.

8. day(x) | di(x) és di(z) | f(z) a jelen allitdsbeli 2.rész alapjén a day(x) | f(x)

oszthatésdghoz vezet. A do(z) | di(x) és di(z) | g(x) oszthatésdgokbdl hasonléan

kapjuk, hogy da(z) | g(z). Ha egy h(z) # 0 polinomra h(x) | f(z) és h(z) | g(x)
teljesiil, akkor abbdl, hogy d;(z) legnagyobb kozos oszté a h(z) | di(z) oszthatdsig
adddik. Igy dy(z) | do(x) és a mar haszndlt 2.rész figyelembe vételével kapjuk, hogy

h(x) | da().

9. Bezout tétele (3.4.Allitds) szerint « — o | f(z) és x — a | g(x), ahonnan a legnagyobb
kozos oszté definicidja alapjan x — « | d(z) kovetkezik. Tehdt d(a) = 0.

OO

3.6.Tétel (a legnagyobb kozos osztordl). Legyen K C C egy szdamtest és az

f(x),g(x) € K|x] polinomok egyike kiilonbozzon zérustol: {f(x),g(x)} # {0}. Ekkor léteznek
olyan a(z),b(z) € K[z] polinomok, amelyekre a K|[x]-beli d(x) = f(z)a(x)+g(x)b(x) polinom
az f(x) és g(x) polinomoknak egyik legnagyobb kozds osztdja.
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Bizonyitas. Tekintsiik K[z]-beli polinomoknak az aldbbi halmazat:

D = {f(z)u(x) + g(z)v(z) [ u(x),v(z) € K[z] & f(x)u(z) + g(x)v(x) # 0},

Mivel f(z) és g(x) valamelyike zérustdl kiilonbozd, ezért D # @. A D-beli polinomok
fokszamai nem negativ egész szamok, ezért kivilaszthatunk egy olyan D-beli

d(z) = f(x)a(z) + g(x)b(x) # 0

polinomot (itt a(z),b(z) € K[z]), amelynek a fokszdma a lehetd legkisebb:

deg(d(x)) < deg(f(z)u(z) + g(x)v(z))

tetsz6leges olyan u(x),v(x) € K[z] polinomokra, amelyekre f(x)u(x) + g(z)v(x) # 0.
Ha az f(r) € K[x] polinomot maradékosan elosztjuk a d(x) € K[z]| polinommal, akkor az

f(z) = d(x)q(x) + r(z)

egyenldséget kapjuk a deg(r(z)) < deg(d(z)) —1 tulajdonsdggal rendelkez6 q(z), r(z) € K|x]
polinomokra. Mivel 1 — a(z)q(x) € K|[z| és —b(z)q(x) € K|z|, tovdbba

r(z)=f(z)=d(@)q(x) = f(z)=(f(z)alz)+g(x)b(x))q(z) = f ()(1-a(z)q(x))+g(z) (b(z)q(x)),

ezért az r(z) # 0 esetben r(z) € D teljesiilne, ami ellentmondana d(x) vdlasztdsanak, vagyis
annak, hogy deg(d(z)) < deg(r(z)). Tehat r(x) = 0, ami az f(x) = d(x)q(z) kovetkezmén-
nyel, azaz a d(x) | f(x) oszthatéség teljesiilésével jar. Hasonléan igazolhatd, hogy d(z) | g(x).
Amennyiben a h(zx) polinomra h(z) | f(z) és h(z) | g(x), akkor a 3.4.Allitas 2.részére valo
tekintettel kapjuk a h(x) | f(x)a(z) + g(z)b(x) = d(z) oszthatésdgot. Végeredményben azt
latjuk, hogy d(z) legnagyobb kozos osztdja az f(x) és g(x) polinomoknak.

N

Megaéllapodds. A most igazolt 3.5.Tétel alapjan az {f(z),g(x)} # {0} tulajdonsdgu
f(z),g(x) € K[z] polinomoknak létezik egy d(x) = f(x)a(x) + g(x)b(x) alakban felirhat6
legnagyobb kozos osztéja, ahol a(x), b(x) € K[z]. Igy a 3.4.Allitas 6.,7. és 8.része alapjan az
f(z) és g(x) polinomoknak pontosan egy olyan legnagyobb kozos osztdja létezik, amelynek
a féegyiitthatéja 1. Ez a legnagyobb kozos oszté d*(z) = 2d(x), ahol 0 # ¢ € K a d(z)
polinom féegyiitthatdja. A d*(x) =lnko(f(x), g(z)) jelolést gyakran fogjuk haszndlni:

(o) = nkol (0),9e)) = L) = () (2ale)) + 960) () ) € Kl

Az {f(x),g9(z)} # {0} tulajdonsagu f(z),g(z) € Clz] polinomokrdél azt mondjuk, hogy
relativ primek, ha Inko(f(z), g(z)) = 1.

3.D.Definicié. Az f(x),g(x) € C[z] polinomokra teljesiiljon g(z) # 0 és deg(f(z)) >
deg(g(z)). Ertelmezziik polinomoknak az (ry(z))g>1 sorozatét ugy, hogy r(x) = f(x),
ro(x) = g(x) és amennyiben a k > 2 egészre i (z) # 0, akkor legyen az r_1(x) polinomnak
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az 11 (x) polinommal val6 osztdsi hanyadosa qx(z) és osztédsi maradéka ryq1(z). Tehdt ryq(2)
az

Te-1(2) = ri(@)qr(x) + resa ()

egyenldség és a fokszdmokra vonatkozé deg(ry.1(x)) < deg(rx(z)) — 1 egyenlttlenség altal a
3.3.Tétel miatt egyértelmilen meghatdrozott polinom. Az ri(x) = 0 esetben a sorozat ijabb
tagjat (azaz r41(x)-et) nem értelmezziik, a rekurzié ilyenkor véget ér. Az (ry(x))x>1 sorozat
fenti el6éllitasat nevezziik az f(x) és g(x) polinomokra vonatkozé Euklidészi algoritmusnak.Q©

3.7.Tétel (az Euklidészi algoritmusrdél). Legyen K C C egy szamtest, ekkor a
deg(f(z)) > deg(g(z)) > 0 tulajdonsdgokkal rendelkezé f(x),g(x) € Klz| polinomokra
vonatkozd Euklidészi algoritmus olyan (ry(x))r>1 sorozatot szolgdltat, amelyre:

1. Létezik olyan m > 2 egész szdm, amelyre

deg(r1(z)) >deg(ra(x)) >deg(rs(z)) >...>deg(ri(x)) >deg(rri1(x)) > ... > deg(r,(x)) >0

és Tmi1(x) = 0 (azaz deg(rms1(z)) = —o0, tovdabbd ri(x) # 0 minden 1 < k < m
indexre) a sorozat utolséként értelmezett tagja.

2. Az ri(x) € Klz| tartalmazds teljesil a sorozat minden tagjdra, azaz minden

1 <k<m+1 indexre.

3. Minden 1 < k < m egészre léteznek olyan rekurzidval megadhaté ay(z),by(z) € Klx]
polinomok, amelyekre

re(x) = f(x)ar(x) + g(2)bi(x).

4. Az () polinom (a sorozat utolsd zérustdl kilonbozo tagja) az f(x) és g(x) polinomok
legnagyobb kézds osztdja.

Bizonyitas.

1. A sorozat értelmezése és a maradékos osztasnak a 3.Tételben leirt tulajdonsdgai miatt
minden lépésben teljesiil deg(rg11(z)) < deg(ri(x)) — 1, ahonnan a

deg(ri(x)) > deg(ra(x)) > deg(rs(x)) > ... > deg(rr(x)) > deg(rrs1(z)) > ...

sorozathoz jutunk. A szigoru csokkenés azt eredményezi, hogy valamilyen m > 2
indexre deg(r,,(z)) > 0 és deg(rm+1(z)) < 0 teljestil. 1gy r,,(z) # 0 és deg(rm+1(z)) =
—00, azaz rm41(x) = 0 adddik.

2. Az aldbbiakban bizonyitdsra keriilo 3.rész nyilvanvalé kovetkezménye.

3. ri(z) = f(z) = f(z)ai(z) + g(@)bi(2) és r2(2) = g(x) = f(2)az(z) + g(2)b2(x), ahol
a1(x) =be(z) =1 € K[z] és as(z) = by(x) =0 € Klz].

Ha egy 2 < k < m index esetén mar rendelkezésre dllnak az
Te-1(7) = f(@)ar—1(x) + g(2)br_1(x) és re(z) = f(w)ar(v) + g(x)bp(x)
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egyenléségeket kielégitd ap—1(x),br—1(z), ar(x),be(x) € KJz] polinomok, akkor tek-
intsiik az ry_1(z) € K[x] polinomnak az r¢(z) € K[z] polinommal valé maradékos
osztésandl fellepd qi(z) € Klz| osztési hanyados (ldsd 3.3.Tétel) felhaszndldsdval
felirhaté

apr1(2) = ap—1(z) — ap(z)qr(z) € Klz] &8 bpir(z) = bp—1(z) — bi(2)qu(x) € Klz]

polinomokat. Az ry_1(x) = rp(2)qr(z) + r641(x) egyenléség felhasznalasaval kapjuk,
hogy

e (2) = e (@) () g (2) = (f (2) ar—1 (£ g (2)be—r () Hf (@) ar (2 Hg (2)bi (2)) i () =
= f(@)(ak-1(2) = ar(2)qe(2)) +9(2) (be-1(x) = b () g (1)) = f(2)ars1(2) +9(2)be i1 ().

- (@) [ () €8 T () = 0 miatt 71 (2) = 70 (2)Gm () + T (2) = 7 (@) g (2),

ahonnan 7,(x) | r,,—1(x) kovetkezik. Ha egy 2 < k < m — 1 egészre mér tudjuk, hogy

(@) | Tra1(2) €8 1o(2) | ri(z), akkor az ry_1(2) = ri(2)gr(x) + 141 (z) egyenldségre
valé tekintettel az r,,(x) | ry_1(z) oszthatésag is teljesiil. Igy lépésenként haladva

megkapjuk, hogy rm(z) | r2(2) = g(x) € rm(z) [ ri(z) = f(2).
Ha egy h(z) polinomra h(z) | f(z) és h(z) | g(z), akkor a 3.4.Allitds 2.részére valo
tekintettel kapjuk a h(z) | f(x)am(z) + g()bn(z) = 1 () oszthatésagot.

HE

3.8.Tétel. Az f(z),g9(z), h(x),g1(x), ga(x), p(x) € Clz]| zérustdl kiilénbozé polinomokra tel-
jestilnek az aldbbiak.

1.

Ha d(z) az (egyik) legnagyobb kiézos osztdja az f(x) és g(x) polinomoknak, akkor
d(x)h(z) legnagyobb kizis osztdja az f(x)h(z) és g(x)h(z) polinomoknak:

Inko(f(x)h(x), g(x)h(x)) = h*(x) - Inko(f (x), g(x)).

Ha g1(z) | f(z) és g2(x) | f(x), tovabba gi(x) és ga(x) relativ primek
(azaz Inko(g1(z), go(2)) = 1), akkor a g1(x)g2(x) | f(x) oszthatdsdy is teljesil.

. Ha p(z) | f(x)g(z), tovabba g(x) és p(x) relativ primek (azaz Inko(g(x),p(x)) = 1),

akkor a p(x) | f(x) oszthatdsdg is teljesiil.

Bizonyitas.

1.

Most d(x) ~ d*(x) =Inko(f(z), g(x)) és a 3.6.Tétel, illetve az azt kivetd megallapodéds
szerint léteznek olyan a(x),b(x) € Clz] polinomok, amelyekre

d*(x) = Inko(f(z), g(x)) = f(x)a(z) + g(x)b(x).
A d*(x) | f(z) és d*(z) | g(x) oszthatésdagokbdl nyilvanvaléan kapjuk a

ha)d*(x) | h(x) f(x) és h(z)d"(z) | h(z)g(x)
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oszthatdsdgokat. Amennyiben egy 0 # u(z) € Clz] polinomra u(x) | h(x)f(x) és
u(z) | h(z)g(x), akkor a 3.4.Allitds 2.részére valé tekintettel kapjuk az

u(x) | h(x) f(z)a(z) + h(z)g(x)b(x) = h(x)d"(x)

oszthatosagot. Tehdt h(z)d*(x) (az egyik) legnagyobb kozos osztéja az f(x)h(x) és
g(x)h(z) polinomoknak, ahonnan

Inko(f(2)h(z), g(x)h(z)) = (h(z)d"(x))" = h"(z)(d"(z))" =

= h*(z)d*(x) = h*(z) - Inko(f (x), g(x))

adodik. Mivel d(z) ~ d*(z) miatt h(x)d(x) ~ h(x)d*(x), ezért h(z)d(z) is legnagyobb
kozos osztdja az f(x)h(x) és g(x)h(z) polinomoknak.

. A 3.6.Tétel, illetve az azt kovetd megallapodés szerint léteznek olyan a(x),b(z) € C|x]
polinomok, amelyekre

1 = Inko(g1(x), 92(2)) = g1(x)a(x) + ga(2)b(x).
A gi(z) | f(x) és go(z) | f(x) oszthatésdgok azt jelentik, hogy az
f(@) = 1(2)qu () és f(x) = g2() ()

egyenldségek teljesiilnek valamilyen ¢(z) € Clz] és ¢a(x) € C[z] polinomokra. A
legelséként tekintett egyenléség g (x)-el valé szorzasaval kapjuk a kovetkezoket:

(z) = g1(x)q(z)a(z) + g2(x) @1 (2)b(x) = f(2)a(r) + ga(z)qu (2)b(z) =
= 92(7)q2(7)a(z) + ga(x)q1 (2)b(x) = g2(2)(g2(7)a(x) + q1(2)b(z)),

f(@) = g1(2)q1(x) = 91(2)g2(7)(q2(x)a(r) + qu()b(x))

egyenldséget, illetve a kivant g1(x)go(z) | f(x) oszthatésagot eredményezi.

. A 3.6.Tétel, illetve az azt kovetd megallapodds szerint léteznek olyan a(x),b(z) € C|x]
polinomok, amelyekre

1 = Inko(g(z), p(z)) = g(z)a(x) + p(x)b(x).
p(z) | f(x)g(z) oszthatésag azt jelenti, hogy az f(x)g(z) = p(x)q(x) egyenldség

teljesiil valamilyen ¢(z) € Clz] polinomra. Az elséként tekintett egyenldség f(x)-el
val6 szorzédsdval kapjuk az aldbbi

f(@) = f(x)g(x)a(z) + f(2)p(x)b(r) =
= p(x)g(z)alz) + p(z) f(2)b(x) = p(x)(g(x)a(z) + f()b(z))

egyenldséget, ami a kivant p(x) | f(z) oszthatdésdgot biztositja.

OO0
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