2. SZAMTESTEK ES AZOK BOVITESEI

2.A.Definicié. A komplex szdmok R C C részhalmazardl azt mondjuk, hogy szamgytirii
(vagy azt, hogy részgytiriije C-nek), ha 1 € R és R zart az Osszeaddsra, kivondsra és a
szorzdsra nézve: 1,19 € Resetén ri +ro € R, r1 —ry € R és riry € R.

A komplex szamok K C C részhalmazérdl azt mondjuk, hogy szamtest (vagy azt, hogy
résztest C-ben), ha K szadmgyfirii és nem zéré K-beli szdm reciproka is K-beli: 0 # u € K
esetén u~1 = % € K. Tehat 1 € K és az uy,us € K valamint az 0 # u € K szdmokra

wmtu €K, ug—uy € K, ujug € K ésu™?

1
=—-c K.

U
Haa K C Cés L C C szamtestekre a K C L tartalmazés teljesiil, akkor a K C L testbovités-
rol beszéliink.Q

Tetszoleges R C C szamgyfiriire abbdl, hogy 1 € R és abbdl, hogy R zédrt az tsszeaddsra és a
kivondsra azt kapjuk, hogy R tartalmazza az egész szdmokat: Z C R. Ha K C C szamtest,
akkor K zért az osztésra nézve is (0-val nem osztunk!), hiszen u;, us € K és uy # 0 esetén az
ui-nek és a szintén K-beli u;l = u%—nek a szorzata is K-beli: Z—; = ulugl € K. Mivel Z C K,

ezért az osztdsra valé zartsag miatt Q C K is teljesiil.

2.1.Allitas. Ha a Ky C C szamtestek a A # @ halmaz elemeivel vannak indexelve, akkor

ezeknek a () Ky halmazelméleti metszete is szamtest.
AEA
Masképpen fogalmazva: ha IC # @ egqy tetszoleges olyan halmaz, amelynek elemei szdmtestek,

akkor a K-beli szamtestek () K halmazelméleti metszete is szamtest.
KeKk

Bizonyitas. Az els6 megfogalmazdsban a

mKA ={u | u € K, minden A € A indexre}
AEA

és a masodik megfogalmazdsban a

ﬂ K ={u|u € K minden K € K elemre}
Kek

halmazrél konnyen beldthats, hogy teljesiti a 2.A.Definiciéban a szémtestre megkovetelt tula-
jdonsagokat.
0O

2.B.Definicié. Egy K C C szdmtest és egy tetszoleges @ # I' C C részhalmaz esetén K-nak
[-val val6é bovitésén a K és [' mindegyikét részhalmazként tartalmazé L C C szédmtestek
metszetét értjiik (a C egyike azoknak a szamtesteknek, amelyek tartalmazzék K-t is és -t is):

KD)= (1 L
KUICLCC
L szamtest

amely a 2.1.Allitds szerint maga is szdmtest. Nyilvanvalé, hogy K (') a ,legsziikebb” olyan
szamtest, amely a K szamtestet is és a I halmazt is tartalmazza. AmennyibenI' = {aq, ag, ..., a;, }
véges, akkor K ({a1, ag, ..., a,, }) helyett az egyszeriibb K (ay, ag, ..., ;) jelolést alkalmazzuk.



Ha T7 C C és T, C C szamtestek, akkor jelolje 71 VT a 77 UTs halmazelméleti uniét tartalmazé
szamtestek metszetét, ekkor:

T1 V T2 - m L - Tl(T2> - TQ(Tl)
THUT>,CLCC

L szémtest

A Ty v T, szdmtestet nevezziik a T és T, szamtestek szuprémumadnak (vagy kompozi-
tumadnak).Q

Egy K C C szamtestre és a I'y, 'y C C részhalmazokra

(K(T'1)) (T2) = (K(I'2)) (I'1) = K(I'y UT2) = K(I') vV K(I'y),
K(I'yNTy) € K(I'h) N K(Ty), de dltalaban K (I'y N Ty) # K(I'y) N K(I'y).
2.2. Allitas. A Ty C C és Ty C C szamtestek Ty V Ty szuprémumdnak barmely eleme az

a1b1 + agbg + ...+ anbn
Cldl + ngg + ...+ Cmdm

alakban irhatd, ahol cidy + cady + ... 4 cpdy, # 0 €5 a;, ¢ € Ty valamint b, d; € Th az 1 <17 <n
és 1 < j < m egészekre.

Bizonyitas. A bizonyitds sordn végig megkoveteljiik, hogy a felirt tortek nevezdje nem zéré.
Mivel az ay,¢; € Ty és b, d; € Ty (1 < k < n, 1 <[] < m) szdmok mindegyike T} U To-ben
taldlhaté és T V Th olyan szamtest, amelyre Ty U Ty C T V Ty, ezért

albl + agbz + ...+ anbn

e T\ VTs.
Cldl + ngg =+ ...+ Cmdm ! 2

Miér csak annyit kell igazolni, hogy a

T — { a1b1 + a2b2 + ...+ anbn

c1dy + cods + ... + Cpdy, lag,co€Tiésby,dieThal<k<n,1<I<m egészekre}

halmaz zart az osszeaddsra, kivondsra, szorzédsra és a reciprok képzésére nézve (ekkor ugyanis 7’
egy olyan szamtest, amelyre T} UTy C T miatt T} V Ty C T is teljesiilni fog). Most csak annyit
igazolunk, hogy két T-beli szdm 6sszege T-ben van (T-nek a tobbi miiveletre valé zartsaga és
Ty UTy, C T szintén egyszeriien lathato):

Glbl -+ Cl2b2 + ...+ anbn Clllbll + CL,QbIQ + ...+ a;b;
crdy + cady + .+ Cpdy  hdy + chdy + .+l d)

(a1br+agba+.. 4-anby ) (¢ dy +chdy+.. A-cpdy ) +(ai by +asgbhy +. 4-ayby) (crdi +cada+.. A Cndi)
(crdy + cady + ... + Cudy,) (Y d) + chdy + ... + ¢ d))

S (ab)@d)+ Y (@b)ad) Y (ad)bud) + Y (ale)Hd)

1<k<n 1<r<p 1<k<n 1<r<p
1<s<q 1<Il<m _ 1<s<q 1<Il<m
> (ad)(cdy) > (ac)(didy) ’
1<Ii<m 1<Ii<m

1<s<q 1<s<q



ahol az ay, al., ¢, c, € Ty ésa by, b, d;, d, € Ty szdmokra aycl, al.c;, ¢;c, € Ty és bpd,, bl.d;, did, € Ty

8 'r sy Vr

teljesiil tetszoleges 1 <k <n,1<[<m,1<r <p, 1< s < qegészekre. Tehat

> (arcy)(bedy) + > (arc)(b.di)

1<k<n 1<r<p
1<s5<gq 1<i<m
= eT.
> (ac)(dd,)
1<Ii<m
1<s<q
([

2.C.Definicié. Ha K C C szdmtest és uq, uo, ..., u,, € C komplex szamok, akkor

1. ezeknek a A\, Ao, ..., \, € K egyiitthatokkal képzett K-linedris kombinaciéjan a

AU + Agug + ... + A\yu, kifejezést (komplex szémot) értjiik;

2. a K-linedris kombinacidk altal alkotott halmazra az

[Ul,UQ, ,Un]K = {)\lul -+ )\2“2 + ...+ )\nun ‘ )\1, )\2, ,)\n - K}

jelolést hasznéljuk és ezt az uy, us, ..., u, elemek K-linedris burkianak (generdtumanak)
nevezziik (amely nem fiigg az uy, 1 < k < n elemeknek a sorrendjétol);

. azt mondjuk, hogy uy,us, ..., u, linearisan fiiggetlenek a K (szamtest) felett, ha a
A1, A2,y Ay € K egyiitthatokkal képzett K-linedris kombindciora

)\1’LL1 + )\2162 + ...+ /\nun =0

csak a trividlis \; = Ay = ... = A, = 0 esetben teljesiil (a linedris fiiggetlenségnél sem
szamit az ug, 1 < k < n elemek sorrendje); amennyiben u,us, ..., u, nem linedrisan
fiiggetlenek a K szamtest felett, akkor azt mondjuk, hogy linedrisan Gsszefiiggenek
K-felett.©

2.3.Allitas. Legyenek K C L C C szamtestek és uy, us, ..., u, € C komplex szamok.

1o ug, ugy ooy Uy € [ug, ug, oy tn] g © K(ug, ugy ooy ty) €8 [Ug, Us, ..., Un| i 2471 az Gsszeaddsra,

kivonasra és K-beli elemmel valé szorzasra: N\ € K és v,w € [uy,usg, ..., u,|x esetén
vEw € [ug, Uz, ..., Up) i €8 AU E [ug, ug, ..., Up] Kk -

. Ha vy, 09, .., Uy € Uy, Ugy ooy Up |, akkor V1,02, ooy U]k C [Ug, Uy ooy Un| i -

. Ha uy,us, ..., u, linedrisan fiiggetlenek a K felett, akkor tetszoleges

1 <k <k <..<k. <n indexekre az uy,,ug,, ..., u, Tészsorozal elemei is linedrisan
fliggetlenek a K felett.

. Ha uy,us, ..., u, linedrisan fiiggetlenek a K felett, akkor tetszoleges 1 < k < n indexre
U, ¢ [uh ooy Ufg—15 Uk15 05 un]K .

. Ha uy,us, ..., u, linedrisan fliggetlenek a K felett, akkor 1 < k <l < n esetén u, # uy.



6. Ha uy,us, ..., u, linedrisan figgetlenek a K felett és eqy v € C komplex szamra a

U, U, Ug, ..., Uy elemek mdr linedrisan dsszefiiggenek K felett, akkor
v E ['LLl, U, ..., ’U,n]K .

7. Ha uy,ug, ..., u, linedrisan figgetlenek a K felett, akkor a A1, Ao, ..., An, f1, 2y -evy fbn € K

egytitthatokkal a

A1 + AU + .o+ Mgy = pity + plotia + .o+ Uy
eqyenloség csak a A\ = p1, Ao = pa,...,\n = [, eSetben teljesiil, ami azt jelenti, hogy
ilyenkor [uy,us, ..., u,) i barmely elemét egyértelmiien lehet az uq,us, ..., u, szimok K-
linedris kombindcidjaként felirni.

8. [Ul, Uy ..., Un][( g [Ul, Uy ..., un]L .

9. Ha uq,us, ..., u, linedrisan fliggetlenek az L felett, akkor linedrisan fliggetlenek a K felett.

10. Amennyiben [uy,ug, ..., un|x = L és v1, vy, ..., v, € C tetszblegesek, akkor

[U17U27 ...7Um]L = [U/kvl | 1 S k S n, 1 S [ S m]K .
11. Amennyiben uy,us, ...,u, € L linedrisan fiiggetlenek a K felett és vy, vs,...,v,, € C
linedrisan figgetlenek az L felett, akkor az uyv;,, 1 < k < n, 1 < [ < m szorzatok
linedrisan fiiggetlenek K felett.
Bizonyitas.
1. 0,1, A, A, ooy Ay € K 63 U, ug, ..oy uy € K(ug,us, ..., uy,) miatt
up = 0uy + Oug + ... + Oug—q + Lug + Ougyq + ...0u, € [ug, ug, ooy Up| i
AU+ AUg + ... + Au, € K(ul, Ug, ...,un),
tovabbd v = A\juj 4+ Aatg + ... + Apty, €8 W = pyug + potis + ..+ ity (it w1, pa, ..., i, € K)
esetén
viw= ()\1 + /Jq)ul + ()\2 + ILLQ)UQ + ...+ ()\n + ,un)un < [’U,l, Ug, ..., un]K ,
AU = ()\)\1)'&1 + ()\)\2)'&2 + ...+ ()\)\n)un € [ul,uQ, ...,un]K .

2. Mivel vy, vg, ..., U € [U1, Usg, ..., Uy] i €8 az 1. részben mar igazoltuk, hogy [uq, us, ..., Uy| K
zért az Osszeaddsra, kivondsra és K-beli elemmel valé szorzdsra, ezért [vq, vg, ..., | x-nek
tetszbleges ayv; + agvg + ... + Uy, (itt g, ag, ...,y € K) eleme is [ug, ug, ..., Uy, g-beli.

3. Ha a A, Ao, ..., A\, € K szdmokkal A\jug, + Aoug, + ... + Ay, = 0, akkor

auy + agug + ... + apu, = 0 is teljesiil, ahol ag, = A\, ax, = Aoy, ., = Ap és
I ¢ {ki,ko, ...k} esetén az 1 < [ < n indexre oy = 0. Igy az uq,us, ..., u, linedris
fiiggetlensége K felett az a; = ay = ... = v, = 0 kovetkezménnyel jar, ahonnan

A1 =X = ... =\, = 0 adodik.



10.

Ha wy, € [uq, ..., Ug_1, Ugt1, ..., Un| ¢ teljesiilne, akkor léteznének olyan

Aty ooy Ak—15 Aktt, -, Ap € K elemek, amelyekre
Uk = AU+ oo A 1Uk—1 + Ak 1Upa1 + oo + ApUp.

Innen a
>\1U1 + ...+ )\k_luk_l + (—l)uk + /\k+1uk+1 + ...+ )\nun =0
egyenloséghez jutunk, ami a —1 € K tartalmazdsra val6 tekintettel ellentmond az

Uy, U, ..., u, elemek K feletti linedris fiiggetlenségének.

. Mivel az 1. részben az u; € [uy, ..., Ug_1, Ug+1, -, Un] Kk €S & 4. Tészben az

g & (U1, .oy Ug—1, U1, .., Up| ¢ Viszonylatokat igazoltuk, ezért uy # uy.

. Ha v, uy, us, ..., u, linedrisan osszefiiggenek K felett, akkor taldlunk olyan p, A1, A, ..., A\, €

K egyiitthatékat, amelyekre
ILL’U + )\]_U/]_ _|_ A2u2 + + )\nun = 0

és {1, A1, Ay oo, An b # {0}, Ttt = 0 esetén A\jug + Agug + ... + Ay, = 0 és {A, A, oo, A} #
{0} teljesiilne, ellentmondva wy, ug, ..., u, linedris fiiggetlenségének K felett. Tehdt p # 0
és igy a fenti egyenléséghol

adédik.
Ha a Ay, Ao, ooy Ay, i, oy oony it € K egyiitthatokkal
AUy 4 Aotg + ..o + AUy, = g + fotls + ...+ fhplny,
akkor az innen kaphaté
(A — p)ug + (Ao — po)ug + oo + (A — i), =0
egyenloség és uq, us, ..., u, linedris fiiggetlensége K felett a
AM—pr=X—pg=..= Xy — i, =0
kovetkezménnyel jar.
K C L miatt nyilvanvalé.
K C L miatt nyilvanvalé.

Az 1. rész alapjan a Ay € K C L, uy, € L és v, € [v1, 0, ..., 0] elemekre A\gyuy, € L
miatt (Agug)v € [v1, Vg, ..., Uy teljesiil minden 1 < k <n, 1 <1 < m indexre. Igy az 1.
részben igazoltak szerint

E )\klukvl c [’Ul,’UQ, ...,Um]L ,

1<k<n
1<I<m



azaz
[upv; |1 <k <n,1 <1l <m|g C vy, v2 ..., UL

[, Uz, ..., U]k = L miatt tetszoleges ay € L elemhez taldlunk olyan Ay, Ao, ..., A, € K
egyiitthatokat, amelyekre oy = A\juy + Aoug + ... + A\u,. Tehdt

QU = Mugvp + Aatovy + oo + A € [ugn | 1 < kE<n, 1 <1 <m|g,
ahonnan az 1. részre valé tekintettel

Zalvle[ukvl|1§k§n,1§l§m]K,
1<Il<m

azaz
[,017?}29 "'avm]L g [Uk'Ul | 1 S k S n, 1 S l S m]K

adddik.

11. ANy e K, 1 <k <n,1<Il<megyitthatokkal teljesiiljon

Z /\kz(ukvz) = 07

1<k<n
1<Ii<m

ekkor a 5, = > Agug € L, 1 <1 < m szdmokra

1<k<n

g B = E (E Akl“k) U = g Arugvy = 0
1<i<m 1<i<m \1<k<n 1<k<n
1<i<m

adédik. Kihasznélva vy, vg, ..., v, linedris fiiggetlenségét az L felett, kapjuk a

fr=F=..=Bn=0

egyenloségeket. Mivel uy, us, ..., u,, € L linedrisan fiiggetlenek a K felett, ezért egy

Z Aty = 3 =0

1<k<n

1 <1 < m egészre a

egyenloségbol kapjuk, hogy
)\1[ - )\2[ = ... = )\nl - O

Tehdt A\ = O minden 1 < k <n és 1 <[ <m indexre.

([

2.4.Lemma. Ha K C C szdmtest, vi,vs,...,v, € C tetszolegesek és az

ULy Uy oey Uy € [U1, V2, ..., U] ¢ elemek linedrisan figgetlenek K felett, akkor barmelyik

1 < k < n indexhez létezik olyan 1 < | < m index, hogy a v, Uy, ..., Ug_1, Uk11, .-, Uy, elemek
is linedrisan figgetlenek K felett (azaz barmelyik wy, kicserélheté valamelyik v-re gy, hogy a
linedris fiiggetlenség a K felett megmaradjon).

Bizonyitas. A 2.3.Allitds 3.része szerint ULy ey U1, Uy 1, ---, Uy 1S linedrisan fiiggetlenek K
felett, ezért ha vy, uq, ..., ug_1, Ug11, ..., U, linedrisan osszefiiggenek K felett, akkor a 2.3.Allitds



6.része alapjdn v, € [ug, ..., Ug_1, Ug11, -, Up) k- Ha ez minden 1 <1 < m indexre teljesiil, akkor
a 2.3.Allitds 2.részét hasznélva kapjuk, hogy

(U1, U2y ooy U] C U, ooy Up—1, Ut 1y - ey U] K-

Tgy uy, € [v1,va, ..., U] miatt wy, € [Ug, ..., Up—1, Ups1, ..., Un] i, ami a 2.3.Allitds 4.részére valé
tekintettel ellentmonddsban van uy, us, ..., u, linedris fiiggetlenségével K felett.
Tehat valamelyik 1 < [ < m egészre teljesiil, hogy v;, uq, ..., ug_1, Ug11, ..., U, linedrisan fiiggetlenek
K felett.

([

2.5.Tétel. Ha K C C szamtest, vy, vy, ..., v, € C tetszblegesek és az uy, ug, ..., up € [U1,V2, .., V| K
elemek linedrisan fiiggetlenek K felett, akkor n < m.

Bizonyitas. A 2.4.Lemma szerint van olyan 1 < [y < m index, hogy v;,, us, ..., u, linedrisan
fiiggetlenek K felett. Mivel vy, ug, ..., u, € [v1,09, ..., Un]K, €zért ismételten a 2.4.Lemmét
alkalmazva kapjuk a létezését olyan 1 < I, < m indexnek, hogy vy, vy, us, ..., u, linedrisan
fiiggetlenek K felett. Igy folytatva a 2.4.Lemma k-adik alkalmazdsa utén a

Vlyy Ulyy ooy Uy Uk 15 -, U, (K felett) linedrisan fiiggetlen elemeket kapjuk. Most

Vi1 Vlgy oovy Ul y U415 ---5 Up S [Ulav% "'7vm]K ;

ezért a 2.4.Lemma tjra hasznédlhaté. Az eljardsunk végén az uq, us, ..., u, elemeket egyenként
kicserélve a vy, vy, ..., vy, (K felett) linedrisan fiiggetlen elemekhez jutunk. A 2.3.Allit4s 5.része
szerint vy, , v, ..., vy, kiilonboznek egymadstol, ami csak dgy torténhet meg, ha az

ll,lg, ceny ln S {1, 2, ,m}

indexek is kiilonbozbek. Nyilvanvals, hogy az {1,2,...,m} halmaznak csak akkor lehet n kiilon-
boz6 eleme, ha n < m.

H

2.D.Definicié. Legyenek K C L C C szdmtestek, ekkor az uq, us, ..., u, € C komplex szdamok
az L-nek bazisat alkotjik a K-felett (vagy K-ra nézve), ha

[Ul,UQ, ---;un]K = L

és Uy, usg, ..., Uy, linedrisan fiiggetlenek a K felett (nyilvanvald, hogy a bazis elemeire uy, us, ..., u, €
L). A 2.3.Allitds 7.része szerint ilyenkor bérmely a € L elem egyértelmiien irhaté6

a = AMup + Aaus + ... + Au,

alakban, ahol a fenti K-linedris kombindciéban szerepld \q, g, ..., A, € K egyiitthatokat nevez-
ziik az a elemnek az uq, us, ..., u, bazisra vonatkozé koordinatdinak.

A K C L C C testbovitésrol azt mondjuk, hogy véges, ha létezik L-nek bazisa a K felett. Ha
L-nek létezik bazisa K felett, akkor egy ilyen bazisnak az elemszdmat nevezziik az L szamtest
K feletti dimenziéjanak. Amennyiben uq, us, ..., u, és vy, vy, ..., v, is bdzisa L-nek K felett,
akkor elébb az uq,us,...,u, € L = [v1,v9,...,0,]k elemek K feletti linedris fiiggetlenségére,
majd a vy, Vg, ..., Uy € L = [ug, Ug, ..., up| ¢ elemek K feletti linedris fiiggetlenségére vals tekin-
tettel a 2.5. Tétel elébb az n < m, majd a forditott m < n egyenlttlenséget szolgdltatja. Tehét
barmely két bazisnak az elemszdma megegyez6, n = m, ami azt jelenti, hogy véges testbovitésre
a dimenzi6 fenti értelmezése elfogadhaté. A dimenzi6 jelolése az aldbbiak szerint szokdsos:

[L: K] =dimg L =n.Q

2.6.Allitas. A K C L C C szdamtestekre és az m > 1 egész szamra a kovetkezo dllitdasok
ekvivalensek.



1. Taldlhato m darab L-beli elem gy, hogy azok K-linedris burka az egész L.

2. Akdrhogyan vdlasztva m + 1 darab L-beli elemet, azok linedrisan dsszefiiggoek lesznek K
felett.

3. Az L-nek létezik bazisa K-ra nézve és [L : K] < m.

Bizonyitas. 1. = 2. Ha [vy,vs, ..., |k = L, akkor a 2.5.Tétel szerint az uy, ug, ..., U, U1
L-beli elemek K feletti linedris fiiggetlensége az m + 1 < m ellentmondéshoz vezetne.

2. = 3. Legyen uy, us, ..., u, € L a legnagyobb elemszamu K felett linedrisan fiiggetlen L-beli
sorozatok egyike, ekkor n < m. Most [u1, us, ..., u,]x = L, hiszen egy tetszéleges v € L elemet
valasztva v, uy, us, ..., u, mar linedrisan tsszefiiggenek K felett (az uq, us, ..., u, vilasztdsa miatt)
és igy a 2.3.Allitds 6.része a v € [uq, Uz, ..., Uy |k tartalmazést szolgdltatja. Tehdt wuy, us, ..., up,
bézisa L-nek K felett és [L: K] =n < m.

3. = 1. Ha uy, ua, ..., u, bézisa L-nek K felett és n = [L : K] < m, akkor

[u17u27"'7un7un+1>'“7um]K - [u17u27"'7un]K = L7

ahol u,1 = Upio = ... = upy, = 0.
00O

2.7.Tétel. A K C L C M C C szdamtestekre a kovetkezo dllitasok teljesiilnek.

1. Ha M-nek létezik bdzisa L-re nézve és L-nek létezik bdzisa K-ra nézve, akkor M -nek
létezik bazisa K-ra nézve és

M : K|]=[M: L|[L:K].

2. Ha M -nek létezik bizisa K-ra nézve, akkor M -nek létezik bdzisa L-re nézve és L-nek
létezik bazisa K-ra nézve.

Bizonyitas.

1. Ha vy, vs, ..., v, bazisa M-nek L-re nézve és uq, uo, ..., u, bdzisa L-nek K-ra nézve, akkor
a 2.3.Allitas 10. és 11.része alapjan az upv;, 1 < k < n, 1 <[ < m szorzatok az M-nek
bézisét alkotjdk K-ra nézve: [M : K] =mn =[M : L|[L : K].

2. Legyen wy, ws, ..., wy bazisa M-nek K-ra nézve.

Ekkor I C M és a 2.3.Allités 8.része miatt
M = [wl, Wa, ..., ’LUd]K g [wl,wg, ...,wd}L g M.

Tehét [wy, ws, ..., wyl, = M, ami az L C M bévitésre a 2.6.Allitds 1.részének és ezzel
egyiitt a 3.résznek a teljesiilését is jelenti, kovetkezésképpen M-nek létezik béazisa L-re
nézve.

A 2.6.Allitas 3.része teljesiil a K C M bévitésre, ezért (lasd a 2.részt) d + 1 darab L-
beli elemet akdrhogyan valasztva (az L-t6l bévebb M-bél is valaszthatjuk ezeket), azok
linedrisan osszefliggbek lesznek K felett. Tehst a 2.6.Allitds 2.része teljesiil a K C L
bovitésre is, ami azt jelenti, hogy a 3.rész is teljesiil, azaz L-nek létezik bazisa K-ra
nézve.
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2.8. Allitds. A K C L C M C C szimtestekre a kévetkez6 dllitasok teljesiilnek.

1. Ha [L: K] =1, akkor L =K.
2. Ha [M : K| =[L: K], akkor M = L.

Bizonyitas.

1. Ha u; egyelemii bézisa L-nek K-ra nézve, akkor 1 € L és [uj]x = L miatt van olyan
A1 € K egyiitthato, amelyre Aju; = 1. Igy Ay # 0 és tetszdleges A € K elemre

A A
)\Ul = (/\—1> ()\1’&1) = )\—1 € K,

ami azt jelenti, hogy L = [u3]x C K. Tehdt L = K.

2. Ha [M : K] = [L : K], akkor a 2.7.Tétel szerinti [M : K] = [M : L|[L : K] egyenl6ségh6l
[M : L] =1 és innen a mér igazolt 1.rész szerint M = L adddik.

([

2.9.Tétel. Ha K C L C C véges testbovités és a K C R C L kéztes halmaz zdrt az dsszeaddsra,
kivondsra és a szorzdsra nézve (azaz R eqy koztes szamgylirty), akkor R zart a reciprok képzésére
nézve is, tehdt ilyenkor R eqy koztes szdmtest.

Bizonyitas. Mivel az n = [L : K] dimenzi6 létezik, ezért tetszbleges n + 1 darab L-beli
elem linedrisan sszefiiggd a K felett (lasd a 2.6.Allitast), specidlisan egy 0 # b € R elem-
nek az 1,b,b% ...,b" hatvanyairél is elmondhaté ugyanez. Kovetkezésképpen léteznek olyan
Ao, A1y A2y ey A € K szédmok, amelyek nem mindegyike zéré és amelyekre

Ao+ AMb+ Aab® + .+ 2\,0" = 0.
Ha )\, a legkisebb indexti nem zéré6 egyiitthatd, akkor a
NebF 4+ X DT 4+ A =0

egyenldséghbdl egyszerti dtalakitdsokkal (elészor A\pb*+1-el osztunk) kapjuk, hogy
1

7= 7 Qe+ Aepab 4+ Apbt k),
k

Mivel —A—lk € K C R miatt —i,)\kﬂ,)\kﬁ, ., A\n € R, tovabba R zart az Osszeaddsra és a

szorzésra, ezért a b € R tartalmazdst is felhaszndlva jutunk a kivant

1 1
.= —)\—k()\kﬂ + Apsab + o A A E)) e R

tartalmazdshoz.

[



2.10.Allitas. Ho K C L C C véges testbovités, akkor a K C Ty C L és K C Ty, C L koztes
szamtestek Ty V Ty szuprémumdnak barmely eleme az

arby + agby + ... + a,b,
alakban irhato, ahol n > 1 egész és aq,ao, ..., a, € Ty valamint by, by, ..., b, € T.
Bizonyitas. Az
R ={ai1by + asby + ... + apb, | n > 1 egész ay, as, ...,a, € T} és by, by, ....,b, € Ty}

halmazra a K C Ty UTy, C R C Ty V1T, C L tartalmazasok nyilvanvaléan teljesiilnek, tovabbd
R egy szamgyfirti. Nyilvanvald, hogy két R-beli szdm 6sszege és kiilonbsége is R-ben van, a
szorzdsra val6 zartsdgot az aldbbiak mutatjak:

(arby + agby + ... + anby ) (a4b] + abby + ..+ al, b)) = > (arbe) (@) = Y (aray)(beby),
1<k<n 1<k<n
1<i<m 1<I<m
ahol az ay, a; € Ty és a by, b) € Ty szdmokra aga; € Ty és bpb] € T5 teljesiil minden 1 < k < n és
1 <[ < m egészre. Tehat

> (akap)(bb;) € R.

1<k<n
1<I<m

A 2.9.Tétel szerint R egy szamtest, amelyre 77 U Ty C R miatt 77 V Ty C R is teljesiil.

([



