15. PELDAK FELCSOPORTOKRA ES CSOPORTOKRA

. Az R3 tér vektorai a derékszogli koordindtarendszerben az a = (ay, as, az) alakban adot-
tak az a1, a2, a3 € R valés szdmokkal. A vektoridlis szorzés kétvaltozés miivelete az R3
halmazon kozismerten nem asszociativ: az a = (aq, as, as) és b = (by, bo, b3) vektorokra

axb= (a2b3 - a3b27 a3b1 - G1b3, albz — agbl).

Az aldbbiakban a skaldris szorzat felhasznaldsdval megadjuk az (a x b) x ¢ és ax (b x c)
szorzatokra vonatkozé ismert képleteket:

(axb) xc=(ac)b— (bc)a, ax (b xc)=(ac)b— (ab)c.

A fentiekbdl kitiinik, hogy az asszociativ azonossdg csak kivételesen a (bc)a =(ab)c es-
etben teljesil.

. Tetszbleges A halmaz aj,as € A elemeivel képezhetjiik az © = (aq,aq) alaki rendezett
part, az ilyenek A x A-val jelolt halmazén értelmezziik az y = (b, by) elemet is haszndlva
az

roy = (ay,ay)o (by,bs) = (ay,br)
kétvaltozos miiveletet. Az igy kapott miiveletre dltaléban (xoz)oy # x o (zoy), ami azt
jelenti, hogy o nem asszociativ, a kovetkezo azonossdgok viszont kénnyen ellenérizhetéek:
roy=(xou)oy=u=xo(youw).

. Az A x A halmaz = = (a1, az) és y = (b1, by) elemeire legyen most:
roy = (al,a2) @) (bl, bg) = (al,bg).

Ez a kétvdltozés miivelet asszociativ, amelyre még az xyz = vz és 1?2 = x azonossiagok is
teljesiilnek. Az (A x A, o) félcsoportban: zy = yr < x = y, egység nem létezik (feltéve,
hogy A-nak legaldbb két eleme van), balrdl (jobbrdl) egyszeriisiteni egyik elemmel sem
lehet.

. Barmely H halmazon az z,y € H elemekre xoy = z egy kétviltozoés asszociativ miiveletet
értelmez. Ebben az tn. balzéré (H, o) félcsoportban: zy = yr < = = y, egység nem
letezik (feltéve, hogy H-nak legaldbb két eleme van), egyetlen elemmel sem lehet balrél
egyszeriisiteni de minden elemmel lehet jobbrdl.

. Az egész szamokkal felirhaté n X n-es métrixok M, (Z) halmazdn a matrixok j6l ismert
n

szorzésa asszociativ: az A = [a;j| és B = [b;;] métrixokra AB = [¢;j], ahol ¢;; = Y a;by;.
r=1

A maétrixok szorzdsa nem kommutativ: AB # BA az esetek tobbségében. Az egység
kozismert:

10 - 00
0 1 0
Lo=|:
0 10
00 - 0 1]

Felcserélhetd elemeket konnyen taldlunk: AB = BA minden
B = A¥ + ap 1 AR b L+ oA+ gl

alakd matrixra, ahol ag, ay_1,...,1, a9 € Z és I az egységmatrix. A centrélis elemek az
al,a € 7 alaki métrixok. Balrdl is és jobbrdl is lehet egyszertisiteni minden olyan A
métrixszal, amelyre det(A) # 0. Ha det(A) = +1, akkor A-nak létezik (kétoldali) inverze.



6. Az egész A halmazon értelmezett és A-beli értékeket felvevo fiiggvények T'(A) halmazén az

10.

f,g € T(A) kompozicidjat az (f o g)(x) = f(g(z)) médon értelmezziik egy x € A elemre.
Az igy kaphat6 T'(A) un. transzformaécié félcsoportban konnyen taldlunk felcserélhetd
elemeket, de dltaldban fog # go f. Az identikus id4 leképezés lesz az egység. Balinverze
az injektiv, jobbinverze a sziirjektiv, (kétoldali) inverze a bijektiv fiiggvényeknek van.

Rogzitsiik az s € H Un. szendvicselemet egy olyan H félcsoportban, amelyben a szorzést
az elemek egymads utédn frdsaval jeloljiikk. Az z,y € H elemekre legyen x oy = xsy, amivel
egy kétvaltozds asszociativ miiveletet értelmeztiink H-n:

(xoy)oz=(xsy)sz =uxs(ysz) =z o (yoz).

Ugyanigy lathatd, hogy xxy = ysx is asszociativ, specidlisan ha xxy = yx, akkor (H, *)-t
az eredeti H forditott félcsoportjanak nevezziik.

. Legyen F(X) az olyan (n, f) parok halmaza, amelyekben n > 1 egész szam, X # () egy

tetszoleges halmaz és f : {1,2,...,n} — X egy fiiggvény (sorozat). Az (m,g) € F(X)
elemet is hasznélva értelmezziink egy kétvéltozés miiveletet az aldbbiak szerint:

(n, f) o (m,g) = (n+m,h),

ahol a h: {1,2,....n+m} — X fiiggvény az f és g sorozatok egyméds utén val6 {rasdval
keletkezik, azaz
h(z_):{ f(i) hal <i<n,
gi—m)han+1<i<n+m.

A o asszociativ és (F(X),o0)-t az X éltal generdlt szabad félcsoportnak nevezziik,
amelyben (n, f) egy n hosszisdgu szo6.

. Kommutativ monoidokra példdk az aldabbiak.

(i) (R, +,0) a nem negativ valés szdmok az tsszeaddssal.
(i) (Clz],-, 1) az x valtoz6 komplex egyiitthatdés polinomjai a szorzdssal.
(iii) (C[x]\{0},, 1) az x véltoz6 komplex egyiitthatés nem zéré polinomjai a szorzdssal.

(iv) (P(A),U,0),(P(A),N, A) az A halmaz hatvanyhalmaza az uniéval és a metszettel.

Példdk kommutativ csoportokra.
(i) (R™\{0}, -, 1) a pozitiv valés szdmok a szorzassal (ez részcsoportja az (R*= R\ {0}, -, 1)
csoportnak).

(ii) (C,+,0) és (C*= C\{0},-,1) a komplex szdmok az sszeaddssal és a nem zéré kom-
plex szdmok a szorzdssal, (Clz|,+,0) az x véltozé komplex egyiitthatés polinomjai az
Osszeaddssal.

(iii) (Myxm(C),+,0) a komplex szdmokkal felirhaté n x m-es métrixok az tsszeaddssal.

(iv) (P(A), A, () az A halmaz hatvdnyhalmaza a szimmetrikus differencidval (az X, Y C A
halmazokra XAY = (X\Y) U (Y\X)).

(V) (Zn,+,0) az egész szamok maradékosztalyai modulo n az dsszeaddssal, ez a (Z, +,0)
csoport faktorcsoportja az (n) = {kn | k € Z} < Z normélis részcsoport szerint.

(vi) (U(Zy), -, 1) az egész szamok redukalt maradékosztalyai modulo n a szorzéssal: U(Z,,)
elemei a (Z,, -, 1) monoid invertdlhaté elemei éltal alkotott (rész)csoport.



11.

12.

Példdk nem kommutativ csoportokra.

(i) (GIx(R),-,15) a valés szdmokkal felirhaté 2 x 2-es invertdlhaté matrixok halmaza a
matrix szorzdssal és ennek a

K*:{{ Y Z] |u,v€Résu2+v27é0}§G12(R)

—v

kommutativ részcsoportja (amely a (C*= C\{0}, -, 1) csoporttal izomorf).

(i) (Glp(C),-, 15) a komplex szdmokkal felirhat6 2 x 2-es invertalhaté métrixok halmaza
a matrix szorzédssal és ennek a

. a+bi c+di T
H —{|:—C+d2 a_bi]|a>bycad€Resa +b"+c"+d 7&0 ng(C)

részcsoportja valamint (H*, -, 15)-nak az aldbbi

Clot)=[o 2[5 ol=[0 o))

uin. kvaternié részcsoportja.
(iii) (GL,(C),-, 1,,) az dltaldnos linedris csoport, a komplex szdmokkal felirhaté n x n-es
invertdalhaté métrixok halmaza a matrix szorzassal és ennek a

Scal,(C) C Diag, (C) € T,,(C) C Gl,(C)

részesoportjai valamint az UT,,(C) CT,,(C) részcsoport, ahol

T,(C) = {lai],., | laij], ., € Gla(C), és a;; =0 az 1 < j <i < n egészekre} a
fels6 triangularis matrixok halmaza,

UT,(C) = {[ay]

fels6 unitrianguldris matrixok halmaza,

e | 10i5] € To(C) és a; =1 az 1 < i < n egészekre} a

Diag,(C) = {[aij],, ., | [aij],n, € GLa(C), és a; =0 az i # j, 1 <i,j < n egészekre} a
diagonalis matrixok halmaza (ez kommutativ részcsoport),

Scal,(C) = {ul,, | u € C} a skaldris matrixok halmaza.

(iv) (Sym(A), 0,id4) a szimmetrikus csoport, az egész A halmazon értelmezett és A-beli
értékeket felvevd bijektiv (invertalhato) fiiggvények a szokdsos kompoziciéval.

(v) (G(K C L),0,id;) Galois csoport, a K C L C C testbovités relativ automorfizmusai
a szokdsos kompoziciéval.

Peéldék csoport homomorfizmusokra (kommutativ csoportok kozott).

(i) A z € C\{0} elemen az abs(z) = |z| médon értelmezett
abs : C\{0} — R™\{0}

leképezés a (C*= C\{0}, -, 1) csoportbdl az (R*T\{0}, -, 1) csoportba irdnyuld (sziirjektiv)
homomorfizmus, amelynek a magja az egységkoriv ker(abs) = {z € C | |z| = 1}.

(ii) Ha w € C, akkor az f(z) € C[z] elemen az ev,,(f(x)) = f(w) médon értelmezett

evy : Clz] — C
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leképezés a (C[z], +,0) csoportbdl a (C,+,0) csoportba irdnyulé (sziirjektiv) homomor-
fizmus, amelynek a magja a w gyokkel rendelkezd polinomokbdl &ll.
(ii)

evy : Clz] — C és deg : C[z]\{0} — {0,1,2,...}
tin. monoid kozotti homomorfizmusok, amelyek a (C[z],-, 1) illetve a (Clz]\{0},-, 1)
monoidokbdl irdanyulnak a (C, -, 1) illetve a ({0, 1,2,...}, 4+, 0) monoidokba.

(iv) Ha A € My«n(C) és B € M,,.;(C), akkor az X € M,,»,,(C) elemen az
ma,p)(X) = AX B médon értelmezett

ma,B) : Mpxm(C) — My (C)

leképezés az (M, «m(C), +,0) csoportbdl az (M, (C), +,0) csoportba irdnyulé homomor-
fizmus.
Ohaa¢ X

Thaac X moédon értelmezett

(v) Ha a € A, akkor az X € P(A) elemen a x,(X) = {

Xa : P(A) — Zs

leképezés a (P(A), A\, D) csoportbdl a (Zs, +,0) csoportba irdnyulé homomorfizmus, ame-
lynek a magja az a elemet nem tartalmazo részhalmazokbdl &ll.

(vi) Ha k € Z és (G,0,1) kommutativ csoport, akkor a g € G elemen a powy(g) = g*

moédon értelmezett
pow, : G — G

leképezés a (G, o, 1) csoportbdl (6nmagaba azaz) (G, o, 1)-be irdnyulé homomorfizmus.
Példék csoport homomorfizmusokra.

(i) Barmely (G, o, 1) csoport esetén a g € G elemen az inv(g) = ¢g~! médon értelmezett
inv:G— G

leképezés a (G, 0, 1) csoportbdl a (G, , 1) tun. forditott csoportba irdnyulé izomorfizmus
(az v,y € G elemekre z * y = y o x), amelynek az inverze sajat maga: (inv)~!
kommutativ csoport forditott csoportja énmaga.

(i)

=inv,

det : GL,(C) — C\{0}

a (Gl,(C), -, 1,) csoportbdl a (C*= C\{0}, -, 1) csoportba irdnyuld (sziirjektiv) homomor-
fizmus.

(iii) Az A €Gl,(C) métrixon az

A—

0 .. 0 1

modon értelmezett leképezés a (Gl,(C), -, 1,,) csoportbdl a (Gl,41(C), -, 1,41) csoportba
irdnyulé injektiv homomorfizmus.



(iv) Az

Up—1
0 ... 0 1

alakban frhaté A €UT,(C) métrixon az A — A médon értelmezett leképezés az

(UT,(C), -, 1,) csoportbdl az (UT,,_1(C), -, 1,,_1) csoportba irdnyulé sziirjektiv homomor-
fizmus, amelynek a magja az aldbbi

Uy

].n—l | UL, U, oovy Up—1 € C g UTn(C>

Un—1
0 ... 0 1

kommutativ részcsoport.

(v) Az A = [a;j] . €Gl,(C) métrixon az

nxn

Ar— At = [Clji]an
modon értelmezett transzponélés a (G, (C), -, 1,,) csoportbdl annak a (Gl,,(C), *, 1,,) fordi-
tott csoportjdba irdnyulé izomorfizmus,

0,(R) = {4 € GL,(R) | AA* =1,} C GL,(R)

az un. ortogondlis részcsoportja a (Gl,(R), -, 1,,) csoportnak.
(vi) A m €S, =Sym({1,2,...,n}) permutacién a P, = > F.;; médon értelmezett
i=1

P:S, — Gl,(C)

leképezés az (S,, o,id,) szimmetrikus csoportbdl a (Gl,(C),-, 1,,) csoportba irdnyul6 in-
jektiv homomorfizmus; az n x n-es P, métrixot nevezziik a 7-hez tartozé permutacio
matrixnak (itt az n x n-es E,(;),; in. standard maétrixegységben a m(i)-edik sor és
az i-edik oszlop keresztezddésében 1 4ll, a tobbi helyen 0).

(vii) Ha g1, ga, ..., gn & (G, 0, 1) csoport elemeinek egy teljes és ismétlédés nélkiili felsoroldsa
(azaz G = {g1, g2, .., gn} €s |G| = n), akkor a h € G elemen a

g 92 - - - Gn g1 g2 - - - Gn
Ci(h) = =
() (h91 hga . . . hgn) (gﬂ(l) Gr(2) - - - gw(n))
moédon értelmezett C; : G —Sym({g1, g2, ..., gn}) leképezés a (G,o0,1) csoportbdl a
(Sym({g1, 92, -, gn}), 0,id) szimmetrikus csoportba irdnyulé injektiv (in. Cayley)

homomorfizmus.
(vili) Ha K C L C C véges testbovités és a K C T C L koztes szdmtest normélis
bovitése K-nak, akkor a ® € G(K C L) relativ automorfizmuson a res(®) = & [ T

modon értelmezett

res: G(KCL)— G(KCT)



leképezés a (G(K C L), o,id;) Galois csoportbdl a (G(K C T),0,idy) Galois csoportba
iranyulé homomorfizmus, amelynek a magja ker(res) = G(T' C L).

(ix) Legyen K C C tetszbleges szdmtest és az oy, as...,a,, € C szdmok egy f(z) € K|x]
polinomnak az 6sszes egymaéstdl kiilonbozé gyokei, ekkor a

K C K(ag,an...,a,) = K(f(x) =0)=F

testb6vités az f(x) polinom felbontdsi teste a K felett és a ® € G(K C F) relativ
automorfizmuson a

6_ aq (0] [ (7% . (05} (6] Coe ap
(I)(Ozl) CI)(CYQ) S (I)(Ozn) aﬂ.(l) Oéﬂ-(g) .. aﬂ-(n)

médon értelmezett ® —— & = 7 leképezés a (G(K C F),0,idr) Galois csoportbdl a
(Sym({aq, az, ..., an}), 0,id) szimmetrikus csoportba irdnyul6 injektiv homomorfizmus.

15.A.Definici6. A @ # C C {1,2,...,n} részhalmazt a 7 €Sym({1,2,...,n}) permutaicié
ciklusdnak nevezziik, ha 7(C) = C és béarmely @ # D C C val6di részhalmazra w(D) # D.
Az

inv(r) = {(i,j) |1 <i<j<nésn(j) <n(i)}

halmaz elemeit nevezziik a m permutacié inverzidinak. Ha 2 < m < n és iy, 19,...,%m
egymastol kiilonbozé elemei {1,2,...,n}-nek, akkor (iy,is,...,7,) jelolje azt a ciklikusnak
nevezett Sym({1,2,...,n})-beli permutdciét, amelyre 1 <k <m — 1 és

Je{1,2,....,n}\ {i1,i2, ..., 7m } esetén

(11,09, ooy b ) (Ig) = Gpr1 5 (01,02, coey bn) (Gn) = 11 €8 (i1, 09, .y im)(J) = J.
Az m = 2 esetben az (i1, 1) alaki permutéciét transzpoziciénak nevezziik.Q

15.1.Allit4s. Tetszoleges 1 <1 < m egészre

(U1, U1y ooy By T15 82y ooy Gp—1) = (91,82, oy I,
tovdbbad
(11,02, «ouy i) = (i1,0m) © (i1, 4m—1) © ... © (i1, i2).
Az iy, iy oy i} NV {J1, 925 -y Jr } = D esetben
(11,89, ey i) © (J15 725 <oy Jir) = (J15 525 ooy Jir) © (11,02, ooy U ).

15.2.Allitas. Ha C,C',C" C {1,2,...,n} ciklusai a = €Sym({1,2,....,n}) permutdcionak és
1 <i<mn, akkor {i,n(i),72(i),...,7%(i), ...} C{1,2,...,n} ciklusa lesz T-nek, az i € C esetben

C = {i,n(i), 7*(i), ..., 7"(0),...} = {i,w(i), 7*(0), ..., ™™ (i)}

és (i) = i, ahol m = |C|. Alkalmazva a C = (i, 7(i), 72(), ..., 7~ 1(i)) jelolést, a C ciklikus
permutdcio nem fligg attol, hogy melyik 1 € C' elemet vdlasztottuk:

Cl1C=n1Cé C1{1,2,...,n}\C=id.

Ha C" #£ C", akkor C'NC" = & és C'oC" = C"oC". Az {1,2,...,n} halmaz elédll a T permutd-
cid dsszes kiilonbozo (és igy paronként diszjunkt) Cy, Cy, ..., Cy ciklusainak az egyesitéseként

{1,2, ,n} = 01 U 02 U...u Ot,



tovdbbad P R
ﬂ:Clngo...oCt.

15.3. K6vetkezmény. Az (S,,o,id) szimmetrikus csoportban barmely m permutdcié megkaphato
transzpoziciok szorzataként (kompozicidjaként).

15.4.Allitas. A 7 €S, =Sym({1,2,...,n}) permutdcion a
sga(r) = (~1)"

mddon értelmezett
sgn: S, — {—1,1}

leképezés az (S,,o,id) szimmetrikus csoportbol a ({—1,1},-,1) kételemi csoportba (ez utobbi
(Q* = Q\{0}, -, 1)-nak részcsoportja) iranyuld szirjektiv homomorfizmus, amelyre teljesiil, hogy
sgn(m) = det(Py), ahol P, a m-hez tartozé n X n-es permutdcié matriz.

15.B.Definicié. Az (S, 0,id) szimmetrikus csoport
A, =ker(sgn) ={r €S, |sgn(r) =1} = {r €S, | |inv(7)| péros szdm} < S,
normalis részcsoportjit nevezziik (az n-ed fokid) alterndlé csoportnak.Q

15.5.Tétel. Han > 5, akkor az (A, o,id) alterndld csoport egyszeril, azaz A,,-nek csak trividlis
normdlis részcsoportjai vannak: N <A, <= N = {id} vagy N =A,,.

Bizonyitas. Legyen N <A, olyan normélis részcsoport, amelyre N # {id} és tekintsiink egy
tetszOleges id# m € N permutéciot, amelynek a paronként diszjunkt ciklusokra valé felbontdsa
= (7;1,2‘2, ceny Zm) 9 (j17j2> ...,j,n) o ...
alaku, ahol (i1, ig, ..., i, ) a leghosszabb ciklusok egyike és (j1, jo, ..., j») a tovéabbi ciklusok (amen-

nyiben vannak ilyenek) valamelyike. Tehét m > r és az aldbbi esetek lehetségesek.

1. m >4, azaz m = (i1, 19,13, 14, -y i) VAZY T = (41,102,103, 14, -y i) © (J1, J2, cey Jr) O wev.

Most (i1, i9,43) €A, és 71 € N <A, miatt
(i1, g, ip) = 70 (i1,dz,45) o 7' 0 (in, i, 13) " € N,

ami azt jelenti, hogy N tartalmaz hiarom hosszisagu ciklust.

2. m=3¢&2<r <3, azaz m = (i1, i,13) 0 (J1,J2, J3) © ... vagy m = (i1,12,13) © (ji,J2) © ...
Most (i1, 19, j1) €A, és 71 € N <A, miatt

(i1, 1,3, J2,i2) = 70 (i1, 42, j1) o 7 0 (i1, i9,1) ' € N,

ami azt jelenti, hogy N tartalmaz 6t hosszisagu ciklust. Ha ezt az 6t hosszisagu ciklust
valasztjuk az elobbi 1.részben m-nek, akkor megkapjuk, hogy N ebben az esetben is
tartalmaz harom hosszisagu ciklust.

3. m =3 és (i1, 1s,13) az egyetlen ciklusa m-nek, azaz m = (i1, i, i3).

Legyen 1 < j; < n az iy, 4y, i3 elemektdl kiilonbozd, ekkor (i, s, j;) €A, és T1 € N <A,
miatt
(ilaiQ) o (i?)vjl) =Tmo (ilai%jl) o 7T_1 o (ilaiZajl)_l € N7

ami azt jelenti, hogy N tartalmazza két diszjunkt transzpozicié szorzatét.



4. m = 2 (ilyenkor m-nek mindenképpen van még tovébbi ciklusa, hiszen m = (i1, i3) nem
A,-beli) és r = 2, azaz m = (iy,12) o (j1,J2) © -...

Most (i1, 19, j1) €A, és 71 € N <A, miatt
(i1, 1) © (ig, j2) = m o (i1, iz, j1) o™ "0 (i1,42,51) " € N,

ami azt jelenti, hogy N ebben az esetben is tartalmazza két diszjunkt transzpozicié szorza-
tat.

Az elébbi felsoroldst dttekintve azt latjuk, hogy N mindenképpen tartalmazza két diszjunkt
transzpozicié szorzatét, azaz léteznek olyan egymastol kiilonboz6 a, b, ¢, d € {1,2,...,n} elemek,
amelyekre (a,b) o (¢,d) € N. Ha o', b, c,d € {1,2,...,n} egymé&stdl kiilonboz6 elemek, akkor

az
[ a b ¢ d s B = a b ¢ d
TNy )P\ o ¢ a
permutaciok (amelyek a nem jelolt helyeken identikusan hatnak) valamelyike paros, azaz o €A,
vagy B €A,,. Mivel

(a',b)o(d,d)=ao(a,b)o(c,d)oat =po(ab)o(cd) oS,

ezért N <A, miatt (a/,0')o(c/,d") € N. Tehdt N tartalmazza bérmely két diszjunkt transzpozi-
ci6 szorzatat. Ha a,b,c € {1,2,...,n} egyméstdl kiilonboznek, akkor n > 5 miatt taldlunk olyan
tovabbi x,y € {1,2,...,n} elemeket, hogy a,b, ¢, z,y mind kiilonb6z6. Mivel

(a,b) o (a,¢) = (a,b) o (z,y) o (z,y) o (a,¢)

és az eddigiek szerint (a,b) o (z,y) € N, (z,y) o (a,c) € N, ezért (a,b) o (a,c) € N. Tehat
barmely két (nem feltétleniil diszjunkt) transzpozicié szorzatat tartalmazza N.

A 15.3.Kovetkezmény szerint tetszoleges o €S,, permutécié megkaphaté transzpozicidk szorzataként,
ha o €A,,, akkor egy ilyen szorzatban péros sok transzpozicié szerepelhet. Mivel balrél jobbra
kettesével szorozva a transzpoziciokat minden esetben N-beli permutdciot kapunk és N-beli
permutdciok szorzata is N-beli, ezért o € N. Tehat N =A,,.
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15.6. K6vetkezmény. Ha n > 5, akkor az (A,,o,id) alterndld és az (S,,o,id) szimmetrikus
csoport mem feloldhato.

15.7.Tétel. Ha q > 2 primszdm és az (S,,0.,id) szimmetrikus csoport T <S, részcsoportja
tartalmaz transzpoziciét (azaz (i1,i2) € T valamilyen 1 < iy < iy < q egészekre) és tranzitiv
(tetszbleges i,j € {1,2,...,q} elemekhez taldlhaté olyan T € T permutdcid, amelyre 7(i) = j),
akkor T' =S,,.

Bizonyitas. Az i,j € {1,2,...,q} elemekre az i ~ j reldci6 pontosan akkor teljesiiljon, ha
az (i,j) tranzpoziciora (i,j) € T és itt az egyébként érthetd (i,7) =id megéllapodést tessziik.
Az igy értelmezett ~ reldcié ekvivalencia, hiszen (i,7) =ide T miatt i ~ i, az (i,5) = (J,1)
egyenloség szerint az ¢ ~ j teljesiilése a j ~ i teljesiilését eredményezi. Ha ¢ ~ j és j ~ k
egy tovabbi k£ € {1,2,...,q} elemmel, akkor elegend6 azt az esetet tekinteni, amikor i, j, k
kiilonbozoek. Most

(i, k) = (4, k) © (i, 7) © (J, k)



és az (i,7),(j, k) € T tartalmazdsok miatt (i, k) € T. Tehat ~ valéban reflexiv, szimmetrikus
és tranzitiv. Legyen
{1,2,....,q} =E1UE,U..UE,

az {1,2,...,q} halmaznak a ~ ekvivalencia szerinti paronként diszjunkt F,, 1 <r < m ekviva-
lencia osztalyokra val6 felbontdsa. Ha az E,. és F, (1 < s < m, r # s ) kiillonboz6 osztalyokbdl
kivalasztunk egy a € E, és egy b € I elemet, akkor 1étezik olyan 7 € T permutdcié, amelyre
7(a) = b. Ha k € E, egy tovdbbi elem, akkor a ~ k miatt (a,k) € T és

(b,7(k)) = (1(a), 7(k)) =70 (a,k)ort €T

miatt b ~ 7(k). Tehdt 7(k) € E,, ami azt jelenti, hogy 7 egy olyan E, — Fj fiiggvény, amely
injektiv (7 permutdcié volt). A véges E, és E, halmazok szamossigéra igy azt kapjuk, hogy
|E.| < |Es|, ami az r és s szerepének a felcserélésével a forditott |E| < |E,| egyenldtlenséget,
illetve az e = |E,| = |E;| egyenl6séget eredményezi. Az eddigiek szerint az {1,2,...,q} ele-
meinek a szdmdra a ¢ = me egyenloséget kapjuk, ami a ¢ prim tulajdonsidga miatt az m = 1
egyenldséghez vezet, hiszen e = 1 az 1 < i; < iy < g elemekre teljesiild (i, iz) € T tartalmazds,
illetve i1 ~ i reldcié miatt nem lehetséges. Mivel csak egyetlen ekvivalencia osztély van, ezért
tetszbleges i,7 € {1,2,...,q} elemekre i ~ j, azaz (i,j) € T teljesiil. A 15.3.K6vetkezmény
szerint barmely m €S, permutdcié megkaphaté transzpoziciék szorzataként, tovdbba 71" minden
transzpoziciét és azoknak tetszoleges szorzatat is tartalmazza, ezért m € T'. Végeredményben
a kivant 7" =S, egyenlséget igazoltuk.
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