14. FELCSOPORTOK ES CSOPORTOK

Azt mondjuk, hogy o egy kétvaltozés (vagy binér) miivelet a H halmazon ha a H-nak
tetszoleges a és b elemeire értelmezve van egy a és b ltal egyértelmiien meghatarozott a o b-vel
jelolt H-beli elem, amelyet legtobbszor az a és b szorzaténak (ritkdbban 6sszegének, uniéjédnak
vagy metszetének) neveziink. A H elemeinek és a o miiveleti jelnek a tobbszori alkalmazéséval,
valamint zardjelek megfeleld beiktatdsaval kiilonboz6 hossziisdgui jelsorozatokat készithetiink,
amelyek kozott lesznek uin. szorzatok. Az x,y,z € H elemekkel

((xoy)o(yoz)) oy egy 5 hosszisagu szorzat,

((zox)ox)o(yo(xoz)) egy 6 hosszisagu szorzat, de
z) o (z((ooxyx()))z o nem értelmezhetd szorzatként.

A szorzatokat az aldbbiakban gy fogjuk értelmezni, hogy azokban felismerhetd legyen a o
miiveletek H-beli elvégzésének egy olyan sorrendje, amely elvezet egy egyértelmiien meghatéro-
zott végeredményhez. Egy adott szorzat esetében a miiveletek elvégzésének a sorrendje persze
nem lesz egyértelmiien megmondhato, pl. az (xoy)o(zox)-ben hdromszor szerepld o miiveletre
vonatkozdan csak annyi kotottségiink van, hogy a kozépso helyen allot kell utoljara elvégezni,
az x oy és z o x elvégzésének a sorrendje lényegtelen a végeredményt illetoen.

14.A.Definicié. A H halmazon értelmezett o kétvaltozés miiveleti jelre nézve a szorzatokat
az aldbbi elemi lépések véges szami egymaés utani alkalmazdsdval kapjuk.

(i) a H halmaz elemeit egy hosszisdgu és tetszéleges x,y € H elemekre x oy-t kettd hosszisagu
szorzatnak tekintjiik,

(ii) ha z € H és f egy k > 2 valamint g egy | > 2 hosszisagu szorzat, akkor z o (f) és (f)ox
egy-egy k + 1 hosszisdgu szorzat, tovabbd (f) o (g) egy k + [ hossziisédgu szorzat.

Két szorzat formalisan akkor egyenld, ha a benniik szerepld jelek és H-beli elemek balrél jobbra
haladva rendre megegyeznek: tehét z o (y o z) és (x o y) o z formdlisan kiilonb6znek. Bérmely
szorzatrol egyértelmiien megmondhaté, hogy annak felirdsakor utolséként a fenti (i) és (ii)
lépések koziil melyiket alkalmaztuk, sot ebben az utolsé lépésben felhasznélt rovidebb szorza-
tokra (x-re, y-ra, f-re és g-re) is egyértelmiien visszakovetkeztethetiink. Az (i) és (ii) lépések
természetes médon megadjidk a szorzat H-beli értékét is: pl. ha az f szorzat értékea € H ésa g
szorzat értéke b € H volt, akkor (f)o(g)-nek az értéke aob € H. Egy szozat H-beli értékének a
jelolésére maga a szorzat szolgél, pl. a (3+2) + 3 szorzat (amit ebben az esetben dsszegnek illik
nevezni) értéke a Z-ben (3 + 2) + 3 = 8. A kiilonb6z6 szorzatok kozotti egyenléségjel minden
esetben a szorzatok H-beli értékeire vonatkozik majd nem pedig azok formélis egyezoségére.
Erdemes megjegyezni, hogy a o miiveleti jelet kétféleképpen is hasznsltuk: egyrészt frasjelként
a szorzatok elkészitéséhez, masrészt a H halmazon adott konkrét kétvaltozés miiveletként. A
miiveleti jelnek ez a kettds haszndlata még akkor sem szokott félreértést okozni, hogy ha nem
csak egy H halmazon, hanem esetleg mdas halmazokon is adva vannak konkrét kétvaltozés
miiveletek és azokra is ugyanazt a jelet alkalmazzuk, pl. a szdmok és a métrixok Osszeaddsédra
egyarant a +-t hasznéljuk.Q

A fenti definiciéval kapcsolatban a kivetkez6 fontos észrevételt tehetjiik. Egy n > 3 hosszisdagui
h szorzatban a baloldali és a jobboldali zardjelek szdma egyarant n—2, tovabba a h-t barhol ket-
tévagva a vagastol balra eso részben a baloldali zardjelek szdma nem kisebb mint az ugyanebben
a részben 1évo jobboldali zardjelek szdma.

vagas

((zoz)oz)o y)o((roy)oz)



Valéban, ha a fenti tulajdonsdg az f és g minden baloldali vdgatara teljesiil, akkor nagyon
konnyen ellenérizhetd, hogy az x o (f), (f) o x és az (f) o (g) szorzatok baloldali vigataira is
érvényben marad, hogy benniik a baloldali zaréjelek szama nem kisebb mint a jobboldaliaké.
Az n > 1 egészre jelolje T,, azon (n hossziségi) szorzatok szamét, amelyekben a H-beli
x1,Za, ..., T, elemek mindegyike pontosan egyszer és pontosan ebben a sorrendben (balrél job-
bra) szerepel. A T,-eket Catalan-szamoknak nevezziik. Az n = 4 esetben felsoroljuk az
Osszes ilyen szorzatot, azaz megadjuk az 6sszes értelmes zardjelezését az xq o x 0 x30 x4 formalis
jelsorozatnak:

((z1022) 0w3) 0wy, (w10 (x203)) 0wa, 10 ((22023)0xg),

x10 (z90 (r3014)), (T1022) 0 (T30Ty) .

14.1.Allit4s. Ty =T, =1 és azn > 2 egészre

Tn+1 = ZTkT(n—‘rl)—k .
k=1

Bizonyitas. Egy olyan h szorzat felirdsiara, amelyben az xi, xs, ..., Z,, T,01 € H elemek min-
degyike pontosan egyszer és pontosan ebben a sorrendben szerepel a kovetkezd lehetdségeink
vannak: z10(f), (g)ox,41 és (u)o(v), ahol f és g hosszusdgan > 2, az u egy k > 2 hosszisdgu és
vegy (n+1)—k > 2 hosszisagu szorzat. Balrdl jobbra haladva az f-ben az xo, x3, ..., T, Ty, g-
ben az x1, xs, ..., x,, u-ban az x1, x, ..., T és v-ben az Ty 1, Tpio, ..., Tn, Tne1 elemeket kell, hogy
taldljuk. Nyilvanval6, hogy a szébajohetd f-ek és g-k szama egyarant T,,, az u megvélasztasara
T} és a v megvalasztdsdra T(,,1)—; lehetdségiink van. Tehdt adott 2 < & < n — 1 egészre
T T (nt1)—rk killonbozé olyan (u) o (v) alakd n + 1 hosszisdgu h szorzat létezik, amelyben az u
hosszusdga pontosan k. A fentiek alapjdn és T} = 1-re valé tekintettel megkapjuk 7). 1-re a
kivant rekurziv osszefiiggést.

]

Megjegyzés. Igazolni lehet, hogy T, .1 = %H(i’f)

14.B.Definicié. Az x1,z,, ..., 7, € H elemek balra normalt szorzatin az aldbbi H-beli elemet
értjiik: [x1] = 1, [x1, 22 = 1 029 és n > 3 esetén

(21,22, ooy ) = (.((x1 0 @2) 03) 0 ..oy 1) O Ty

Hasonléan értelmezhet® a jobbra normaélt szorzat. Azt mondjuk, hogy a H halmazon adott o
kétviltozds miivelet asszociativ, ha (x o y) o z = x o (y o 2) teljesiil tetszbleges z,y,z € H
elemekre.Q

14.2.Allitds. Legyen h(xy, g, ..., x,) eqy tetszbleges olyan szorzat a o asszociativ miwelettel,
amelyben az x1,Ts,...,x, € H elemek mindegyike pontosan eqyszer és pontosan ebben a sor-
rendben szerepel. Ekkor h(xy,xa,...,x,) = [21,Xa, ..., T,] teljesil a H-ban.

Bizonyitas. Az n = 1 esetben h(x;) csak x; és az n = 2 esetben h(xy,x3) csak x1 o xo lehet,
tehat h(x1) = [z1] és h(x1,22) = [21, x9] nyilvanvaléan teljesiil. Ha n = 3 akkor h(zy, 2, x3)
kétféle lehet: (zq o x9) o x3 vagy x; o (z2 0 x3). Az elsd esetben (x1 0 23) 0 x5 = |21, T2, 23] a
balra normélt szorzat definicidja szerint igaz, a mésodik estben x; o (x5 0 x3) = [21, X2, 23] az
asszociativitds miatt teljesiil. A tovdbbiakban legyen n > 3 és tételezziik fel llitdsunk igazsagat
minden 1 < k < n egészre. Tekintsiink most egy olyan h(zq, xa, ..., Ty, Tpy1) szorzatot amelyben
az T, To, ..., Tn, Tni1 € H elemek mindegyike pontosan egyszer és pontosan ebben a sorrendben



szerepel. A szorzat definicidja szerint a h(z1, xo, ..., T, T,y 1) felirdsdra a kovetkezd lehetdségeink
vannak: 270 (f), (g)ox,1 és (u)o(v), ahol f és g hosszisdga n > 2, az u egy k > 2 hosszisagu
és v egy (n+1)—k > 2 hosszisdgu szorzat. Balrdl jobbra haladva az f-ben az xo, x3, ..., Ty, Ty,
g-ben az w1, xs,...,T,, u-ban az xy, x9,...,x, és v-ben az Tyi1, Trio, ..., Tn, Tnr1 elemeket kell,
hogy talaljuk. Az indukcids feltevésiink szerint az f = |29, T3, ..., Tpn, Tpi1] 68 g = [T1, Ta, ..., Ty,
valamint az u = [21, g, ..., k] €8 UV = [Tpy1, Tpia, -y T, Tne1] egyenldségek teljesiilnek a H-ban.
Nyilvanvaléan elegend6 az aldbbi

(1, T2, ooy Th] © [Tty T2y oony Ty Tpg1] = [T1, T2y ooey Ty Ty ]

egyenldséget igazolni (beleértve a k = 1 és k = n egészeket is). A balra normalt szorzat
definiciéjat az assszociativitast és az indukcids feltevést jra felhasznédlva adddik, hogy

[131,.7)27 ,l’k] © [‘Ik+17$k+27 "‘Jmnaxn—i-l] - [1’1,1’2, 7Ik] © ([xk—l-laxk—l-% ,ZL’n] o ‘ITH-l) -

([x1, T2y ooy Th] © [Tps1, Throy ooy Tn]) © Tpg1 = [T1, Ty ooy Tp] © Ty = [T1, Tay ooy Ty, Ty

([

14.C.Definicié. Ha o egy kétvaltozos asszociativ miivelet a H halmazon, akkor a (H, o) parost
félcsoportnak nevezziik. Gyakran eléfordul, hogy a o miiveletre nem sziikséges kiilon utaldst
tenniink, ilyenkor a H-ra onélléan is haszndlhatjuk a félcsoport elnevezést. A 14.2. Allitds
szerint egy (H, o) félcsoport x1, zs, ..., x, € H elemeire a zardjelek és miiveleti jelek nélkiil felirt
r1%s...x, sorozatnak egyértelmiien megadhaté a H-beli jelentése tigy mint a 1 o x50 ... 0 x,
jelsorozat egy tetszoOleges értelmes zardjelezése dltal meghatdarozott H-beli szorzat elem, pl.
T1To... Ty = [T1, T2, ..., Tp)|. Egy @ € H elemnek az n > 1 egész kitevéjii hatvanyét az 2" = zz..x
(itt « pontosan n-szer szerepel) szorzat értelmezi.Q

A tovabbiakban félcsoportokban mell6zhetjiik a o vagy méas miiveleti jel hasznélatat, elegendd a
szorzat megadédsdhoz a benne szereplo elemek egymds utdn irdasa. Mindaddig tehetjiik ezt, amig
egyetlen miiveletiink van, amennyiben a H halmazon egyidejiileg tobb (asszociativ) miivelet is
adott akkor csak egy elore kijelolt miiveletnek lehet a jelét az algebrai kifejezésekbdl elhagyni
a tobbire mindenképpen sziikséges a miiveleti jel kifrdsa, pl. az a,b,c € 7Z szdmokkal felirt
(ab + c)ac(be + a) + abe kifejezésben a szokdsos médon a szorzds miiveleti jelét nem tiintettiik
fel. Ismét a 14.2. Allitdst alkalmazva kapjuk a kovetkezOket:

(1%9...20) (Tpa1Tna2e - Tnim) = T1T2o. Tyt
n,.m n—i—m7 (xn)m nm‘

rr =T =T

14.D.Definicié. A (H, o) félcsoportban
1. az x,y € H elemeket felcserélhetéeknek nevezziik, ha zy = yz ;

2. teljesiil a kommutativitas, ha barmely két elem felcserélhetod, azaz ha ry = yr minden
x,y € H elemre;

3. az e € H elemet egységnek nevezziik, ha ex = re = x minden x € H elemre;

4. a ¢ € H elemet centrédlisnak nevezziik, ha cx = xc minden = € H elemre (az egységek
centrélisak); a H centralis elemeinek halmazét jelolje £(H);

5. az * € H elemmel balrél egyszeriisithetiink, ha tetszoleges u,v € H elemekre az
ru = zv egyenldség csak az u = v esetben teljesiilhet (hasonléan értelmezziik a jobbrol
egyszeriisithet6séget).Q



A (H, o) félcsoport felcserélhetd x,y € H elemeire
(ag)" = 2"y

Ha (H, o) kommutativ, akkor az x1, xs, ..., x,, € H elemek tetszbleges Tr(1), Tr(2)s -+vs Tr(n) dbren-
dezésére (permutdcidjdra) teljesiil a szorzatok aldbbi egyenlésége

Jiw(l)xﬂ(g)...xﬂ(n) = T1X2...Ty, .

Egy félcsoportban nem létezhet két egymastdl kiillonbozo egység: az e, eo € H egységekre e;x =
T és yes = y, ahonnan x = ey és y = e; valasztdssal azonnal kapjuk, hogy e; = es. Ertelmes
tehdt azt mondani, hogy (H,o,e) egy egységelemes félcsoport, az egységelemes félcsoportot
monoidnak nevezziik. Az egységet 1 jeloli a legtobbszor, de ha egy kommutativ félcsoportban
a miiveleti jel + akkor az egységet 0-val szokds jelolni, pl. (Z,+,0) egységelemes kommutativ
félcsoport (azaz kommutativ monoid).

14.E.Definicié. A (H,o,1) monoidban egy = € H elem balinverze minden olyan ' € H
elem, amelyre 2’z = 1. A jobbinverzek az xz” = 1 tulajdonsagi z” € H elemek. Az x € H
elem (kétoldali) inverze minden olyan elem, amelyik egyidejiileg balinverze is és jobbinverze is
x-nek.Q

Ha 2’ € H balinverze és 2" € H jobbinverze az x € H elemnek, akkor
¥=2'ocl=a2'o(xoa")=(2d"ox)or" =102" =2".

Tehdt egy = elemnek nem létezhet két egymadstol kiillonbozo inverze és igy az inverz létezése
esetén jogosultak vagyunk az x~ ! jelolésre: x 'z = za~! = 1. Eléfordulhat, hogy egy elem-
nek végtelen sok balinverze van (ilyenkor jobbinverze nem létezhet). Ha x-nek van balinverze
(jobbinverze), akkor az x elemmel lehet balrél (jobbrol) egyszeriisiteni: ha az x,u,v,h € H
elemekre xu = xv = h, akkor az x’ € H balinverzet hasznélva kapjuk, hogy

u=1ou= (2'2)u =2'(zu) =2'h = 2'(av) = (2'z)v =10v =,

tovabba azt, hogy az u = x'h elem kielégiti az xu = h egyenletet. Az inverzekkel valé szdmolds
(konnyen ellenérizhetd) szabdlyait az aldbbiakban adjuk meg egy (H, o, 1) monoid inverzekkel
rendelkez6 x,y € H elemeire és az n > 1 egészre:

) =, ) =y @) =

14.F.Definicié. A (G, o, 1) monoidot csoportnak nevezziik, ha minden = € G elemnek létezik
az 27! € G inverze. Ilyenkor egy = € G elemet és az A, B, H C G részhalmazokat tekintve

1. azn > 1 egészre legyen 7" = (2") ! = (z71)" és 20 = 1;

2. értelmezziik G-nek az A~ = {a™' | a € A}, zA = {xa | a € A}, Az = {ax | a € A} és
AB = {ab | a € A,b € B} (nyilvanval6, hogy {r}A = zA és A{zx} = Ax) részhalmazait;

3. a H < (G jelolést alkalmazzuk és azt mondjuk, hogy H részcsoportja G-nek, ha 1 € H
és H zart a szorzdsra valamint az inverz képzésére nézve: tetszoleges u,v € H elemekre
w € Hésu' € H (a @ # H C G részhalmaz pontosan akkor részcsoportja G-nek, ha
HH C H é H' C H); egy H < G részcsoportra (H, o, 1) onélléan is csoport;



4.

a H < G jelolést alkalmazzuk és azt mondjuk, hogy H normadlis részcsoportja G-nek,
ha H < G részcsoport és H zart a G elemeivel val6 konjugédldsra nézve: tetszoleges h € H
és g € G elemre g 'hg € H (g~ 'xg-t nevezziik az x elem g-vel valé konjugaltjanak).Q

14.3.Allitds. Egy (G,0,1) csoport x,y € G elemeire és a H, N C G részhalmazokra az aldbbiak
teljesiilnek.

1.

2.

N

10.

11.

12.

13.
14.
15.

16.

17.

Az x € G elemmel lehet jobbrdl is és balrdl is egyszertsiteni.

k.l k+1

ahgl = gt és (2F) = M tetszbleges k,l € 7 egészekre.

3 -2

) ={. e e L, 2?2k L) < G orészesoport.

Ha létezik olyan z € G elem, amelyre (z) = G, akkor G-t ciklikusnak nevezziik, minden
ciklikus csoport kommutativ.

Részcsoportok tetszoleges metszete is részcsoport.
H<G<+= HH 'CH.

H<G<+<= H'HCH.

Amennyiben H < G, akkor: N <G és NC H<«<—= N < H.

Amennyiben H < G, akkor x € zH, |tH| = |H
2H=yH < rcyH <= ycarH <= 'yc H<=y v c H<= xHNyH # 2.

és

Az xH C G részhalmazt nevezziik az x elem H szerinti baloldali mellékosztdlyanak.

Amennyiben H < G, akkor x € Hzx, |Hzx| = |H
Hr=Hy<=rc Hy<=yc Hr<=ay e H<=yr '€ H<= HxNHy # 2.

és

A Hz C G részhalmazt nevezziik az x elem H szerinti jobboldali mellékosztalyanak.

{1} <G és G<G.

Ha G-nek csak ez a két (un. trividlis) normalis részcsoportja van (H < G <= H = {1}
vagy H = G), akkor G-t egyszertinek nevezziik; a trividlistol kilonbozo részcsoportot
valédinak nevezziik.

A G centrdlis elemeinek halmaza G-nek normdlis részesoportja: £(G) < G.

Amennyiben G kommutativ, akkor G-nek minden H < G részcsoportja normdlis részc-
soport is: H < G.

Normdlis részcsoportok tetszoleges metszete is normdlis részcsoport.
Amennyiben H < G, akkor H < G <= gH = Hg teljesiil minden g € G elemre.
Amennyiben H < G, akkor AH = HA tetszoleges A C G részhalmazra.

Amennyiben H < G tovdbbd az u,v € G elemekre wH = xH és vH = yH, akkor
uvH = xyH.

Amennyiben H < G, N <G és N C H, akkor N < H.



18. Amennyiben H < G és N < G, akkor NUH C NH = HN és NH = HN < G
részcsoport, tovabbd N << NH = HN és NNH < H.

Bizonyitas.

1. Ha az u,v € G elemekre zu = xv teljesiil, akkor az egyenléség mindkét oldalét balrdl
szorozva az x~ 1 € G inverz elemmel az aldbbiakat kapjuk:

uw=1lu=(z7'2)u= 2" (zu) = 2 (2v) = (7 2)v = lv = v.

2. Ha k > 1és1 > 1, akkor a 14.C.Definici6 utdn tett megjegyzések értelmében az z¥z! =
aFtl és (2%)! = 2 egyenléségek teljesiilnek. Ha k > 1,1 < —1 és k > |I| = —I, akkor az
elobb igazolt esetet, a 14.E.Definicié utdni megéllapitdsokat és a 14.F.Definicié 1.részét
haszndalva kapjuk az aldbbiakat

xk$l — (xk+l$_l).1‘l — (:Uk+l(l'l)_l)xl — $k+l(($l)—1wl) — :UkHl — ij—H,

(l’k)l — ((xk)—l)—l — (x—kl)—l — :L,k:l'
A tovdbbi lehetséges esetek attekintését az olvaséra bizzuk.

3. 1=21%¢ (x) és ha u,v € (x), akkor u = 2*, v = 2! teljesiil alkalmas k,[ € Z egészekre.
Most az elébbi 2.rész alapjan uv = zFz! = 2" € (z) és u™! = (2F)™1 = 27F € ()

adodik. A (z) kommutativitdsa z¥z! = 2FH = Ik = 212k kovetkezménye.

4. A H, < G (itt v € T') részcsoportokra 1 € H,, ahonnan 1 € () H, kovetkezik. Ha
yel’
u,v € () H,, akkor u,v € H, minden v € I' indexre, ami a részcsoport tulajdonsagai
~vel

miatt az uv € H., és az u~' € H, tartalmazdsokat eredményezi tetszoleges v € I' indexre.
Tehdt wv € (VH, ésu™t € ) H,.
yel’ vyel
5. A HH™! barmely eleme egy uv~! alakban frhaté szorzat, ahol u,v € H. Mivel H < G,
ezért elébb a v=! € H tartalmazdst, majd innen az uvv~! € H tartalmazdst kapjuk. Tehat
HH™'CH.
Amennyiben HH' C H és v € H tetszbleges, akkor 1 = vvo~! € HH~! miatt eldbb

1€ H,majd vt =1v! € HH™! miatt v~! € H adédik. Ha u € H egy tovabbi elem,
akkor v7! € H és uv = u(v™')™!' € HH~! miatt az uv € H tartalmazést kapjuk.

6. Az 5.részhez hasonléan igazolhaté.

7. A (H,o,1) csoportban az 1 egység elem azonos a G-beli egység elemmel, tovibbd az
elemek szorzdsa és inverzének képzése is megegyezeik a G-belivel.

Legyen most N < G és N C H, ekkor N < G miatt 1 € N teljesiil. Az z,y € N elemekre
N < G miatt zy € N és 27! € N teljestil, ami a (H, o, 1) csoportrél elmondottak alapjan
azt jelenti, hogy N < H részcsoport a (H, o, 1) csoportban is.

Amennyiben N < H részcsoportja a (H,o,1) csoportnak, akkor 1 € N, tovdbba az
z,y € N elemekre 2y € N és 2! € N teljesiil. A (H,o,1) csoportrél elmondottak
alapjén ez azt jelenti, hogy N < G részcsoport a (G, o, 1) csoportban is.



8.

10.

11.

12.

13.

14.

1 € H miatt + = 21 € xH és egy h € H elemre a h —— xh hozzdrendelés bijektiv
H — zH fiiggvényt értelmez, ahonnan |zH| = |H| adédik. A fenti hozzdrendelés
sziirjektiv, hiszen £ H minden eleme zh alakban frhaté. Az injektivitds abbdl kovetkezik,
hogy why = zhy esetén az 1.rész szerint x-el lehet balrél egyszeriisiteni (itt hy, he € H).

Ha xH = yH, akkor x € xH miatt z € yH is teljestil.

Ha z € yH, akkor x = yh valamilyen h € H elemre és a h™! inverz elemmel valé jobbrol
szorzds az vh™' = y egyenléséghez, illetve h™! € H miatt az y € xH tartalmazdshoz
vezet,.

Ha y € vH, akkor y = xg valamilyen g € H elemre, ahonnan az 2! inverz elemmel val6

balrél szorzds az v~y = g egyenléséghez, illetve g € H miatt az v~ 'y € H tartalmazdshoz
vezet,.

Ha 7'y € H, akkor y 'z = y~'(a7')! = (z7'y)™' € H, hiszen H zdrt az inverz
képzésére.

Ha y~'z € H, akkor v € *H és v = y(y~'x) € yH miatt z € xH NyH is teljesiil.

Ha zH NyH # &, akkor kivdlasztva egy tetszoleges z € vH NyH elemet z = za = yb
teljesiil alkalmas a,b € H elemekkel, ami az x = za~! = yba~! egyenl6éséget eredményezi.

Most egy h € H elemre ba~*h € H miatt az xh = yba~'h € yH tartalmazést kapjuk, ami
azt jelenti, hogy *H C yH. Hasonl6an lathaté a forditott yH C xH tartalmazés is.

. A 8.részhez hasonléan igazolhaté.

G < G nyilvdnvald, az {1} < G igazoldséhoz elég a kiovetkezOket megjegyezni: 1-1 = 1,
17'=16és g '1g =g 'g =1 tetszbleges g € G elemre.

Ha ¢, c1, ¢ € £(G), akkor tetszoleges x € G elemre

(cre2)x = c1(c2x) = c1(wce) = (1) = (xC1) o = x(C1C9) €8

1

¢ty =(cw)ec?

=c Ywc)et = cHew)e = (e te)zet = a7t

Tehdt cicp és ¢! centralis elemek, azaz cicy € £(G) és ¢! € £(Q).
Ha g € G, akkor

g leg =g (cg) = g7 (9¢) = (97" g)c = c € £().
A kommutativitds miatt tetszoleges h € H és g € G elemekre
g 'hg =g '(hg) =g (gh) = (g '9)h=h € H.

Amennyiben g € G és h € (1 H, a H, < G (itt v € I') normélis részcsoportokra, akkor
yerl’
h € H, minden v € I' indexre. A normadlis részcsoport tulajdonsdgai miatt g 'hg € H,

minden v € I" indexre. Tehdt g~'hg € () H,, ami azt jelenti, hogy () H, < G.
vyel’ yel’

Egy h € H elemre gh = (gh)g~'g = (ghg~')g € Hg, hiszen a H <1 G normalis részcsopor-
tra ghg™! = (¢g7')'h(g™') € H. Tehat gH C Hg és a forditott Hg C gH tartalmazdst
is hasonléan igazolhatjuk.

Legyen most gH = H g tetszOleges g € G elemre, ekkor egy h € H elemre hg € Hg miatt
hg € gH, azaz hg = gh' valamilyen b’ € H elemmel. Igy ¢~'hg = g~'gh/ = I/ € H, ami
azt jelenti, hogy H <1 G normélis részcsoport.



15. A 14.rész felhaszndldsaval kapjuk, hogy tetszoleges A C G részhalmazra

AH = | JgH = | JHg = HA.

geA geA

16. Ha uH = xH és vH = yH, akkor u € uH és v € vH miatt u = xh; és v = yhy teljesiil
alkalmas hi, hy € H elemekkel. Tgy

uv = xhyyhy = x(yy~ " Yhayhs = zy(y~ ' hy)he € zyH,

mert a H <I G normélis részcsoportban y~thyy € H miatt (yhiy)hy € H teljesiil. A
8.rész figyelembe vételével kapjuk, hogy wvH = xyH.

17. Mivel N < G miatt N zéart a G elemeivel val6é konjugdlédsra, ezért N nyilvanvaléan zart
a G-nél sziikebb H-nak az elemeivel val6 konjugaldsra is, tehat N < H miatt (ez a 7.rész
alapjan igaz) N < H is teljesiil.

18. Legyen H < G és N << G, ekkor 1 € H és1 € N miatt N C NH és H C NH, tovabbd
a 15.rész szerint NH = HN. Most az x1y; € HN és az xoys € HN elemekre (itt
xr1,T3 € H, y1,y2 € N és az y1109 € Ny elemre Nuzg = x9N miatt yy20 = x2y) teljesiil
valamilyen ¢ € N elemmel) 2125 € H és yjy2 € N miatt

T1Y182Ys = T1T2Yy Y2 € HN,
tovabbd y; ' € N és z;' € H alapjén
(z191) " = (y1) "(z1)"' € NH = HN.

Tehdt HN zéart a szorzdsra és az inverz képzésére, ezért HN < G részcsoport. Mivel
N <G és N C NH, ezért a 17.rész szerint N <« NH.

NNH < Gé NNH C H miatt a 7.rész alkalmazédsaval kapjuk, hogy NNH < H. Mivel
N is és nyilvanvaléan maga H is zart a H elemeivel val6é konjugdlésra, ezért N N H zart
lesz a H elemeivel val6 konjugdlésra, tehat NN H < H.

([

14.4.Allitas. Ha egy (G, o,1) csoportban Hy x Hy jeldli a Hy < G és Hy < G részesoportok
Hy, U Hy uniojdt tartalmazo valamennyi részcsoportnak a metszetét, akkor

HUH, CH«xH, <G , HyxH,=H,* Hy
és tetszoleges N < G részcsoportra
HyUH, C N <= H, * H> C N,
tovdbbad
Hy x Hy = {x1y129Y0... XY | m > 1 68 1,29, ...,y € Hy €8 Y1, Y2, ..., Yn € Ha}.
Amennyiben Hy Q G (vagy Hy < G), akkor Hy x Hy = HiHy = HyH,.

Bizonyitas. A H{UH,; C HixH> tartalmazds nyilvanvalé kovetkezménye a Hyx Hs értelmezésének.
Mivel a G részcsoportjainak tetszéleges metszete is részcsoport (ldsd a 14.3.Allitas 4.részét),



ezért Hy * Hy < G. A Hy x Hy = Hy x H, egyenlség egyszeriien annak a kovetkezménye, hogy
H,UHy = HyU H;. Az N < @ részcsoportra a tartalmazdsoknak az Hy U Hy C N <=
H, x Hy C N ekvivalencidja szintén a Hy x Hs értelmezésének koszonheto.

Tekintsiik az (H; * Ho-beli) x1, xs, ..., x, € Hy €8 y1,Y2, ..., Yo € Hs elemeket, ekkor H; x Hy-nek
a (G-beli) szorzasra vald zartsaga miatt

T1Y1T2Y2..-TplYn € Hy * Hy,
ahonnan az
M = {z1p122Y2...xnYn | 0 > 1 €S 21,29, ..., T, € Hy 8 Y1,Ya, ..., Yn € Ha}

halmazra az M C H; * Hy tartalmazds adodik.

Most beldtjuk, hogy M olyan részcsoportja G-nek, amelyre H; U Hy C M. Igy az eddigiek
alapjéan elébb a Hy x Hy C M tartalmazdst, majd a kivant H; * Hy = M egyenldséget kapjuk.
Mivel y; = 1 € H, miatt tetszoleges x1 € Hy elemre 1 = 211 = zyy1 € M, ezért H; C M. A
H, C M tartalmazds is hasonldéan lathatd. Az M-beli

2 V2N AN A | ! !
T1Y122Y2.--TnYn €S T1Y1X9Ys.-. T Y,

elemek (itt x), 25, ..., 2l € Hy és yy, s, ..., y,, € Hy) szorzatara

(T19122Y2- - Tn ¥ ) (TLYLTGYs - 2 Yr ) = T1Y1T2Y2- LY T YL TS T Yy, € M

nyilvanvaléan teljesiil. Az x,,1 = 1 = 1o elemek beiktatdsdval az M-beli x1y1x21s...2,Y, elem
inverzére

1 -1

(@112 Tayn) ™ = Yy s gty ey = gy gy gty e € M
teljesiil, hiszen x, 1,2, ..., 255, 27" € Hy és Y, ys b yrt o € Hy. Tehdt M < G részeso-
port.
Mivel a HyH, szorzat elemei x,y, alakban irhatéak egy x; € H; és egy y; € Hy elemmel,
ezért HiHy C Hy * Hy. Amennyiben H; < GG, akkor a 14.3.Allitas 18.része szerint H; U Hy C
H H, = HyH,; < G, ahonnan az eddigiek alapjan a Hy, x Hy C HyH, tartalmazds, illetve a
H, x Hy = H{H, egyenltség kiovetkezik.

OoOo

14.5.Allitds. Ha eqy (G,0,1) csoportban a H C G véges részhalmazra 1 € H és H zirt a
szorzdsra nézve (tetszoleges u,v € H elemekre uwv € H ), akkor H < G részcsoport.

Bizonyitas. Legyen hq, ho, ..., h, egy olyan felsoroldsa H ¢sszes elemeinek, hogy 1 <i < j <n
esetén h; # h;. Tetszoleges u € H elemre uhy, uhs, ..., uh, is egy teljes felsoroldsa H elemeinek,
hiszen az i # j egészekre az uh; = uh; egyenléségbdl a balrdl vald egyszeriisithetdség miatt
h; = h; kovetkezne. Mivel az {uh; | 1 < i < n} elemei kozott szerepelnie kell az 1-nek is,
ezért u-nak létezik jobbinverze: uu” = 1 teljesiil valamely u” = h; elemre. Hasonl6képpen az
elébbi u”-nek is létezik egy jobbinverze: u”v = 1 valamelyik v € H elemre. Az u” elemnek az
u balinverzére és v jobbinverzére u = v, ami azt jelenti, hogy u” kétoldali inverze az u-nak:
wl=u"¢e€H.
([

Ko6vetkezmény. Ha egy (G,o,1) csoportban az x € G elemre {1,z,22,....2% ..} C G véges
részhalmaz, akkor {1,z,2%, ...,2% ..} < G részcsoport és (x) = {1,x,2%, ..., 2% ..},



14.G.Definicié. Ha egy (G, o0, 1) csoport z € G eleméhez van olyan k > 1 egész, amelyre
z¥ = 1, akkor a legkisebb ilyen tulajdonsagu

d=min{k | k > 1 egész és 2 =1}

szémot nevezziik az = elem rendjének. Ha 2% # 1 minden k£ > 1 egészre, akkor azt mondjuk,
hogy az = elem végtelen rendii.C

14.6.Allitas. Ha egy (G, 0,1) csoportban az x € G elem rendje d, akkor z* = ' teljesiilése
ekvivalens azzal, hogy a k — | kiilénbség oszthaté d-vel: x* = 2! <= d | k — [. Tovdbbd

(x) ={1,x, 2, .., xdil},

ami azt jelenti, hogy az (r) < G részcsoport d elemt. Az <xk> C <ml> tartalmazds teljestilése
most ekvivalens azzal, hogy k oszthatd Inko(d, [)-el: <xk> C <$l> <= Inko(d,!) | k.

Ha az x € G elem végtelen rendti, akkor tetszbleges k # | egész kitevokre ¥ # a' (tehdt ilyenkor
(z) < G végtelen részcsoport). Az (a*) C (') tartalmazds teljesiilése most ekvivalens azzal,
hogy k oszthato [-el: <xk> C <xl> <= [ | k. Véges csoport minden eleme véges rendi.

Bizonyitas. Ha d | k — [, akkor k — [ = dt teljesiil valamilyen t € Z egész szdmra, ahonnan
a 14.3.Allitas 2.részének figyelembe vételével elébb 2+t = 2% = (z%) = 1* = 1, majd z* =
aFlgt = 12! = 2! adédik. Ha d 1 k — [, akkor maradékos osztdssal a k — [ = dt +r egyenléséget
kapjuk, ahol 1 <r < d — 1. Most

l’k_l — xdt—i—r — xdtl,r — (xd)tl,r — 1t£IfT = " 7é 1’

ahonnan x* # 2! kovetkezik. Tehdt {1,z, 22, ..., 277!} elemeinek szdma pontosan d.
Az () tetszbleges eleme z* alakban frhaté valamilyen k € Z egész kitevovel. Maradékos
osztdssal a k = dt + [ egyenl6séget kapjuk (itt 0 < [ < d — 1), ahonnan a mér igazoltak szerint

o =2t e {1,x,2% ..., 2},

kovetkezik. Igy elébb az (z) C {1,z,22, ..., 2% '} tartalmazdshoz, majd a kivint egyenléséghez
jutunk.

Mivel (z*) C (') = 2% € (at), ezért 2% = (2!)" = 2" teljesiil valamilyen ¢ € Z egész kitevore.
A kordbban igazoltak szerint a d | k — It oszthatdsdgnak teljesiilnie kell. Most k — It = dm,
illetve k = dm + [t valamilyen m € Z egész szdmra, ahonnan a kivént Inko(d, [) | k£ oszthatdség
azonnal adédik.

Ha viszont az Inko(d, 1) | k oszthatdsag teljesiil, akkor léteznek olyan m,t € Z egész szamok,
amelyekre k = dm + [t. Most

l’k — Idet — Idmxlt — (:L‘d)ml‘lt — 1mmlt — (xl)t c <Il> 7

ahonnan <xk > - <:pl > kovetkezik.

Ha az x € G elem végtelen rendii, akkor a k # [ egész kitevokre az x* = 2! egyenldségbdl z-el
valé (jobbrél vagy balrél) szorzds utdn az z*~! = 1 ellentmonddshoz jutunk. Tehdt a k # I
egész kitevokre ¥ # x!) azaz () elemeinek szdma végtelen.

Mivel (z*) C (') = 2% € (al), ezért ¥ = (2!)! = 2" teljesiil valamilyen ¢ € Z egész kitevére.
Az elébbiek szerint a k = It egyenl6ségnek teljesiilnie kell, ami az [ | k oszthatdsdgot jelenti.
Ha viszont az [ | k oszthatdsdg teljesiil, akkor létezik olyan ¢ € Z egész szdm, amelyre k = It.
[gy 2% = 2! = (2!)! € (a'), ahonnan (%) C (2') kovetkezik.

k

([



14.7.Allitas. Egy (G,0,1) ciklikus csoport minden részcsoportja ciklikus, azaz ha G = (z)
valamilyen z € G elemre és H < G, akkor létezik olyan h € H elem, amelyre H = (h).

Bizonyitas. Tekintsiik az alabbi
k=min{t€Z |t >1és2' € H}

egész szamot, ami H # {1¢} esetén létezik. Valéban, ha egy 0 # t € Z egészre 2' € H, akkor
27t = (21)7! € H is teljesiil, ami azt jelenti, hogy a fenti halmaz nem tires. Mivel 2* € H
miatt a <zk> C H tartalmazdas nyilvanvald, ezért a H = <zk> egyenloség igazoldsdhoz elegendo
megmutatni, hogy H C <zk > Most H-nak egy tetszéleges eleme z' alakban frhaté, amennyiben
ezt az | € 7 egész szamot maradékosan osztjuk k-val, akkor az [ = km +1r egyenléséghez jutunk

valamilyen 0 < r < k — 1 maradékkal. Ha r # 0, akkor z¥ € H és 2! € H figyelembe vételével a
== Tt e H
tartalmazast kapjuk, ami ellentmond £ minimalitdsanak. Tehéat r = 0, ahonnan
2= = () e (2F)

adodik.
]

14.H.Definicié. Egy (G,o,1) csoport z, € G,y € I' elemeirél azt mondjuk, hogy a H < G
részcsoportra nézve baloldali reprezentdansoknak egy teljes rendszerét alkotjdk, ha

Ua:WH =G.

vyel

Az z, € G,v € I' elemek pontosan akkor alkotjdk a H < G részcsoportra nézve baloldali
reprezentansoknak egy teljes rendszerét, ha

{z H|vel'}={zH |z e G}

Valéban, ha |Jz,H = G, akkor tetszbleges x € G elemre = € ., H teljesiil valamilyen v € T
vyel

indexre, ahonnan a 14.3.Allitds 8.része szerint *H = xH kovetkezik. A 14.3.Allit4s 8.részének
ismételt figyelembe vételével az {z,H | v € I'} = {zH | x € G} egyenl6ségbdl

UJSVH = UxH: G

~yel zeG

kovetkezik.

Abban az esetben, amikor még tetszéleges 7,0 € I',v # § indexekre x,H # x;H is teljestil
baloldali reprezentansoknak egy teljes irredundéns rendszerérol beszéliink. Az un.
kivdlasztdsi axiéma segitségével igazolhatd, hogy barmely H < G részcsoportra nézve létezik
baloldali reprezentdnsoknak teljes irredundédns rendszere. A megfelelé jobboldali fogalmakat
hasonléan értelmezhetjiik. Amennyiben H < G normalis részcsoport, akkor x,H = Hx, miatt
a baloldali és a jobboldali fogalmak egybe esnek, ezért ilyenkor csak reprezenténsok (teljes,
illetve teljes irredundédns) rendszerérdl beszéliink.©

14.8.Allit4s (Lagrange tétele). Egy (G, o, 1) véges csoportban barmely H < G részcsoportra
nézve a baloldali reprezentdnsoknak tetszoleges x., € G,y € I teljes irredunddns rendszerére
teljesiil, hogy |U'||H| = |G]|.



Tehdat H elemeinek szdma osztéja G elemszdmanak és a H részcsoportra nézve a baloldali
reprezentdnsoknak barmely teljes irredunddns rendszerének a szamossdga |T'| = %

Bizonyitas. A baloldali reprezentdnsoknak barmely teljes ., € G,y € I' rendszerére az

Uxﬂ,H =G.

yel

egyenlség teljesiil. Amennyiben a fenti rendszer irredunddns, akkor tetszdleges v,0 € ',y # 6
indexekre x, H # xsH, ami a 14.3.Allit4s 8.része szerint azt is jelenti, hogy ilyenkor v HNasH =
@. Tehat a G halmaz megkaphaté a paronként diszjunkt z,H C G, v € I' részhalmazainak az
egyesitéseként, ahonnan az elemszéamokra

S ey H =[G

vyer

adédik. A 14.3.Allitds 8.része szerint |v,H| = |H| minden v € T' indexre, ami az elébbi
egyenldséget figyelembe véve a kivant |T'| |H| = |G| osszefiiggést szolgdltatja.

(|

14.9.K6vetkezmény. Ha eqy véges (G,0,1) csoportban |G| = n és az © € G elem rendje d,
akkor d osztéja n-nek: d | n. Tovabbd x™ = 1.

Bizonyitds. A 14.6.Allitds szerint most az
() ={1,2,2% ...,27'} <@

részesoport d elemfi. A 14.8.Allitast alkalmazva kapjuk, hogy d osztéja n-nek: n = dm. Tehat
" =g = ()" =1m =1,

[

14.10.Ko6vetkezmény. Egy (G,o,1) nem trividlis csoportra (G # {1}) az aldbbiak ekvi-
valensek.

1. H <G esetén H = {1} vagy H = G (azaz G-nek csak trividlis részcsoportjai vannak).
2. G ciklikus és a |G| elemszdam véges és prim.

3. A |G| elemszdam véges és prim.

Bizonyitas.

(1) = (2) : A feltételiink szerint barmely = € G elem esetén az () < G részcsoportra
(xy = {1} vagy (z) = G teljesiil. Ha z-et 1-t6l kiilonbozének vilasztjuk (ezt G # {1}
miatt megtehetjiik), akkor csak az (z) = G egyenldség teljesiilhet. Tehat G ciklikus.

Ha z végtelen rendfi, akkor x? # 1 miatt a H = (2?) < G részcsoportra H # {1} és a
14.6.Allités szerint (v) ¢ (22), azaz H = (2?) # (z) = G. Ellentmondasba keriiltiink a
feltevésiinkel, ezért = rendje valamilyen véges d > 1 egész szam.

Amennyiben d nem prim, akkor d = dids bizonyos d; > 2 és dy > 2 egész szamokra.
Most % # 1 miatt a H = (z) < G részesoportra H # {1} és mivel d; =Inko(d, d;)
nem osztGja l-nek, ezért a 14.6.Allitds szerint (x) ¢ (%), azaz H = (a¥) # (z) = G.
Ellentmonddsba keriiltiink a feltevésiinkel, ezért d = |(x)| = |G| prim.



(2) = (3) : Nyilvanvalg.

(3) = (1) : A 14.8.Allitss szerint egy H < G részcsoport |H| elemszéma osztGja a |G|
elemszamnak, ez ut6bbi most prim. Tehat |H| = 1 vagy |H| = |G|, az els6 esetben
H = {1} a mésodik esetben H = G teljesiil.

([

14.11.Allitas. Ha eqy véges (G,o,1) csoportban a H < G részcsoportra % = 2, akkor H
normdlis részcsoportja G-nek: H < G.

Bizonyitas. Legyen x, € G,y € I' a H részcsoportra nézve baloldali reprezentdansoknak egy
teljes irredundans rendszere, ekkor a 14.8.Allitds szerint |T'| = % Tehat a fenti rendszer két
elembdl &ll, amelyeket jelolhetiink xq-el és xo-vel. Most x1H UxoH = G és x1H NaxoH = O,
tovabba tételezziik fel, hogy 1 € z1H (a mésik lehetséges eset 1 € xoH nem igényel kiilon
vizsgélatot). A 14.3.Allit4s 8.része alapjan ©1H = H, tovdbbd egy ¢ € G elemre ¢ ¢ H esetén
(ekkor g € xoH) gH = 22H és a 14.3.Allitds 9.része alapjsn még H N Hg = & is teljesiil. Az
utébbi egyenldségbdl és abbdl, hogy H UxoH = G a Hg C x9oH = gH tartalmazdst kapjuk.
Tehdt g € G\ H esetén g 'Hg C g~'(9gH) = H, amennyiben g € H, akkor ¢ 'Hg C H
nyilvanvaléan teljesiil.

000
14.1. Definicié. Legyen H < G a (G, 0,15) csoport normélis részcsoportja, értelmezziik a
xH = Hz, x € G alakid mellékosztédlyok
G/H = {zH | x € G}
halmazan a kovetkezo kétvaltozés miiveletet: x,y € G esetén legyen
(xH) * (yH) = zyH.

A 14.3.Allitas 16.részéb6l kovetkezik, hogy ha az u,v € G elemekre uH = zH és vH = yH,
akkor uwwH = xyH. Tehét a x miivelet megaddsa a mellékosztélyok G/ H halmazén korekt, azaz
nem fiigg a reprezentansok vélasztdsatol. Konnyen igazolhaté az is, hogy az el6bbi kétvaltozds
miivelettel (G/H,*, H) egy csoport, amelyet a G csoport H normalis részcsoport szerinti faktor
csoportjanak neveziink. A H = 1¢H € G/H mellékosztaly egységelem, amelyre az 1/, vagy
az egyszeriibb 1 jelolést alkalmazzuk. Nyilvanvals, hogy (zH)™! = z7'H. Ha G véges, akkor
reprezentdnsoknak egy tetszoleges ., € G,y € I teljes irredundédns rendszerét vélasztva
|G|

(G/H| = ol [z € GH = [, H [y € TH =T = 7

adodik.
14.12.Allitas. Legyen H < G a (G, 0,1) csoport egy normdlis részcsoportja.
1. Egy N < G részcsoportra az
N/H ={zH |z € N} CG/H

halmaz részcsoportot alkot a G/H faktor csoportban: N/H < G/H. Ha N < G normdlis,
akkor N/JH < G/H.

Amennyiben H C N, akkor a H # N # G esetben N/H wvalédi részcsoportja G/ H -nak:
{le/u} # N/H #G/H.



2. Ha N < G/H egy részcsoport, akkor az
N={z|zeGéesaHecN}CG

részhalmaz egy H-t tartalmazd részcsoport a G csoportban: H C N <G (igy Ha N
is teljestl). Az {lgu} # N # G/H esetben: H # N # G. Amennyiben N < G/H
normdlis, akkor N < G.

3. Haaz N <G és N < G/H részcsoportokra H C N, akkor
N/H=N ¢és N/H=N.

Bizonyitas.

1. Az z,y € N elemekkel felirt x H és yH mellékosztalyokat szorozva a G/ H faktor csoport-
ban
(zH)* (yH) = xyH

adodik, ahol xy € N miatt xyH € N/H. Az xH mellékosztély inverze a G/H faktor
csoportban
(rH) ™' =27'H,

ahol 7! € N miatt z7'H € N/H. Tehat N/H < G/H részcsoport.
Ha N < G, akkor G/H-nak tetszbleges uH elemére (itt u € G)

(uH) ™ % (zH) * (uH) = (v ' H) * (vH) * (uH) = v *vuH € N/H,

mert v~ 'zu € N. Tehat N/H < G/H.

Ha N # H és H C N, akkor van olyan z € N, amelyre z ¢ H, azaz amelyre zH # H.
Igy zH € N/H miatt N/H # {1g/u}.

Ha N # G és H C N, akkor létezik olyan w € G, amelyre w ¢ N. Ekkor wH ¢ N/H,
hiszen wH = xH teljesiilése valamilyen x € N elemre a 14.3.Allitds 8.részének figyelembe
vételével eldbb az 271w € H C N tartalmazéshoz, majd a

w=x(r'w) € N
ellentmonddshoz vezetne. Tehat N/H # G/H.
2. Az z,y € N elemekre 2H € N és yH € N, ahonnan N < G/ H miatt
zyH = (zH)* (yH) e N ész'H = (2 H) ' e N

adédik. Tehdt vy € N és 27! € N, ami azt jelenti, hogy N < G részcsoport. Mivel egy
h € H elemre hH:Hzlg/HEN, ezért H C N.

Ha N_;é {1c/x}, akkor van olyan z € G, amelyre H # zH € N. Most z € N és 2z ¢ H,
azaz N # H.

Ha N # G/H, akkor létezik olyan w € G, amelyre wH ¢ N. Ekkor w ¢ N, ahonnan
N # G adédik.

Ha N < G/H, akkor tetszbleges u € G elemre
urouH = (u H) * (eH) * (uH) = (uH) ™+ (zH) * (uH) € N,

ahonnan v ‘zu € N kovetkezik. Tehat N < G.



3. Egy x € G elemre x € W pontosan akkor teljesiil, ha *H € N/H, ami azzal ekvivalens,
hogy ©H = gH valamilyen g € N elemmel. A 14.3.Allitds 8.része szerint az +H = gH
egyenldségbdl g~ 'x € H kovetkezik. Mivel z = g(g'x), ezért H C N miatt ebben az
esetben x € N teljesiil. Ha viszont x € N, akkor xH € N/H nyilvdnvaléan igaz. Tehat

N/H = N.

Egy = € G elemre H € N /H pontosan akkor teljesiil, ha H = gH valamilyen g € N/
elemmel. Mivel g € N azzal ekvivalens, hogy gH € N, ezért N/H C N. Ha viszont
vH € N, akkor + € N, ahonnan vH € N/H adédik. Tehét a forditott N C N/H
tartalmazas is teljestil.

[

14.13.Allitds. Ha egy (G, o, 1) csoportnak a centrdlis elemek dltal alkotott £(G) <1 G normilis
részesoport szerinti G /£(G) faktor csoportja ciklikus, akkor G kommutativ.

Bizonyitas. Legyen z € G olyan elem, hogy a ciklikus G/£(G) csoportra

G/E(G) = ((G))

ami azt jelenti, hogy a (2£(G))* = 28¢(Q), k € Z hatvdanyok a G/£(G) faktor csoport dsszes
elemét megadjsk. Tehat a mellékosztalyoknak a 28¢(G), k € 7Z rendszere teljes, azaz a
14.H.Definiciéban foglaltak szerint

¢ =J="¢(0).

kEZ

Az eddigiek alapjdn a tetszlegesen megvélasztott x,y € G elemeket
r=2z"ciésy=2"co

alakban frhatjuk bizonyos n, m € Z kitevkkel és ¢y, ¢, € £(G) centralis elemekkel. Igy a z"2™ =
Zntm = Zmzn egyenléséget (ldsd a 14.3.Allitds 2.részét) és a centralis elemek tulajdonsdgét
kihasznélva kapjuk, hogy

zy = 2"c1(2"en) = 2" (2™ ) er = 2" ey = 22 epey = 22" ey = Y

Qodd

14.J. Definicié. Azt mondjuk, hogy egy (G,o,1) csoport H; C G, 0 < i < n részhalmazai a
G-nek egy n hossziisagi szubnormadl lancat alkotjék, ha

{1}=Hy<xH,<..<H;<H; 1 <..<H, 1< H,=G.

A fenti szubnormél lanc ismétlédés nélkiili, ha minden 0 < i < n — 1 egészre H; # H, 1.
A 14.3.Allitasbeli 7.rész alapjan H; < G teljesiil minden 0 < i < n indexre, de H; < G
altaldban nem lesz igaz. A H; 1/H;, 0 < i < n—1 faktor csoportokat nevezziik a szubnormal
lanc faktorainak. A (G, o,1) csoportot feloldhaténak nevezziik, ha létezik olyan (véges
hosszusagi) szubnormdl lénca, amelynek minden faktora kommutativ. Ha G kommutativ,
akkor {1} = Hy < H; = G olyan n = 1 hosszisdgui szubnormél lanc, amelynek az egyetlen
G/{1} faktora nyilvdnval6an kommutativ. Teh&t minden kommutativ csoport feloldhat6.Q

14.14.Allitas. Legyen N < G részesoportja a (G, o,1) csoportnak.



1. Ha G feloldhato, akkor az N csoport is feloldhato.

2. Amennyiben N < G normdlis részcsoport és G feloldhatd, akkor a G/N faktor csoport is
feloldhato.

3. Amennyiben N < G normdlis részcsoport, tovabbd az N és a G/N csoportok mindegyike
feloldhato, akkor G is feloldhatd.

Bizonyitas.

1. Legyen
{1}=Hy<H,<..<H;<H1<..<H, 1< H,=0G.

a G csoportnak a kommutativ H,; 1/ H;, 0 < i < n—1 faktorokkal rendelkez6 szubnormal
ldanca. Ekkor N N H; << N N H,;;; nyilvdnvaléan teljesiil minden 0 < ¢ < n — 1 indexre és

{1}:NmH0<]NﬂH1<]...<]NﬂHiQNﬂHZ'+1<]...<]NﬂHn_1<NﬁHn:NﬂG:N

olyan szubnormadl lanca lesz az N csoportnak, amelynek az (NN H;.1)/(NNH;), 0 <i <
n — 1 faktorai szintén kommutativak: u,v € N N H;,; esetén

w(NNH;)«v(NNH;)=uv(NNH;)=vu(NNH)=v(NnNH;)*xuNNH,).

Az uwv(NNH;) = vu(NNH;) egyenldség az (uv) " lvu € N tartalmazdsnak és a kommutativ
H;.1/H; csoportban teljesiilé

wH; = (uH;) * (vH;) = (vH;) * (uH;) = vuH,

egyenléséghél a 14.3.Allitas 8.része szerint kaphaté (uv) 'vu € H; tartalmazdsnak a
kovetkezménye.

2. Legyen
{1}=Hy<H,<..<H;<H1<..<H, 1< H,=0G.

a G csoportnak a kommutativ H; 1/ H;, 0 < i < n—1 faktorokkal rendelkez6 szubnormal
lanca. Ekkor H;/N < H;.1/N nyilvdnvaléan teljesiil minden 0 < ¢ < n — 1 indexre és

olyan szubnormaél lénca lesz a G/N csoportnak, amelynek az (H;11/N)/(H;/N), 0 <i <
n — 1 faktorai szintén kommutativak: u,v € H;,; esetén

uN(H;/N)«vN(H;/N) =uwvN(H;/N) = vuN(H;/N) =vN(H;/N)*uN(H;/N).
Az wwN(H;/N) = vuN(H;/N) egyenléség az 1.rész bizonyitdsdban is felhasznalt
(uv) tvu € H; tartalmazasbol kaphaté: (uvvN)™! x (vulN) = (uwv) 'vulN € H;/N.

3. Legyen
{1}:M0<1M1<]...QMiQMi_H<]...<]Mk_1<]Mk:N.

az N csoportnak a kommutativ M; 1 /M;, 0 < i < k—1 faktorokkal rendelkez® szubnormal
lanca és

{lg/N}=N0<N1 < ... <]./\/;' <]./\/’j+1 < ... <]M_1 QM:G/N.



a G/N csoportnak a kommutativ ./\/jﬂ /./\/'j, 0 < j <1 —1 faktorokkal rendelkez6 szub-
normél ldnca. Tekintsiik a 14.12.Allitds 2.részében értelmezett

Ni={r|zeGésaNeN;} <G, 0<;j<lI
részcsoportokat, ekkor
N=MN <N <...<N; ANj;1 <...<N_; <N =G.

Valéban, a g € Nj,; és x € N, elemekre gN € Nj,1 és aN € N, ezért a N; < Njiy
viszonyra valé tekintettel

g lzgN = (gN) ™" % (zN) * (gN) € N,

ahonnan g~'zg € N, adédik.
Az N1 /N, 0 < j <1 —1 faktor csoportok kommutativak: u,v € N, esetén

(uNG) = (0NG) = uuNj = vulj = (vNG) * (uN).

Az wwN; = vuNj egyenldség annak a kovetkezménye, hogy a kommutativ N1 /N cso-
port (ulN)N; és (vN)N; elemeire

(WN)N; = (NN * (WNIN; = (NN * (V)N = (0uN)A;
teljesiil, ami a 14.3.Allitds 8.része szerint el6bb az
(wv) H(vu)N = (uwN)~ % (vuN) € N

majd innen az (uv)~(vu) € N; tartalmazashoz vezet.

Végeredményben a G csoportnak a kommutativ faktorokkal rendelkezé
{(}=My<..<M;<..<My=N=Ny<..<N;<..<aN =G

szubnormadl lancahoz jutottunk, ami G-nek a feloldhatésagdat igazolja.

Qod
14.15.Tétel. Egy véges feloldhaté (G,o,1) csoportnak létezik olyan
{1}=Hy<xH,<..<H;<H; 1 <..<H, 1< H,=G.

szubnormdl lanca is, amelynek minden H; 1/H;, 0 < i < n—1 faktora prim elemszdmu ciklikus
csoport.

Bizonyitas. Nyilvanvalé, hogy ha G-nek létezik kommutativ faktorokkal rendelkezé szubnor-
mal lanca, akkor az ilyen tulajdonsdgu szubnormadl léncok kozott van ismétlédés nélkiili is (az
egymds utdn kovetkezd ismétlddd részesoportokat egyszeriien el kell hagyni). Legyen

{1}=Hy<xH, <..<H;<H1<..<H, 1 <H,=0G.

a G feloldhato csoport kommutativ faktorokkal rendelkez6 ismétlodés nélkiili szubnormal lancai
koziil a leghosszabbak egyike (a G végessége miatt ilyen taldlhato). Ha N < H;.1/H; egy valodi
részesoport (azaz {1p,,,/m,} # N # Hiy1/H;), akkor a 14.12.Allitéds 2.része szerint

HZ'<]./T/’:{ZL‘|[EEHZ'+1 éSIHZ'EN}SHH_l



és H; # N # H;,. Mivel H,,/H; kommutativ, ezért minden részcsoportja (igy A is) normalis,
ezért a 14.12. Allitds 2.részét tjra alkalmazva kapjuk, hogy N < H,,,. Az eddigiek szerint G-nek
az aldbbi

{1}iH0<]H1<]...<]H¢<]./T/<Hi+14...<Hn_1<]Hn:G

szubnormal lanca ismétlodés nélkiili. A fenti szubnormadl ldnc szintén kommutativ faktorokkal
rendelkezik. Valéban, N'/H; < Hiy1/H; miatt az N/ H; faktor csoport kommutativ. A H; 1 /N
faktor is kommutativ, hiszen az N és yN elemekre (itt =,y € H;41)

(2N) * (yN) = zyN = yaN = (yN) * (zN),

ahol az zyN = yzN egyenléség annak a kovetkezménye, hogy a kommutativ H,,,/H; faktor
csoportban

xyH; = (zH;) * (yH;) = (yH;) * (zH;) = yx H;
teljesiil, ami a 14.3.Allit4s 8.része alapjan az (zy)~(yx) € H; C N tartalmazast eredményezi
(megjegyzendd, hogy H;,1/N a H;1/H; csoport in. homomorf képe).
A leghosszabb kommutativ faktorokkal rendelkezé szubnormél lénctél egy hasonlé tulajdon-
sagui, de hosszabb szubnormadl ldncot kaptunk, ami ellentmondds. Tehat a H,;.,/H; faktor
csoportnak nem létezik valédi részcsoportja, ez a a 14.10.Kovetkezmény szerint azt jelenti,
hogy H;.1/H; prim elemszému ciklikus csoport.

(|

14.K. Definicié. Azt mondjuk, hogy a (egész GG1-en értelmezett és értékeit a Ga-ben felvevd)
A1 Gy — Gy fiiggvény a (G,0,1) csoportbdl a (Gg,0,1) csoportba irdnyulé (csoport)
homomorfizmus, ha A(1) =1 és M(xy) = A(z)A(y) teljesiil tetszbleges x,y € G elemekre.

A X homomorfizmus magjian G;-nek a

ker(\) ={zx € G | Mz) =1} C G4

részhalmazdt értjiik. Az injektiv csoport homomorfizmust (csoport) bedgyazasnak nevezziik.
Amennyiben a A homomorfizmus bijektiv (injektiv és sziirjektiv) fiiggvény, akkor (csoport)
izomorfizmusnak nevezziik. A (Gy,0,1) és (Ga,0,1) csoportokat izomorfoknak nevezziik
és a G = G, jelolést alkalmazzuk, ha létezik (legaldbb egy) a G1-b6l Ga-be irdnyul6 csoport
izomorfizmus.©

14.16.Allitas. Tekintsik a (G,0,1), (G1,0,1), (Gg,0,1) és (Gs,0,1) csoportokat, az M <1 G
normdlis részcsoportot és a G /M faktor csoportot, valamint a A : Gy — Go és p: Gy — G
csoport homomorfizmusokat.

1. Egy x € Gy elemre a A(z) € Go képelem inverzére a (Ga,0,1) csoportban
(Ax))™t = Xz™) teljesiil.

2. Egy H < G részesoport A szerinti képhalmaza részcsoport Ga-ben: \(H) < G.

3. Ha )\ sziirjektiv, akkor eqy N <1 G1 mormdlis részcsoport \ szerinti képhalmaza normdlis
részesoport Ga-ben: A(N) < Go.

4. Egy U < Gy részcsoport X\ szerinti 6sképe részcsoport Gi-ben: A1 (U) < G.

5. Egy V < Gy normdlis részcsoport A szerinti 6sképe normadalis részcsoport G-ben:
)\71(‘/) < Gl.



6.
7.
8.
9.
10.

11.

12.

A X\ homomorfizmus magja normdlis részcsoport Gi-ben: ker(\) <1 Gjy.

A X\ homomorfizmus pontosan akkor injektiv, ha ker(\) = {1}.

A poX: Gy — Gg dsszetett fiigguény is homomorfizmus.

Ha X izomorfizmus, akkor a \™' : Gy — G inverz fiigguény is izomorfizmus.

Egy z € G elemen a »(z) = zM mddon értelmezett » : G — G/M leképezés olyan
sziirjektiv homomorfizmus, amelyre ker(>) = M.

Egy x € Gy elemet haszndlva a G/ ker(\) faktor csoport xker(\) alaki elemén
AMazker(N) = A(x)

médon értelmezhetiink egy X : G/ ker(\) — Gy fiigguényt, amely injektiv homomorfiz-
mus, amennyiben A szirjektiv, akkor X izomorfizmus (ez utébbi esetben Gi/ker(\) = G
és ezt nevezik a homomorfizmus tételnek).

Egy z € G elemre az a,(z) = g~ tzg mddon értelmezett o, : G — G leképezés izomor-
fizmus.

Bizonyitas.

1.

Mivel A(z"HA(z) = Mz™'z) = \(1 ) =1é MNa)\(z™) = AMzz™!) = M1) = 1, ezért az
inverz egyértelmiisége miatt (A\(z))™t = A(z™1).

A(H)-nak a A(hy) és A(hg) elemeire (itt hy, he € H) A(h1)A(ha) = A(h1hy) € A(H), mert

hihy € H. Az 1.részben foglaltak szerint \(H)-nak egy tovabbi A(h) elemére (h € H)
(A(h)"t = ANR™Y) € M(H), mert h™! € H. Tehat A\(H) < Gy részcsoport.

. A sziirjektivitds miatt tetszoleges g € G elem g = A(u) alakban irhat6 valamilyen u € G4

elemmel. Tehat A(N)-nek egy A(h) elemére (itt h € N)
g Mh)g = (Mw)) AR A(u) = AMu~)A(R)A(u) = A(u™"hu) € MH),
hiszen N <1 Gy miatt v 'hu € N.

Ha z,y € A™1(U), akkor \(z), A(y) € U, ahonnan U < G5 miatt \(zy) = ANz)\(y) € U
és Mz™1) = (M(x))™! € U adédik. Tehdt zy € A1 (U) és o' € A™H(U), ami azt jelenti,
hogy A~} (U) < Gy részcsoport.

. Tetszbleges u € Gy és x € \71(V) elemekre

Mutzu) = Mu HA@)AM(uw) = (Mw) A (@) A\(u) €V,
hiszen \(z) € V és V <1 Gy. Tehdt utzu € A™HV), azaz \"1(V) < G;.

. Ha x,y € ker(\) és u € Gy, akkor A\(z) = A(y) = 1, ahonnan az aldbbi

) =
Mzy) =A2)A\y)=1-1=1, XMz ) =\=)t=1"=16¢s

Mu™tzu) = MuHA(@)Aw) = (Mu)) ™ 1 Au) = (Mu) " Au) =

egyenldségek adédnak. Tehat xy € ker(\), x71 € ker()\) és utzu € ker(\),

azaz ker(\) < Gj.



7.

10.

11.

12.

Az u,v € G elemekre

Mu) = A0) <= AMu)(A©) = 1<= M)A (v ) = 1= MNuv ™) = 1<=uv™" € ker()).
Tehét ker(\) = {1} esetén A(u) = A\(v) = wv™! =1 = u = v, ami azt jelenti, hogy A
injektiv.

Ha viszont A injektiv, akkor x € ker(\) esetén A(x) = 1 = A(1), ahonnan z = 1, azaz
ker(\) = {1} kovetkezik.

. Az 1,2,y € Gy elemekre (o A)(1) = pu(A(1)) = p(1) =1 és

(o M) (zy) = p(AMay)) = p(M2)AMY)) = pA(Z)p(Ay)) = (po A)(@)(1o A)(y).

Tehat a o A : Gy — G5 dsszetett fiiggvény homomorfizmus.

. Azt kell igazolni, hogy A\™! : G5 — G homomorfizmus. Az 1,¢,¢" € G, elemekre az

inverz fiiggvény A o A™! =idg, tulajdonsdga miatt
AATHD) =1 =A(1) & AAT(G'9") = g'g" = AATHgNDAAT(9") = MATH(g)A T (g")
teljesiil, ahonnan a A injektivitdsat felhaszndlva kapjuk a kivént
A1) =1es A (gg") = AN
egyenloségeket.
Az 1,2, 29 € G elemekre
#(1) = 1M = M = 1g/m és x(2122) = z120M = (24 M) * (22 M) = 22(21) ¢ 22),

ami azt igazolja, hogy s : G — G /M homomorfizmus. A ¢ sziirjektivitdsa nyilvanvalo.
Ha egy 2z € G elemre »(z) = 1, akkor zM = 1g/n = M. A14.3.Allitas 8.része szerint ez
a z € M tartalmazdssal ekvivalens, azaz ker(s) = M.

Ha az x,y € Gy elemekre zker(\) = yker()\), akkor 271y € ker(\) (lasd a 14.3Allit4s
8.részét). Tehat A\(z~'y) = 1, ahonnan elébb

(@) Ay) = A" HAy) = Aa"'y) =1,
majd A(z) = A(y) adédik. Ez azt jelenti, hogy A megaddsa az xker(\) mellékosztalyon
megfeleld. Nyilvanval6, hogy A homomorfizmus.
Ha A(zker()\)) = 1, akkor \(z) = 1, azaz x € ker()), illetve xker(A\) = ker(A) = 1g, /ker(n)

teljestil. Tehat ker(A) = {lg,/ker(n)}, ami a mdr igazolt 7.részre valé tekintettel azt
eredményezi, hogy A : G/ ker(\) — Gy injektiv.

A )\ sziirjektivitasdbol azonnal kovetkezik a \ sziirjektivitasa.

Az 1,21, 20 € G elemekre ay(1) = g 'lg=glg=16és

1

ay(2120) = 97 21229 = g7 2199 209 = ag(21) g (20).

Tehdt a, : G — G valéban homomorfizmus. Koénnyen ellenérizhetd, hogy ag-nek az
inverz fliggvénye az ay,-—1 : G — G fiiggvény lesz. Valéban, egy z € G elemre

(g1 0 ag)(2) = ag-1(ag(2)) = (g7) (97" 29)9 " =99 '299 " =2

és teljesen hasonléan (ay o ay-1)(2) = 2 adédik.



([

14.17.Tétel. Egy (G,o0,1) csoport H < G részesoportjiara és N <1 G normdlis részcsoportjira
N NH=HN és NNH < H, tovabbd az NH/N és a H/NNH faktor csoportok izomorfak:
NH/N = H/N N H (ezt nevezik az elsé izomorfizmus tételnek).

Bizonyitds. A 14.3.Allitas 18.része szerint N < NH = HN és NN H < H. Ertelmezziik
aX: H/INNH — NH/N leképezést a H/N N H faktor csoport egy (N N H) elemén (itt
x € H) az aldbbi médon:

Az(N N H)) = zN.
Nyilvédnval6, hogy H C NH miatt x € NH és amennyiben egy ' € H elemre /(N N H) =
z(N N H), akkor x7 'z’ € NN H C N miatt /N = zN az NH/N faktor csoportban (a

14.3.Allit4s 8.részét hasznaltuk). Tehat A megaddsa az x(N N H) mellékosztalyon megfeleld. A
A olyan homomorfizmus (ez azonnal ldthatd), amelynek a magjédra

ker(A) = {1u/nam }s

hiszen x € H esetén N = lyg/y = N pontosan akkor teljesiil, ha x € N N H, azaz ha
r(NNH)=NNH = 1g/nnu. Tehdt a 14.16.Allitds 7.részére valé tekintettel A injektiv. A A
sziirjektiv, mert az NH/N faktor csoport barmely eleme yz N alakban irhaté alkalmas y € N
és x € H elemekkel és ilyenkor

Mz(NNH))=axzN =yxN.

Valéban, y € N és N < G miatt 2 'yz € N, ami a 14.3.Allit4s 8.része szerint az N = yzN

egyenloséget eredményezi.
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