13. GYOKBOVITES GALOIS CSOPORTJA,
POLINOMOK GYOKEINEK ELERHETOSEGE

13.1.Allitas. Legyen € € C primitiv n-edik egyséqqyik és K C C olyan szamtest, amelyre
e ¢ K, ekkor K(¢) az 2™ — 1 € K[x] polinomnak a felbontdsi teste

K(e) = K(z" —1=0)

(ezért a K C K(g) testbovités normdlis), tovabbd minden ® € G(K C K(e)) relativ auto-
morfizmushoz létezik (egyetlen) olyan

1 <r=r(®) <n-—1 egész szam, amelyre ®(c) = .

Az igy kapott r az n-hez relativ prim lesz (lnko(r,n) = 1), tovdabbd a p(®) = r(P®) mddon
értelmezett
p: 6K C K() — U(Z,)

leképezés a (G(K C K(g)),0,idk()) Galois csoportbdl a redukdlt maradékosztalyok (U(Zy,),-,1)
csoportjaba irdnyuld injektiv homomorfizmus, azaz tetszdleges @', ®" € G(K C K(¢g)) relativ
automorfizmusokra

p(idg () =1, p(@' 0 ") = p(®)p(®"), p(?') = p(P") = r(P’) = r(®") <= &' = &",
tovibbag @' o ®" = d" o .

Bizonyitds. Az e primitiv, ezért 1,¢,e%, ...,e"1 € K(g) az osszes n-edik egységgyokok
sorozata, tehéat
K("—1=0)=K(l,6,¢&, ...," ") = K(¢).

Ha ® € G(K C K(e)), akkor a 9.2.Allitas szerint ®(c) € K(¢) is gyoke az 2" — 1 € K][z]
polinomnak, ami azt jelenti, hogy ®(¢) is n-edik egységgyok. Most 1,¢,£2,...,e" ! egymdstdl
kiilonboznek, ezért ® injektivitdsa miatt az

1=®(1),®(e), d(?) = d(e)?, ..., 0(c" ) = ()"

szamok is kiilonboznek egyméstol, ami azt jelenti, hogy ®(¢) is primitiv n-edik egységgyok.
Az 1.3.Allit4s 4.része szerint az 1,¢,¢2, ..., "' n-edik egységgyskok kozott pontosan azok
primitivek, amelyeknek a kitevéje n-hez relativ prim. Igy azt kapjuk, hogy ®(e) = " valami-
lyen egyértelmiien meghatérozott 1 < r = r(®) < n — 1 egész szdmra, amely az n-hez relativ
prim (Inko(r,n) = 1). A 9.4.Tétel szerint egy ® € G(K C K(¢)) relativ automorfizmust
egyértelmilen meghatarozza a ®(e) helyettesitési érték, azaz r(®’') = r(d") <— &' = 9”".
Mivel 1 < r(®),r(®") <n —1, ezért

(@) = (@) = 1(@7) = p(@) <= (@) = (@)

ami azt jelenti, hogy p injektiv. Legyen most i = r(®’) és j = r(P”), ekkor
(D0 @")(e) = ¥'(2"(c)) = V'(e7) = (P(e)) = (") =& &s
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(@0 B')(e) = B(D(2)) = (&) = (@' () = (1) = &7,
ahonnan az eddigiekre val6 tekintettel &' o " = &” o @’ és
p(@0@") =r(Po®")=ij=i-j=p(¥)p(2")

a redukdlt maradékosztalyok (U(Z,),-,1) csoportjdban. Az U(Z,)-beli r(® o ®”) = ij
egyenl6ség annak a kovetkezménye, hogy az 1.3.Allitds 3.része szerint a k, [ € Z egészekre

f=de=n|k-l=k=1

Lo

13.2.Allitds. Legyen K C C olyan szdmtest, hogy az n > 1 egészre K tartalmazza az dsszes
n-edik eqyséqgyokit. Egy ¢ € K elemre tekintsik az 2" —c € K|[z]| polinom L = K(z"—c = 0)
felbontdsi testét, ekkor létezik olyan d > 1 egész és © € G(K C L) relativ automorfizmus,

amelyekre
G(K C L) ={id;,0,0? ...,0% 1},

ahol idp, 0,02, ...,0971 egymdstdl kiilonboz6ek (azaz G(K C L) pontosan d elemt). Ha
™ — ¢ irreducibilis K[z]-ben, akkor d =n.

Bizonyitds. Legyen ¢ € K primitiv n-edik egységgyck és b € L az z™ — ¢ polinom egyik
gyoke, ekkor az 1.3.Allitds 5.része szerint 2" — ¢ barmely gyoke be? alakban frhaté valamilyen
0 <i < n—1 egész kitevbvel és ezért L = K (b). A 9.2.Allitds szerint barmely ® € G(K C L)
relativ automorfizmusra ®(b) € L is gyoke az ™ — ¢ polinomnak, ezért az eddigiek alapjan
D(b) = be' teljesiil valamilyen (®-t&l fiiggd) egyértelmilen meghatédrozott 0 < i < n — 1
kitevére. Az i = exp(®) és \(®) = i = exp(®) médon értelmezett

AN:GKCL)—Z,

leképezés a (G(K C L),o,id;) Galois csoportbdl a (Z,,+,0) csoportba irdnyul6 injektiv
homomorfizmus. Valéban, ha ¥ € G(K C L) és exp(V¥) = j, akkor ¥(b) = be’, \(¥) = j és

(@ o W)(b) = ®(be?) = ®(b)P(!) = (be')e! = be'™,

ahonnan (® o W)(b) = be™P(®¥) &5 b £ 0 miatt eldbb e*P(*¥) = ¢ majd az 1.3.Allitas
3.részében lathato e* = ¢! <= n | k — | ekvivalencia miatt

AMPoU)=exp(PoW)=i+j=1i+j=\P)+\NV)

adodik a (Z,,+,0) csoportban. A b = 0 eset (ilyenkor ¢ = 0) triviélis.

Ha A(®) = exp(®) = 0, akkor 0 < exp(®) < n — 1 miatt exp(®) = 0, ahonnan elébb
®(b) = be® = b majd innen L = K (b) figyelembe vételével ® =id;, adédik. Tehdt A olyan ho-
momorfizmus, amely a 14.16.Allitds 7.része és a mér igazolt ker(\) = {id.} alapjan injektiv.
gy G(K C L) a ciklikus (Z,, +, 0) csoport részcsoportjanak tekintheté és ezért a 14.7.Allitds
figyelembe vételével maga is ciklikus. Létezik olyan © € G(K C L), amelyre

G(K C L)=(0)={id;,0,07% ...,0" ..},



ahonnan a 14.6.Allitas szerint az kivetkezik, hogy © egy d = |G(K C L)|-ed rendii relativ
automorfizmus és

{id;,0,0%..,0"% ..} ={id;,0,0?% .. 091}
Ha 2™ — ¢ irreducibilis K [x]-ben, akkor ez a b (és barmely mas) gyokének a minimalpolinomja
is, ezért K C L normalitdsat figyelembe véve kapjuk, hogy
n=deg(z" —c)=[K((®): K|=[L: K]=|G(KCL)|=d.

N

13.A.Definicié. Legyen K C L C C tetszoleges testbovités, n > 1 egész, € € K egy n-edik
egységgyok és ® € G(K C L), ekkor a ®"(a) = a tulajdonsdggal rendelkez6 a € L elemre
értelmezziik az

(a,€) = a+e®(a) + 2®*(a) + ... + " 1@" (a)
Lagrange-féle rezolvenst (amely L-nek eleme). Ha ®" =id;, akkor barmely a € L elemre

értelmezve van (a,).Q

13.3.Allitas. Legyen K C L C C tetszbleges testbbvités, ¢ € K eqy n-edik eqyséqqyik,
® € G(K C L) és az a € L elemre teljesiiljon ®"(a) = a. Ekkor tetszbleges k > 1 egészre és
a b= (a,e) Lagrange-féle rezolvensre ®*(b) = be=* és ®(b") = b".

Bizonyitds. Mivel ¢ € K és ® € G(K C L) miatt ®(c) = &, ezért " = 1 és ®"(a) = a
figyelembe vételével kapjuk, hogy

e®(b) = e®(a + e®(a) + 2®*(a) + ... + " 1" (a)) =

e [®(a) + @(e)P(P(a)) + (%) P(P*(a)) + ... + D(e" ) P(P" '(a))] =
=c [®(a) +e®*(a) + 2®%(a) + ... + " 20" a) + " 1" (a)] =
=e®(a) +°®%*(a) + 2®%(a) + ... + " 1" (a) + £"P"(a) =
=a+e®(a) +°P%(a) + ... + " 10" (a) = b.

A fentiekben igazolt e®(b) = b egyenléség alapjan ®(b) = be~!, ahonnan e™™ = 1 miatt
O(") = ®(b)" = (be™h)™ = be™™ = b" is kovetkezik. A ®F(b) = be~F igazoldsa teljes
indukciéval torténhet:

n

OHH(b) = B(OF (D)) = D(be ) = B(0)B(c*) = (b~ 1) = b=+,

HE

13.4.Tétel. Legyen K C L C C olyan véges testbovités, hogy az n > 1 egészre K tartalmazza
az 0sszes n-edik eqyséqqyokot, ekkor az aldbbiak ekvivalensek.

1. Létezik olyan ¢ € K szam, amelyre x™ — c irreducibilis K[z|-ben és L = K(z"—c = 0).
2. K C L normdlis bbvités és létezik olyan ® € G(K C L) relativ automorfizmus, amelyre
G(K C L) = {id;, ®, ®*, ..., ®" '},

ahol idp, ®, ®2, ..., ®" 1 egymastdl kiilénbozéek (azaz G(K C L) pontosan n elemf).
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3. Létezik olyan n-ed rendts ® € G(K C L) relativ automorfizmus (®" =id;, és O™ #id
az 1 <m <n—1 egészekre), amelyre L® = K.

Bizonyités. (1)=>(2): Az 13.2.Allitasban pontosan ezt igazoltuk.
(2)=(1)&(3): Az L* C L*, 0 <i <n — 1 tartalmazdsok miatt nyilvanvalé

plde 220" i A 1@ 1 ® AL = p®

egyenléség és G(K C L) = {idy, ®, ®?, ..., "'} alapjan LIKL) = [®. A K C L bovités
normalitdsa és a 11.3.Kovetkezmény miatt LYK = K ahonnan L® = K addédik.

A ® relatfv automorfizmus n-ed rendfi, hiszen id;, ®, ®2,..., " ! egymdstdl kiilonbozdek
és a 14.9.Kovetkezmény szerint az n-elemii G(K C L)-ben ®" =id;. Megjegyezziik, hogy
(2)=(3) igazolasa eddig megtortént.

Ha L # K, akkor legyen o € L\ K olyan (a K C L végessége alapjan létezd) elem,
amelyre L = K(«). Most ®" =id;, miatt tetszoleges ¢ € K primitiv n-edik egységgyokre és
0 <i < n —1 kitevore tekinthetjiik az

(',e) = a' +e®(a’) +2®*(a’) + ... + " 1d" (o) =
=o' +e(P(a)) + (%)) + ... + " HP" ),
Lagrange-féle rezolvenseket. Ha minden 1 <4 < n — 1 egészre (a’,¢) = 0 teljesiilne, akkor
(@ e)=(1,e)=14+c++...+"1=0

miatt az
To+T1+To+ ... +Tp_1 =0

T’ 4+ 11(P(a))’ + 29(D* () + ... + 21 (" () =0

Toa 4 2 (®()" T+ 29 (D)) 4 A 21 (") =0
linedris egyenlet-rendszernek

_ _ 2 _n—1
ro=1,21=¢€,090=€",...,0p_1 =€

a trividlistol kiilonb6zé megoldédsa lenne, ellentmondésban azzal, hogy a rendszer n X n-es

1 1 1 A 1 ]

a O () () . . " Ha)

A= o @) @) .. (@ ()
|t @)t @@yt @ )]



Vandermonde matrixdnak a determindnsa nem zéré. Valéban, L = K («) miatt az egymastol
kiilonboz6 idy, ®, ®2, ..., "1 € G(K C L) relativ automorfizmusokra az

a, ®(a), ®*(a), ..., 2" a)

helyettesitési értékek is kiilonbozoek (lasd 9.4.Tétel), ahonnan det(A) # 0 adddik.
Tehat létezik olyan 1 < i < n — 1 egész, amelyre b = (a’,¢) # 0. A 13.3.Allités szerint

CI)(b) = bz—j_l’ CI)Q(b) - b6—2’ - (I)n—l(b) _ b{_:—(n—l)7

tovdbba ®(b*) = b*. Igy ¢ = " € L® = K miatt 2" — ¢ € K[z] (b ennek a polinomnak
nyilvanvaléan gyoke). Legyen p(x) € K[z] a b-nek a K szémtest feletti minimalpolinomja,
ekkor p(z) irreducibilis K [x]-ben és a 4.5.Allitds 4.része szerint osztéja az 2™ — ¢ polinomnak.
Mivel b gycke a p(z) € K|[x] polinomnak és ®, &2 ..., &" ! € G(K C L), ezért a 9.2.Allitas
szerint a ®(b) = be™*, 0 < i < n — 1 szdmok is gyokei lesznek p(z)-nek.

Most b # 0 és e primitiv n-edik egységgyok, ezért a fenti gyokei p(x)-nek kiilonbozdek,
kovetkezésképpen deg(p(z)) > n, ami a p(z) | 2" — ¢ oszthatésdgra és a 3.5.Allitds 4.részére
valé tekintettel azt eredményezi, hogy p(z) és a™ — ¢ asszocialtak. Tehdt deg(p(z)) = n és
fgy a 4.5.Allitds 6.része alapjan 2™ — ¢ is irreducibilis K[z]-ben. A K C L bévités normalis,
ezért a 9.5.Kovetkezményt figyelembe véve kapjuk, hogy

[K(b) : K] = deg(p(x)) =n =| G(K C L) |= [L: K].

Mivel b € L miatt K C K(b) C L, ezért a 2.8.Allitds szerint a dimenzick fenti egyenlésége
csak gy torténhet meg, ha L = K(b) = K (b, be,be?,...,be" 1) = K(2" — ¢ = 0).

(3)=(2): Most ®" =id, miatt {id,,®,®?, ..,®" '} < G(K C L) részcsoport (ldsd a
14.5.Allit4s utani Kovetkezmeényt), amelyre (L® C L, 0 < i < n — 1 miatt)

LU, ®@%. 8"y pidy o p® A @2 A A @t @ fe c [G(KCL) C 1@

Igy az L® = K = LIKEL) egyenléseg adodik, ami a 11.11.Kovetkezményt figyelembe véve a
K C L bovités normalitasét jelenti. A 11.10.Tételt hasznalva kapjuk, hogy

{id,, ®, &2, ..., o" 1} = g(LUd®2% 2"} € 1) = G(L* C L) = G(K C L).
W[
13.5.Allitas. Ha K C L C C gyokbbvités, akkor a G(K C L) Galois csoport feloldhato.
Bizonyitas. Most létezik koztes szémtesteknek olyan
K=T,cnhhc..cT,CT,=1L

sorozata, amelyben minden 0 <7 < m—1 egészre T; C T;,; elemi gyokbovités. Tehdt minden
0 <i < m—1 index esetén létezik olyan ¢; € T; elem és n; > 1 egész, hogy az 2™ —¢; € T;[z]

polinomnak a T;-feletti felbontdsi teste a T;,; szamtest: T;(z™ — ¢; = 0) = T;41. Ez azt
jelenti, hogy létezik olyan b; € T}, elem és ¢; € T, primitiv n;-edik egységgyok, amelyekre

b —ci =0 ¢ Tipy = Ti(bi, ;) = (Tilei)) (bi).



Tekintsitk a K C L bovités koztes testeinek az aldbbi sorozatét:
K = TO - T[)(E()) (T0<€0))(b0) = T1 - Tl(gl) - (T1(€1>)<bl) = T2 c..
=T CTi(ei) C (Ti(e:))(bi) = Tiya C ...

— 4m—1 g Tm—l(gm_l) Q (Tm_1<€m_1))(bm_1) = Tm = L.

A fenti sorozatra a G(O C L) Galois hozzédrendelést alkalmazva kapjuk részcsoportoknak a
kovetkez6 sorozatdt:

{ide} =G(LC L) =G(Tm C L) =
= G((Tn-1(em-1))(bm-1) € L) € G((Tn-1(em-1)) € L) CG(Tr1 € L) =
€ G(Tisa € L) = G((Ti(e:)) (03) CL)cg(licl)=
- C Q(Tl C L) = G((To(e0))(bo) € L) € G(To(0) € L) CG(To C L) = Q(K c L)-
A 13.1.Allit4s szerint a T; C T;(g;) bévités normalis, ezért a 10.A.Definiciéban értelmezett

res : G(T; C L) — G(T; C Ti(e:))
leképezés olyan csoport homomorfizmus, amelynek a magja
ker(res) = G(Ti(e;) € L) < G(T; C L).

Igy a homomorfizmus tétel (14.16.Allitas 11.része) szerint a G(T; C L)/G(Ti(e;) C L) faktor
csoport izomorf a 13.1.Allités szerint kommutativ G(T} C T}(e;)) csoport egy részesoportjéval,
ami a faktor kommutativitdsat eredményezi.

Mivel Ti(gi) tartalmazza az Osszes n;-edik egységygokot és T;11 = (Ti(e;))(b;) nem més
mint az 2" — ¢; € Tj[z] polinomnak a T;(e;)-feletti felbontdsi teste (ami normalis bévitése
T;(e;)-nek), ezért a 13.2.Allitas szerint a G(T}(g;) C Ti41) Galois csoport ciklikus. Ha tjra a
10.A.Definiciéban értelmezett

res : G(Ti(ei) € L) — G(Ti(ei) € Tita)
csoport homomorfizmust tekintjiik, akkor ennek a magja
ker(res) = G(T;11 C L) < G(T;(e;) C L).
A homomorfizmus tétel szerint a
G(Ti(e:) € L)/G(Tia € L)

faktor csoport izomorf a ciklikus G(7;(e;) C T;41) csoport egy részcsoportjdval, ami a faktor
ciklikussdgat (és igy a kommutativitdsat is) eredményezi (lasd a 14.7.Allit4st).
Végeredményben azt kaptuk, hogy a G(K C L) Galois csoport fent tekintett szubnormal
lancdanak minden faktora kommutativ, tehét G(K C L) feloldhato.

Lo

13.6.Tétel. Egy K C L C C véges normdlis bovitésre az aldbbiak ekvivalensek:
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1. G(K C L) Galois csoport feloldhato.

2. K-nak létezik olyan K C L C C normdlis gyokbouvitése, amelyre K C L C L.

Bizonyitds. (2)=(1): A 13.5.Allitas szerint G(K C L) feloldhat6 és a K C L bovités
normalitdsa miatt tekinthetd a 10.A.Definiciéban értelmezett

res: G(K C L) — G(K C L)

csoport homomorfizmus, amely a 10.3.Allitds szerint sziirjektiv. Igy a homomorfizmus tételt
(14.16.Allitas 11.része) alkalmazva kapjuk, hogy

G(KCL)/G(LCL)=G(K CL)

ahol G(L C L) = ker(res) <« G(K C L). Mivel a feloldhaté G(K C L) csoport barmely
faktora feloldhato, ezért G(K C L) is feloldhaté (ldsd a 14.14.Allitas 2.részét).

(1)==(2): Mivel G(K C L) feloldhat6, ezért a 14.15.Tétel szerint létezik olyan szubnormaél
ldnca, amelynek a faktorai ciklikus csoportok. Legyen

{id)}=H,CH,1 C..CH CHy=G(KCL)

egyike a legrovidebbeknek a ciklikus faktorokkal rendelkez6 szubnormal lancok koziil.

Az s > 1 egészre teljes indukciét alkalmazva végezziik el a bizonyitést.

Ha s =1, akkor Hy/H, = G(K C L)/{id.} = G(K C L) ciklikus. Legyen |G(K C L)| = m,
ekkor egy ¢ € C primitiv m-edik egységgyokre tekintsiik a K C K(e) C L(e) testb6vitéseket.
Most K C L és K C K(¢) normalis (lasd 13.1.Allitas) bévitések és L(e) = LV K(e),
ezért a 8.3.Allitds szerint a K C L(e) bévités (és igy K(¢) C L(e) is) normalis. Mivel
K CLNK(e) € Lmiatt LN K(e) C L is normalis, a 12.4.Allitds a

es: G(K(e) CLV K(e) — G(K CL)

injektiv csoport homomorfizmust (bedgyazast) szolgédltatja.

Igy G(K () C L(¢)) = G(K(e) C LV K(¢)) ciklikus, mert izomorf a ciklikus G(K C L)
csoport egy részcsoportjaval (ldsd a 14.7.Alh’tést).

Ha |G(K(g) C L(¢))| = n, akkor a 14.8.Allitas (Lagrange tétele) miatt n osztéja az m =
|G(K C L)| egésznek és K (¢) tartalmazza az 6sszes n-edik egységgyokot is. Valéban, minden
n-edik egységgyok m-edik egységgyok is, amelyek mindegyike az ¢ primitiv m-edik egység-
gyoknek valamilyen hatvanya. Most a 13.4.Tételt alkalmazva kapjuk a létezését egy olyan
b € L(¢) elemnek, amelyre

c=b"€ K(e) és L(e) = (K(¢))(b) = (K(g))(z" — ¢ =0).

Mivel K C K(g) = K(2™ — 1 = 0) elemi gyokbovités és az elébbiek szerint K () C L(e) is
elemi gyokbovités, ezért K C L(e) = L olyan (normélis) gyokbdvités, amelyre L C L(e) = L.
Tegyiik fel, hogy az olyan K’ C L' normélis bovitésekre igaz a bizonyitandé implikécio,
amelyre a G(K’' C L) csoportnak van s > 1 hosszisagu ciklikus faktorokkal rendelkezd
szubnormadl ldnca. Legyen most K C L olyan normélis bovités, amelyre

{idp} = N1 €N, SN,y C..CNCNy=G(KCL)
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egy s+ 1 hosszisagt ciklikus faktorokkal rendelkezé szubnormaél lénc. Tekintsiik az L; = L™
szdmtestet, amelyre K C L™ C L és Ny <« Ny = G(K C L) miatt (a 11.8.Tételt figyelembe
véve) K C L™ = Ly normalis. A 10.2.Tétel szerint a 10.A.Definiciéban értelmezett

res: G(K C L) — G(K C L)

csoport homomorfizmus sziirjektiv, ahonnan ker(res) = G(L; C L) és a 11.8.Tétel alapjan
teljesiils Ny = G(L™M C L) = G(L; C L) egyenléség valamint a homomorfizmus tétel
(14.16.Allitas 11.része) miatt csoportoknak az

No/N1=G(K C L)/G(L1 C L) =G(K C L)

izomorfizmusét kapjuk. Tehdt G(K C L) is ciklikus. Az s = 1 esetben mdr latottakhoz
hasonléan igazolhatjuk, hogy K-nak létezik olyan K C L; normélis gyokbdvitése, amelyre
KCL CL. AKCLé aK C L bévitések normalitdsabél elébb a K C LV L; (l4sd a
8.3.A111’tzist), majd innen az L; C LV Ly normalitdsa adédik. A K C L N L tartalmazas és
K C L normalitdsa miatt L N L; C L is normalis, igy a 12.4.Allitdst hasznslva kapjuk a

res: G(LiCLV L) —GLNLiCL)CG(L1CL)=MN

injektiv csoport homomorfizmust. Ez azt jelenti, hogy az M = G(L; C LV L;) csoportot
tekinthetjiik N; részcsoportjanak és

{id} =MNN1 CMNN,CMNN, 1 C..CMNN, =M

egy s hosszisdgu szubnormadl lanca M-nek ciklikus faktorokkal. Valéban, M NN, ; << MNN;
és a 14.7.Allitas alapjsn M N N; /M N Ny ciklikus, hiszen természetes médon bedgyazhaté
a ciklikus N;/N;i1 csoportba. Tehat az Li € LV Ly normslis bévitésre alkalmazhatjuk
az indukcids feltevést, ez Li-nek egy olyan L; C W normilis gyokbévitését szolgéltatja,
amire L; C LV L CW. Mivel K C Ly és L; C W gyokbovitések, ezért K C W is
gyokbovités. Veégiil a 8.4.Tétel egy olyan K C W normaélis gyokbovités 1étezését garantalja,
amire K CW CW. Az
LCLVLCWCW

tartalmazasok nyilvanvaléan teljestilnek.
OoO

13.7.Tétel. A K C C sziamtestre és eqy p(x) € K|[z] irreducibilis polinomra, valamint ennek
F = K(p(z) = 0) felbontdsi testére az alabbiak ekvivalensek:

1. G(K C F) Galois csoport feloldhato.
2. p(z)-nek létezik olyan gyoke, amely K-bol gyokvondssal elérhetd.

3. p(z)-nek minden gyoke K-bol gyokvondssal elérhetd.

Bizonyitds. (1)=(3): Most a 13.6.Tétel szerint K-nak létezik olyan K C F' C C normalis
gyokbovitése, amelyre K C F C F. Mivel a p(z) minden gyske az F' felbontdsi testben
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van, ezért az ettol bévebb F is tartalmazza a p(z) gyokeit. Tehat p(z) minden gyoke K-bél
gyokvondssal elérheto.
(3)=(2): Nyilvanvalo.
(2)=(1): Ha p(x)-nek az a € C gydke K-bol gyokvondssal elérhetd, akkor ez azt jelenti,
hogy K-nak létezik olyan K C L gyokbodvitése, amelyre o € L. A 8.4.Tétel szerint K-nak
létezik olyan K C L C C normalis gyokbévitése is, amelyre K C L C L. A nyilvanval6
a € L tartalmazds és K C L normalitdsa miatt L tartalmazza a K[x]-ben irreducibilis p(z)
polinom minden tovébbi gyokét is, ami p(x) felbontdsi testére az F C L kovetkezménnyel
jar. Igy a K C F bévités normalitésdra valé tekintettel a 13.6.Tétel a G(K C F) Galois
csoport feloldhatésdgat biztositja.

[N

13.8.Tétel. Ha eqy K C R szamtest felett irreducibilis p(x) € K|x] polinomnak pontosan
két nem wvalés (C \ R-beli) gyoke van és a deg(p(x)) > 5 fokszdm prim, akkor p(x) gyokei
K-bol gyokvondssal nem elérhetoek.

Bizonyitis. Mivel K C R, ezért a komplex szdmok konjugdlasa egy A € G(K C C) relativ
automorfizmus, amelyet megszoritva a p(z) polinom F' = K(p(z) = 0) felbontési testére
egy A | F relativ automorfizmusdt kapjuk a K C F testbovitésnek. Valéban, K C F
véges és normalis, ezért a 10.1.Allitds miatt A | F € G(K C F). Jelslje oy, as, iy (g A
p(z) polinomnak az sszes gyokeit, ekkor barmely ® € G(K C F) relativ automorfizmust
egyértelmiien meghatdroz az

<Oél (6] Oy >_(Oél (0%)] Oéq>

‘I)(Oél) (I)(Oég) .o ‘I)(Oéq) o Oéﬂ(l) Od7r(2) .o Ozﬂ(q)

médon értelmezett m = ® permutdcié és a G(K C F) Galois csoport izomorf az S, szim-
metrikus csoportban a ® alaku permutécick altal alkotott P részcsoportal (lésd 9.6.Allitds).
A K C F végessége és normalitdsa, tovabbd p(z) irreducibilitdsa miatt a 11.6.Tétel biz-
tositja, hogy P a permutdcidknak egy tranzitiv részcsoportja S,-ban.

A A | F-nek megfelelé permutacié P-ben egy transzpozicié. Valéban, A | F' a két nem valds
gyokét p(x)-nek felcseréli (ezek egymads konjugdltjai) és a tobbi (valds) gyokot fixen hagyja.
Mivel ¢ = deg(p(z)) primszam, ezért a permutécié csoportok elméletébdl ismert (ldasd a
15.7.Tételt), hogy a fenti tulajdonsdgokkal rendelkezé P < S, részcsoportra P = S,. Tehdt
G(K CF)=5,6sq> 5 esetén a 15.6.Kovetkezmény szerint S, nem feloldhat6 csoport. A
13.7.Tétel szerint a p(z) polinomnak nincs olyan gyoke, amely K-bdl gyokvondssal elérhetd.

OO0



