12. A GALOIS HOZZARENDELESEK TULAJDONSAGAI

12.1.Tétel (a Galois elmélet fotétele). Legyen K C L C C véges testbovités.
Az A< G(K C L) részesoportra és a K CT C L koztes szamtestre tekintsik az

A A e TP g(rc 1)

Galois hozzdrendeléseket: ekkor K C LA C L kiztes szamtest és G(T C L) < G(K C L)
részcsoport. Az igy megadott leképezésekre:

A— LA GLACL) = A
és amennyiben T° C L normdalis bovités, akkor
T— G(TCL)— LITEL) — 7,

Ha K C L normalis testbovités (ilyenkor tetszoleges K C T C L koztes szamtestre a T C L
bbvités is normadlis), akkor a tekintett LP és G(O C L) Galois hozzdrendelések egymds inverzei.
Ha K C L normdlis testbovités és A <1 G(K C L) normdlis részcsoport, akkor a K C LACL
koztes szamtest normdlis bovitése K-nak.

Ha a K CT C L kéztes szamtest normdlis bovitése K-nak, akkor a megszoritdis

res: G(K C L) — G(K CT) leképezése olyan homomorfizmus, amelynek a magjdra

ker(res) =G(T'C L) < G(K C L),
amennyiben K C L is normdalis bovités, akkor res sziirjektiv és
G(K C L)/G(T C L)~ G(K CT).

Bizonyitas. A fentiekben felsorolt mindegyik dllitasnak egyenként megadtuk a bizonyitdsat a
11. fejezetben.
O0oo

12.2. Allit4s. Legyen K C L C C tetszoleges testbovités. Fkkor a K C Ty C L és K C
Ty C L koztes szamtestekre, valamint az A; < G(K C L) és Ay < G(K C L) részesoportokra

teljesiilnek az alabbiak.
Ha T, C Ty, akkor G(Ty, C L) C G(Ty C L). Ha A, C Ay, akkor L*2 C LA, Tovdbbd:

G CL)xG(I, CL)CG(ThNTo CL), G CL)NG(TL CL)=G(TI, VI, C L),
L.A1 v LAQ C LAlmAQ LAl N L.Az _ L'Al*AQ.

Bizonyitas.

ATy CTh=G(Ty CL)CG(Th CL)ésaz A C Ay = LA C LA implikdcidk nyilvanvalSak.
ATy NT, C T tartalmazasbol G(T7 € L) C G(T1NTy, C L) és a Ty NTy C Ty tartalmazdsbol
G(T, C L) C G(T1y nTy, C L) adédik. Mivel G(T} C L) « G(Ty C L) a legszitkebb olyan
részcsoportja G(K C L)-nek, amely a G(T7 C L) és G(Ty, C L) részcsoportok mindegyikét
tartalmazza, ezért

G CL)xG(TL CL)CG(TinT, C L).

ATy C T, VT, tartalmazasbol G(Ty VT, C L) CG(Ty C L) és a Ty C Ty VT, tartalmazdsbol
g(Tl V T2 g L) g g(T2 g L) ad(jdlk, ezért

GV, CL)CG(Th CL)NG(T» C L).



Ha ® € G(T) € L)NG(Ty C L), akkor T} V Ty-nek egy tetszoleges

albl + a2b2 + ...+ anbn
Cldl + ngg + ...+ Cmdm

elemére (2.2.Allitds)

yw:@(

a1b1 + a262 + ...+ ann ) @(&151 + ngg + ...+ anbn)

c1dy + Cody + oo+ Cndn ) B(crdy + Cada + . + Condn)

. CD(al)(I)(bl) -+ (I)(CLQ)q)(bg) + ...+ @(an)q)(bn) . albl + &ng + ...+ anbn —w
@(Cl)q)(dl) -+ @(Cg)@(dg) + ...+ @(cm)@(dm) c1dy + cady + ... + cpdp, ’
ahol c1dy + cody + ... + cpud,, # 0 és felhasznéltuk, hogy

q)(CLl) = Qay, q)(Cj) = Cj, @(bl) = bz és q)(d]) = dj

az a;,¢c; € Ty és b, d; € Th (1 <i<n,1<j<m)szdmokra. Tehat & € G(T} VT, C L), ami
azt eredményezi, hogy

GhvI CL)=G(Th CL)NG(T> C L).

Az A; N Ay C A; tartalmazasbol LA C LAN A2 ¢g az A4, N Ay C A, tartalmazésbél
LA2 C LAN42 adédik. Mivel LAY v LA2 a legsziikebb olyan szamtest, amely az LA és LA2
(koztes) szamtestek mindegyikét tartalmazza, ezért

LAy LA C LA,

Az A; C A;x A, tartalmazasbdl L4142 C LA és az Ay C A;x A, tartalmazasbol LA1*A2 C [A2
adodik, ezért
LA ¢ LA L,

Legyen a € L1 N LA és © € A, * Ay, ekkor a 14.4.Allitas szerint
O =& 00 0Py 0Uy0.. 00,00,
ahol n > 1 egész és @1, Py, ..., P, € A; valamint ¥y, Uy, ..., ¥, € A,. Most
®(a) = Pa(a) = ... = D,(a) = ¥y(a) = ¥a(a) = ... = V,(a) =a
miatt
O(a) = (ProV;0Py0Ws0...0P, 0V, )(a) = Py (VU1(Dy(Us(...(D,, (T, (a)))...)))) = a

adédik, ami azt jelenti, hogy a € LA1*A42. Tehat L4 N LA C LA*42 ami azt eredményezi,

hogy
LA = [N LA

(|

12.3.Tétel. A K C L C C wvéges normdlis testbovités esetén a K C Ty C L és K C Ty, C L
kéztes szamtestekre, valamint az Ay < G(K C L) és Ay < G(K C L) részesoportokra:

G(T, CL)*G(T, C L) =G(TynT, C L),

L.A1 vV L.Az — L.AﬂT.Ag‘



Bizonyitds. A 12.2.Allitss és a 11.3. Kovetkezmény szerint

[I(MCL*G(T2CL) _ [G(T1CL) A [9(T2CL) T,NTy = [9(TNT2CL)

I

ahonnan G(Ty C L) x G(Ty

C L) = G(TyNTy C L) kovetkezik. Valéban, ha L4 = L? az
A<GKCL)ésB<G(KCL)

részcsoportokra, akkor a 11.10.Tétel szerint
A=GIACL) =G(LPCL)=B.
A 12.2.Allit4s és a 11.10.Tétel szerint
GILAVILP2 CL) =G(LA CL)NG(LA C L) = A N Ay = G(LA™M2 C L),

ahonnan LA v LAz = LAz kivetkezik. Valdban, ha G(T' C L) =G(T" CL)a K CT' C L
és K CT" C L koztes szamtestekre, akkor a 11.3.Kovetkezmény szerint

T/ _ LQ(T’QL) _ LQ(T”QL) _ T”.

([

12.4.Allitas. Legyen K C L C C véges testbovités. Ha K C Ty C L és K C Ty C L
koztes szamtestek és Ty N'Ty C Ty normalis bovités, akkor a ® € G(Ty C Ty V Tz) relativ
automorfizmuson a 7€s(®) = ® | Ty mddon értelmezett

tes: G, CThVT) — G(IinT, CTY)
leképezés injektiv. Nyilvanvald, hogy T€s a kordbban vizsgdlt (ldsd a 10.A.Definiciét)
res : Q(Tl N T2 Q T1 V Tg) — Q(T1 N T2 Q Tl)

homomorfizmusnak a lesztikitése a G(Ty C Ty V Ty) C G(Ty NTy C Ty V Ty) részcsoportra.
AG(TiNT, CTy) CG(K CT)) tartalmazds miatt a fenti Tes leképezés tekinthetd egy

G, CThVT,) — GK CTY)

Lbedgyazdsnak” 1s.

Bizonyitas. Mivel 71 NTy, C Ty C T,V Ty és Ty N'Ty C T7 normélis bovités, ezért a
PecG(I CTiVvT,) CG(IinT, CTyVT)

tartalmazasokra valamint a 10.1. Allit4sra valé tekintettel ® | T} valéban relativ automorfizmusa
a Ty NTy C T, testbovitésnek: (@ [ T1) € G(T1 NTy C Ty).
Ha a @', 9" € G(Ty, C T V Ty) relativ automorfizmusokra

res(®) = & | Ty = " | Ty = 1es(®”)

teljesiil , akkor ®'(a) = ®”(a) minden a € T} elemre és ®'(b) = ®”(b) = b minden b € T} elemre.
Most 17 V Th-nek egy tetszoleges

. a1b1 + a2b2 + ...+ anbn
Cldl + ngz + ...+ cmdm




elemére (2.2.Allitds)

CD’(UJ) Y ( albl + a2b2 + ...+ anbn ) B (I)/(al)(l)’(bl) + <I>’(a2)<I>’(b2) 4o (D/(an)q)/(bn)

01d1 + ngg + ...+ Cmdm n (I),(Cl)q)/(d1> + @I(Cg)@,(dg) + ...+ @’(cm)@’(dm)
_ (@)@ (h) + @) () &t Y a) () g (anby+ bbb\
T3 (c)®"(d1) + D ()@ (da) + oo + D () B (d)  \crdy + Cods + oot Cmd )

ahol c1dy + cody + ... + cppdyy, # 0, valamint a;,c; € Ty és b, dj € Thaz 1 <i<n,1<j<m
indexekre. Tehit &' = ®”.

([

12.5.Tétel. Legyen K C L C C wvéges testbovités. Ha o K C 1Ty C L és K C Ty, C L
koztes szdmtestekre T1 NIy C T V Ty és 11 N1y C T1 normdlis bovitések, akkor az elobbi
12.4.Allitasban tekintett és a ® € G(Ty C Ty V Ty) relativ automorfizmuson a Tes(®) = & | T
mddon értelmezett

tes: G(I, CTiVvTh) — G(TiNT, CTY)

homomorfizmus szirjektiv (ami a 12.4.Allitas szerint azt jelenti, hogy ilyenkor Tes bijektiv ).

Bizonyitas. A T1NT, C Ty és TiNTy C 11 VT bovitések normalitdsa miatt (most 77 C TV Ty
és Ty, C Ty V Ty is normélis b6vitések) a 10.3.Allit4st hasznglva jutunk a

res . Q(Tl N T2 Q T1 V T2> m— Q(T1 N T2 Q Tl)
sziirjektiv csoport homomorfizmushoz, amelynek a magja a
ker(res) = Q(Tl CcT)V Tg) < Q(Tl NT, CT1V Tg)

normalis részcsoport a G(T1NTy C TV T3) Galois csoportban. Igy a csoportok homomorfizmus
tétele (14.16.Allitas 11.része) szerint

GNiNnTLC)=g(IiNnTy, CTYVTy)/G(Th CTy VT,
és itt a 12.3.Tétel szerint
GMiNT, CTivT)=G(Th CTyVTy)«G(Ty CTy VT).
Haaz N=G(T1 CTiVTy) ésa H=G(T, CTy VT, jeloléseket alkalmazzuk, akkor
N<GMNT, CTiVT)

miatt (ldsd a 14.4.Allitdst) N« H = NH és az N < N H normélis részcsoport szerinti faktorra
a csoportok kozismert ,els6” izomorfia tétele (14.17.Tétel) az

NH/N=H/(NNH)
izomorfizmust szolgaltatja, ahol a 12.2.Allit4s szerint
NNH=GMCThvT)NGTy, CTyVT)=G(TiVT, CTy VT = {idnvn}
fgy
YH/(NNH)=G(T, CTyVT)/{idrvn} 2 G(Ty C Ty VTy).



Végeredményben csoportoknak a
GIiNnT, CT)=G(TL, CTY V)
izomorfizmusat kaptuk. Tehat
G(T, CTyVT)|=|G(ThinTy, CT),
ahonnan az injektiv 1es : G(T, C 171V Ty) — G(T1NTy C T1) leképezés sziirjektivitdsa adodik.
Megjegyzésre érdemes, hogy Galois csoportoknak az el6bb igazolt izomorfizmusat az dltalunk

tekintett Tes leképezés is megvaldsitja.
([

12.6.K6vetkezmény. Legyen K C L C C véges testbovités. Haoa K CT) C L és K CTy C L
koztes szamtestekre Ty N1y C Ty VT, és Ty N1y C 11 normdlis bovitések, akkor

VT T =T - ThinTés [TivT TN =T : TyNT|[Ty : Ty NT).
Bizonyitas. A 12.5.Tétel bizonyitdsabdl kiolvashatd, hogy most
G(T, CTyVT)|=|G(TinTy, CT),
ahonnan a Ty, C T V15 és Ty N1y C T bovitések normalitdsa miatt kapjuk, hogy
VT L) =G(LCTiVvh)=G(11nT, CT)| =T\ : Ty NT).
A dimenziékra vonatkozé méasodik egyenldség a dimenzidk szorzési szabdlydt haszndlva adédik:
VT, TN =T VT T :ThNT) =T : Ty NT)[Ty : Th NTs).

([



