11. AUTOMORFIZMUSOK ALTAL FIXEN HAGYOTT ELEMEK
11.A.Definicié. Egy K C L C C testbovités & € G(K C L) relativ automorfizmusa &ltal
fixen hagyott L-beli elemek halmazédra bevezetjiik a kovetkezo jelolést:

L®*={a|ac Lés ®(a) =a}.

Egy A C G(K C L) részhalmaz esetén az A minden eleme dltal fixen hagyott L-beli elemek
halmazat az

LA ={a|ac€ L é ®(a) = a minden ® € A relativ automorfizmusra} = ﬂ L*
PecA

maédon jeloljiik. Q)

11.1.Allités. Tetszbleges ® € G(K C L) relativ automorfizmusra és A C G(K C L) részhal-
mazra K CL® CLés KCLACL szdmtestek, tovabbd

ACGULACL)CG(K CL)=g(LI" P C L)

Bizonyitds. Mivel ® € G(K C L) miatt barmely a € K elemre ®(a) = a, ezért K C L® C L.
Ha a,b € L®, akkor

O(at+bd) =P(a) £ P(b) =axbés Pab) = P(a)P(b) = ab,

tovabba
a) _ ®(a) a
b @) b

Tehdt a £b,ab € L® és b # 0 esetén § € LP, ami azt igazolja, hogy L® szdmtest.

Ismert, hogy szamtestek tetszoleges metszete is szdmtest, ezért

A= (L*

dcA

b # 0 esetén ®(

szintén szamtest, amelyre a K C L® C L tartalmazédsok miatt K C LA C L is teljestil.

Ha ® € A, akkor LA értelmezése szerint ®(a) = a minden a € L* elemre, ami azt jelenti,
hogy ® € G(L* C L). Tehdt A C G(LA C L) é¢s K C LA miatt a G(L* C L) C G(K C L)
tartalmazds is teljestil.

A fentieket az A = G(K C L) speciélis esetben alkalmazva el6bb a

G(K C L) C G(L9K<D) C ) majd a forditott G(LIESE C L) C G(K C L)
tartalmazast kapjuk.

(]

11.2.Tétel. Ha K C L C C véges bovités, n = [L : K] és az a € L elemet az egymdastdl és az
identikustol kilonbozo ®q, s, ..., 0,1 € G(K C L) relativ automorfizmusok mindegyike fixen
hagyja (azaz ®1(a) = Po(a) = ... = ®,,_1(a) = a), akkor a € K teljesiil. Tehdt
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Bizonyitas. A relativ automorfizmusoknak a 9.4.Tételben megadott leirdsdt haszndljuk. Ha
a € L olyan elem, amelyre K(«) = L és amelynek a K-feletti minimdlpolinomja p(z) € K|x],
akkor n = deg(p(x)) = [L : K] és barmely a € K(a) = L elem egyértelmiien felirhaté

a =g+ U+ ...+ up_1a"!

alakban alkalmas ug, U1, ..., u,_1 € K szdmokkal (itt ug,us,,...,u,_1 az a-nak az 1,q,...,a" "
K-bézisra vonatkozé koordindtédi). Az egymdstol kiillonbozd @q, o, ..., P, _1,id;, € G(K C L)
relatfv automorfizmusokra a 3; = ®;(a), 1 <i <n—1¢ésa f, = a =id,(«a) (L-beli) szdmok
a p(x) minimdlpolinomnak egyméstdl kiilonbozé gyokei (5; = 3, esetén ®; = ®; vagy ®; =id,,
teljesiilne), amelyek teljesen meghatérozzék a &y, ®,,...,P, 1 relativ automorfizmusokat az
egész L-en: az 1 <1 < n egészre

(I)z<a> = q)z(UQ +uia+ ...+ unilanfl) = ug + ulﬂi + .+ Unﬂﬁf_l.

Most a ®(a) = a, Ps(a) = a, ..., P,_1(a) = a egyenléségeket rendre felirva kapjuk, hogy

ug + w1 + ... + un_lﬁf_l = up+ w4 ... + up_1™ L,

g + Uy Bo A oo F U1 By = up Fuga A Uy 0™

Ug + Ulﬂn,1 —+ ...+ 'Lbnflﬁg:ll = Ug + U + ... + Unfl&nil.
Atrendezésekkel jutunk az aldabbiakhoz
ur(Br —a) + .. Fup_ (B — ™) =0,

u1(By — @) + .. Fup_ 1 By — ™) =0,

(Bt — @) + oo+ up 1 (B — ") = 0.
Mivel a

bL—a . . ) nl_gnt
ﬁg — . . . g_l — a"‘l
B = :
n—1 -1
Brno1 —a . . . Br_i —a”
(n — 1) x (n — 1)-es métrix determindnsa nem zéré, ezért (Cramer szabélya szerint) a fenti
linedris egyenletrendszernek csak a trividlis vy = us = ... = u,_1 = 0 megolddsa létezik,

ahonnan a = ug € K adddik.

Erdemes megjegyezni, hogy az altalunk tekintett B métrix determindnsa megegyezik az alabbi
n X n-es Vandermonde métrix determindnsaval (ez gy lathat6, ha V-nek az els6 sorét kivonjuk
az 0sszes tobbi sorabdl):

1 « a1
I 5 ?_1
V _ 1 62 ;L_




([
11.3.K6vetkezmény. Ha K C L C C véges normdlis testbovités, akkor LI9KEEL) — [
Bizonyitas. A 9.5.Kovetkezmény szerint a K C L véges normalis bovités relativ automorfiz-
musainak a szdma pontosan az elébbi 11.2.Tételben szereplé n = [L : K| egész szdm. Tehédt

most G(K C L) = {idy, ®1, Py, ..., D,,_1}, ahol ®q, Py, ..., D, 1 egymdstol és az identikustol
kiilonboznek. Igy LYt = L figyelembe vételével és a 11.2.Tételt haszndlva kapjuk, hogy

LIKED) = [le q P AL 0. L% = K.

0O
11.4.Lemma. Legyen K C L C C tetszdleges testbovités és ® € G(K C L), eqy f(x) =
co+ & + ... + cpax™ € Llz] polinomra értelmezziik annak az in. ®-képét a

fo(x) = ®(co) + P(c1)x + ... + P(c)2™ € Lx]

mddon. Ekkor barmely a € L elemre ® (fs(a)) = f(® (a)) teljesiil, az a € K esetben
fo(a) = ®(f(a)). Amennyiben a h(x), f(x), g(x) € Lix] polinomokra h(z) = f(x)g(z), akkor

ha(z) = fa(2)gs(7)
(és ez tobbtényezos szorzatra is igaz).
Bizonyitas.
O (fo(a)) = @ HP(co) + Pler)a+ ... + Bcy)a™) =
=0 N D(co)) + D H(P(c1))P H(a) + ... + (D (cn)) P (a™) =
=co+c1®a)+ ...+ (@ Ha)™ = F(D(a)).

Ha a € K, akkor &' € G(K C L) miatt ®'(a) = a ¢és az elébbick szerint ®'(fs(a)) =
F(® (@) = £(a), ahonnan fa(a) = (D (fa(a))) = (f(a)) adédik
Legyen g(x) = bg+b1x + ...+ b,a™, ekkor a h(z) = f(x)g(x) = dg+dix+ ...+ dppynx™ ™ szorzat
polinom egyiitthatéira

dk = Cobk + Clbk,1 + ...+ Ck,1b1 -+ Ckbo.

Mivel ® € G(K C L) meg6rzi a miiveleteket, ezért
O (dy) = P(cobg + c1bg—1 + ... + cp_1b1 + c1by) =
= D (co)P(br) + P(c1)P(bg—1) + ... + P(cr_1)P(b1) + P(ck)P(bo),
ami pontosan azt jelenti, hogy az
fo(x) = ®(co) + P(cr)x + ... + P(cn)2™ és a ga(x) = P(by) + @(b1)z + ... + D(b,)z"
polinomok szorzata a he(x) = ®(dy)+P(dy)z+...4+P(dimrn)x™ ™ polinom: he(z) = fo(z)gse(z).
Qg

11.5.Tétel. Ha K C L C C tetszdleges testbovités és relativ automorfizmusoknak az m-elemi,
A={®y,Py,...,9,,} CG(K C L) halmaza (igy ®; # ®;) zirt a kompozicidra nézve (&, ¥ € A
esetén ® o U € A), akkor tetszbleges a € L elemre az

f(z) = (& = ®1(a) (@ — B2(a)...(x — C(a)) = ] (¢ — 2(a))

dcA



polinom egyiitthatéi az LA szdmtestben vannak: f(x) € LA[z].

Bizonyitas. Ha f(x) = ¢y + c1x + ... + cuz™ a co, 1, ..., ¢y, € L egylitthatokkal, akkor a
11.4.Lemma szerint tetszoleges ® € A relativ automorfizmusra

fo@) = Bco) + Ber)a + .+ Ben)a™ = (& — B(®1(a))) (& — B(P2(a))...(x — B(B(a))) =

= (2 = (®o®y)(a))(x — (o Dy)(a))..(x = (P o Ppy)(a)) =
= (x —Vy(a))(z — Yg(a))...(x — U,(a)) = f(z) = co + 12 + ... + cpz™,

hiszen

{\Ill:¢O¢17\Ij2:¢O(I)27"'7\I]m:q)o®m}:A'

Valéban, A-nak a kompoziciéra vonatkozé zéartsaga miatt {® o &1, P o @y, ..., Do P, } C A és
ha az 1 <i < j < m egészekre ® o ; = ® o P, teljesiilne, akkor a

®;=id;, 0 ®;=(® '0®) o ®; =00 (Pod)=P o (Pod,)=(D'0®)od;=id, 0 P;= P,

ellentmondéshoz jutnank. Igy ®o®,, dod,, ..., & o d,, egymdstol kiilonboz elemei az m elemdi
A-nak, ahonnan a kivant egyenldséget kapjuk. Tehdt ®(c;) = ¢; teljesiil minden 0 < i < m
egészre. Az f(x) polinom ¢;,0 < i < m egyiitthatéira fgy azt kaptuk, hogy ¢; € L? barmely
® € A relativ automorfizmus esetében. Kovetkezésképpen ¢; € LA minden 0 < i < m egészre,
azaz f(z) € LAx].

([

11.6.Tétel. Legyen K C L C C wvéges normadlis bovités és p(x) € Klz| irreducibilis polinom
K|[z]-ben. Ha az a,b € L elemek a p(x) polinom gyokei, akkor létezik olyan ® € G(K C L)
relativ automorfizmus, amelyre ®(a) = b.

Bizonyitas. Most a 9.5.Kovetkezmény szerint a G(K C L) elemeinek a szdma n = [L : K],
azaz G(K C L) = {®; =idy, ®o, ..., D, }. Tekintsiik az

f(z) = (@ = (@) (@ — B2(a)(w — €u(a) = [ (2 —@(a))

deG(KCL)

polinomot, amelynek ®;(a) =id;(a) = a miatt gyoke az a € L szdm. A 11.5.Tétel alapjan
f(z) € L9ESD[z] és a itt a 11.3.Kovetkezményre valé tekintettel LYK<E) = K. Tehdt az
f(z) € Kz] polinomnak és a p(x) € K[z] irreducibilis polinomnak az a € L kozos gyoke, ami a
4.5.Allit4s 4.része szerint azt eredményezi, hogy p(z) osztéja f(x)-nek: p(z) | f(z). Igy a p(z)
polinomnak a b € L gyoke az f(x)-nek is gyoke:

f() = (b= ®1(a)) (b~ ®2()-.(b = Dp(a)) =[] (b—2(a))=0.

PeG(KCL)

Nyilvdnval6, hogy ez csak gy teljesiilhet, ha b = ®(a) valamelyik & = ®; € G(K C L) relativ
automorfizmusra.

Qodd

11.7.K6vetkezmény (a 10.2.Tétel élesitése). Ho K C L C C véges normdlis testbovités és
K C T C L tetszbleges kiztes szamtest, akkor barmely ¥ € G(K C T) relativ automorfizmus

kiterjesztheto a K C L bovités valamilyen relativ automorfizmusdvd, azaz létezik olyan
®ecG(KCL), amelyre ® [ T = V.



Bizonyitas. Mivel a [T' : K| dimenzi6 is véges, ezért létezik olyan v € T elem, amelyre
T = K(v). Legyen s(z) € Klz] a y algebrai elemnek a K szdmtest feletti minimalpolinomja
(amely irreducibilis K[z]-ben). A 9.2.Allit4s szerint a U(y) € T is gyoke az s(z) polinomnak.
A 11.6.Tétel szerint létezik olyan ¢ € G(K C L) relativ automorfizmus, amelyre ®(y) = ¥(y).
Belatjuk, hogy @ | T'= W.

Ha k = deg(s(x)) = [T : K], akkor bérmely a € K(v) =T elem egyértelmfiien felirhaté

a=1uy+uy—+..+ uk,lfyk’l

alakban alkalmas g, u1, ..., ur_1 € K szémokkal (itt ug, uy, , ..., ur_1 az a-nak az 1,7, ..., y*71 K-
bézisra vonatkoz6 koordindtdi). Nyilvanval6, hogy ® € G(K C L) és ¥ € G(K C T') (valamint
a 9.2.Allitds) miatt
®(a) = ug + w1 ®(7) + .. + w1 (P(1)* " = wo + w V() + ... + wpr (¥ (7)) = ().
Lo

11.8.Tétel. Hao K C L C C wvéges normdlis testbovités és relativ automorfizmusoknak az
A C G(K C L) halmaza zart a G(K C L) elemeivel vald konjugdldsra nézve (tetszoleges ¥ € A
és ® € G(K C L) esetén @ oWod e A ), akkor K C LA normadlis bbvités.

Bizonyitds. Ha a € LA és b € C egy p(z) € K[z] irreducibilis polinomnak a gyokei, akkor a
K C L bovités normalitdsa miatt b € L is teljesiil. A 11.6.Tétel szerint létezik olyan

® € G(K C L) relativ automorfizmus, amelyre ®(a) = b. Most tetszbleges ¥ € A elemre
a € LA¢s ®toVod c Amiatt (1o Vo d)(a) = a, ahonnan ® o d~! =id;, figyelembe
vételével

U(b) = ¥(2(a) = (27 (¥(2(a))) = (27" 0 Wo )(a)) = (a) =b
adédik. Tehat b € L4, ami azt jelenti, hogy K C LA normélis testbévités.

([

11.9.K6vetkezmény. Ha K C L C C véges normdlis testbovités és relativ automorfizmusok-
nak az A C G(K C L) halmaza centrdlis G(K C L)-ben (tetszdleges ¥ € A és ® € G(K C L)
esetén Wo ® = ® o W), akkor K C LA normdlis bovités.

Bizonyitas. Ha W € A ¢s & € G(K C L), akkor a centralitds miatt
PloVod=0"'o(Tod)=0'o(@PoV¥)=(d'od)oVU=ido¥=0UcA,

ami azt jelenti, hogy A zart a G(K C L) elemeivel valé konjugéldsra nézve. Tehat az el6bbi
11.8.Tétel szerint K C LA normélis testbdvités.

([

11.10.Tétel. Ha K C L C C wéges bovités és id, € A C G(K C L), tovdbbd A zdrt a
kompoziciéra nézve, akkor A= G(LA C L) és L* C L normdlis testbovités. (K C L végessége
helyett elegendd megkévetelni L* C L végességét és idy, € A helyett azt, hogy A # ).

Bizonyitas. A 11.1.Allit4sban mar lattuk, hogy A C Q(LA C L). Mivel LA C L is véges
testbovités, ezért létezik olyan n € L elem, amelyre L#(n) = L. Ha r(x) € LA[x] jeloli a n-nek
az LA feletti minimélpolinomjat, akkor r(x) irreducibilis LA[z]-ben és

n = deg(r(z)) = [L: L] > |G(L* C L)| > |A| = m.



Tekintsiik most az m elemit A = {®; =idy, s, ..., P,,} halmazra az

f(x) = (x = @1(n) (@ = Do(n))...(x = Pun(n)) = [ [ (+ — @(m))

oeA
polinomot, amelynek ®,(n) =id.(n) = n miatt gyoke az n € L szdm. A 11.5.Tétel alapjan
f(z) € LA[x]. Most az f(x) € L*[x] polinomnak és az r(z) € L*A[z] irreducibilis polinomnak az
n € L kozos gyoke, ami a 4.5. Allitds 4.része szerint azt eredményezi, hogy r(x) osztéja f(z)-nek.
Igy adddik, hogy n = deg(r(x)) < deg(f(z)) = m. Tehat n = m, ahonnan a fentiek alapjén az

n=I[L: L4 =|GLACL)|=|A=m
egyenldségeket kapjuk. Az A C G(LA C L) tartalmazdsra valé tekintettel ez csak tgy tel-
jesiilhet, ha A = G(L* C L). A 9.5.Kévetkezményt haszndlva az [L : LA = |G(LA C L)
egyenléséghol adédik az LA C L bévités normalitdsa.
Azt is érdemes megjegyezni, hogy az r(z) | f(x) oszthatésdg miatt r(x) minden gyske ®;(n) € L

alaki, ami az LA(n) = L egyenléségre val6 tekintettel azt jelenti, hogy L az r(x) € LA[z]
polinom felbontési teste: L = LA(r(x) = 0).

([

11.11.K6vetkezmény. Ha K C L C C véges testbovités, akkor LYKEL) C L normadlis bbvités,
IG(K C L)| = [L: LYK ¢5s az LIKED) = K esetben K C L normalis bévités. (Ha K C L
véges normdlis bovités, akkor a 11.3.Kovetkezmény szerint LYK = K )

Bizonyitas. Mivel id;, € G(K C L) és G(K C L) C G(K C L) zért a kompoziciéra nézve,
ezért az el6bbi 11.10.Tétel szerint LYKSL) C [ normélis bévites. Igy a 11.1.Allitast és a
9.5.Kovetkezményt figyelembe véve kapjuk, hogy

IG(K CL)|= |g(LQ(KgL) crL)=IL: LIKED),
Ha L9KEEL) — K| akkor a mér tekintett K = LIKEL) C [ bévitésrél lattuk, hogy normalis.
00O

11.12.K6vetkezmény. Ha K C L C C véges testbovités és ® € G(K C L) tetszbleges relativ
automorfizmus, akkor L® C L normdlis bbvités.

Bizonyitds. Mivel az A = {id;, ®, ®2,...,®%, ...} C G(K C L) részhalamazra teljesiilnek az
elébbi 11.10.Tétel feltételei, ezért az LA C L bévités normdlis. Az L® C L = L9 valamint a
k > 1 egészekre teljesiils L2 C L®" tartalmazédsok miatt

LA = plide, 2@ @8} _ e (1@ 1@ 1A e
00g

11.13.Tétel. Ha K C L C C véges bovités és Oy, Do, ..., D, € G(K C L) egymastdl kilonbozo
relativ automorfizmusok, akkor létezik olyan b* € L elem, amelyre a ®1(b*), Po(b*), ..., D,,(b*) €
L szdmok linedrisan fiiggetlenek a K felett.

Bizonyitds. Amennyiben egy b € L elemre a ®(b), Po(b), ..., P,,(b) € L szdmok linedrisan
osszefiiggenek K felett, akkor tetszéleges 1 < i < m indexre a ®;' € G(K C L) relativ au-
tomorfizmussal képzett ®; ' (®,(b)), ®; ' (P3(b)),...8; (P,,(b)) € L szdmok is linedrisan Gssze-

fiiggenek a K felett, rdaddsul ugyanazokkal a K-beli egyiitthatékkal mint az eredeti szamok.
Mivel )\1, )\2, ceey >\m € K esetén q)z_l(/\l) = )\1,@;1(>\2) = /\2, ceey (I);l(Am) = >\m7 ezért:

A ®1(b) + Ao ®a(b) + ... + Ay @y (b) = 0



U
AP (@1(0) + Aa®; H(D2(D)) + ... + A ®; 1 (Pr (b)) = 0.

Tehat az aldbbi m x m-es

AD) = | 7@0) . D@D (B) . BB (D)

U)o OUD0) o OD(0)) |

m m

métrix oszlopai linedrisan osszefiiggenek (K felett), azaz det A(b) = 0. Az eddigiek szerint a
tétel igazoldsdhoz elegendd olyan b* € L elemet taldlni, amelyre det [®;'(®;(b%))] # 0 (az m x
m-es [®;(®;(b*))] matrix i-edik sordnak és j-edik oszlopsnak a keresztez6désében ;' (®;(b%))
all).

A K C L bévités végessége miatt létezik olyan o« € L szdm (lasd a 7.6.Tételt), amelyre
L = K(«a). Tekintsiik az aldbbi L [z]-beli

f@y=n I  (z—-97"(2;(a))

i

polinomot az
1

n= -
[I (o= 27 (2(a)))
sisml<is
féegyiitthatéval (itt a nevezd zérustdl kiilonbozd, hiszen i # j esetén az o — ;1 (®;(a)) =

0 egyenldséghdl elébb @;(«) = @;(«r), majd innen L = K(a) miatt ®; = &, kovetkezne).
Nyilvanvals, hogy ®;!(®;(a)) = a miatt

0 az i # j esetben
1 az i = j esetben -

F(07(@(a))) = {

A 11.4.Lemma szerint tetszbleges ¥ € G(K C L) relativ automorfizmusra és b € L elemre
FO1(D)) = U fy(D)), ezért a ¥ = CIDj_loCI)i és b = o vélasztéssal kapjuk, hogy U1 = &, ' o®,
és

F(271(25(a))) = 77H(®(far100, (),

ahonnan az eddigieket és ®; ' o ®; injektivitdsdt haszndlva adddik, hogy

0 az i # j esetben
1 az 1= j esetben -

Fogtan (@) = {

Tehét az mxm-es [ fo-1on. (04)] métrix (amelyben a j-edik sor és az i-edik oszlop keresztez6désében
J K2

fq)j—lo(bi(a> all) nem mds mint az egység matrix, ami azt jelenti, hogy

det |:f<I)j—10(I)i(CY>:| =1

A fentiek szerint az L [z]-beli g(z) = det [ fo-100, (:13)] zérustol kiilonbozé polinom (g(a) =

1 miatt), ezért K végtelen sok elemére val6 tekintettel létezik olyan a € K (s6t a € Q is



megkovetelhetd), amire g(a) # 0. Mivel az a € K elemre a 11.4.Lemma szerint fy(a) =
U(f(a)), ezért a b* = f(a) vélasztédssal

0 # g(a) = det |:f¢,j—10¢)l_(a):| = det [(@;1 o CIDZ)(f(a))] = det [(CD;I o @l)(b*)} ,

ahol a [(®;"' o ®;)(b*)] métrixban a j-edik sor és az i-edik oszlop az (®;' o ®;)(b*) elemnél
metszi egymast.
Qg

11.14. Kovetkezmény (a normdl bazisrél). Ha K C L C C véges normdlis bovités és
G(KCL)={®,Ps,....,D,}, ahol n = |G(K C L)| = [L : K|, akkor létezik olyan b* € L elem,
amelyre a ©1(b*), o(b%), ..., P, (0*) € L szamok L-nek bazisat alkotjik a K felett.

Bizonyitas. Most n = |G(K C L)| miatt &1, P, ..., P, egymastdl kiilonbozoek, ezért az
el6bbi 11.13.Tétel szerint létezik olyan b* € L szam, amelyre ®4(b*), ®o(b*), ..., P, (b*) linedrisan
fiiggetlenek K felett. Mivel n = [L : K], ezért béarmely n darab K felett linedrisan fiiggetlen
L-beli elem bézisat alkotja L-nek K felett.
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11.15.Tétel (Dedekind fiiggetlenségi tétele). Legyen K C L C C tetszdleges bbvités, ha az
egymastol kilonbozo &1, Do, ..., Y, € G(K C L) relativ automorfizmusokra és a A1, Mg, ..., Ay €
C szdmokra
teljesiil minden b € L elemre, akkor Ay = Ao = ... = X\, = 0.
Bizonyitds. Az m > 1 egészre vonatkozo teljes indukciét haszndlunk. Az m = 1eset &1(1) =1
miatt nyilvanvalé. Legyen most m > 2 és az egyméstol kiilonboz6 @4, @, ..., P, € G(K C L)
relativ automorfizmusokra teljesiiljon
A P1(b) + A Pa(b) + ... + Xy P (D) =0
minden b € L szamra. Tetszolegesen valasztott b/, 0" € L elemekre legyen b = b'b”, ekkor a
0= XD (BV) + Xa®@o (V') + ... + Xy @ (B'V") =
= MNP (0)P1(D") + NaDo (b)) Do (b") + ... + Ny @ (B) D, (B7)
és
A D1 (0") + A @2 (V") + ... + A @, (V") =0
egyenloségekbdl elobb szorzédssal
O = q)m(b/) {)\1(I)1(b”) + )\Q(I)Q(b”) + ...+ )\m(I)m(b”)} -
= {1 P, (D)} D1(0") + {Xa®@, (D)} D2 (b)) + ... + { X\ @ (b))} ©,,(0"),
majd kivondssal
A@1(0) = Cr (V) 1 (") H{A2 (@2 () — o, (b))} P2 (b - A1 @1 (0) = P ()} P11 (B7) =0

adédik. Az m — 1 egészre vonatkozé indukcids feltevést hasznélva kapjuk, hogy barmely b’ € L
elemre

A(D1(b) = @, (b)) = Aa(Pa(V) — @, (V) = .. = M1 (@1 (B) — @, () = 0.

Mivel egy 1 < i < m—1indexre ®; # ¥,,, ezért van olyan b, € L szdm, amire ®;(b})—P,,(b;) # 0.
Tehdt \;(P; (b)) — @,,(b})) = 0 miatt a \; = 0 egyenldséghez jutunk. Az eredeti egyenléség igy
a A\ ®,,(b) = 0 alakot 6lti, ahonnan b = 1 vélasztdssal azonnal megkapjuk, hogy \,, = 0.
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