10. AUTOMORFIZMUSOK MEGSZORITASA

10.1.Allitas. Ha K C L C C tetszoleges bovités és a K C T C L koztes szdamtest véges
normdlis bovitése K-nak, akkor barmely ® € G(K C L) relativ automorfizmus T-beli elemet
T-beli elembe visz (®(T) CT) és a (P [T): T — T megszoritott leképezés sziirjektiv, azaz
Q[T a K CT testbovités relativ automorfizmusa: (® [ T) € G(K CT).

Az is teljesil még, hogy ilyenkor a G(T C L) C G(K C L) részhalmaz zart a G(K C L)
elemeivel valo konjugdldsra:

tetszbleges W € G(T C L) és ® € G(K C L) esetén @ 'oWod € G(T C L)).

Bizonyitdas. Mivel K C T véges, ezért létezik olyan v € T elem, amelyre T' = K(v). A~
algebrai elem a K szdmtest felett és igy tekinthetd y-nak az s(z) € K[x] minimdlpolinomja
(amely irreducibilis K[z]-ben). A 9.2.Allitas szerint a ®(y) € L is gyoke az s(z) polinomnak.
A K C T bovités normélis és az s(x) polinomnak a v gyoke T-beli, ezért s(x) minden tovdbbi
gyvkének, azaz ®(v)-nak is T-ben kell lennie: ®(vy) € T

Ha k = deg(s(z)) = [T : K], akkor barmely a € K () = T elem egyértelmiien felirhat6

a=uUy+uy+..+ uk_wk_l

alakban alkalmas ug, uy, ..., ux_1 € K szdmokkal (itt wug,uy,...,ux_1 az a-nak az 1,7,..., 7" !
K-bézisra vonatkozé koordinatai). Nyilvanvals, hogy ® € G(K C L) (és a 9.2.Allitds) miatt

®(a) = ug + uy ®(y) + ... + up_1(®(7))F1,

ahonnan wug, uq,...,ux—1 € K C T és ®(y) € T figyelembe vételével kaphat6, hogy ®(a) € T.
Tehat a ® relativ automorfizmus T-beli elemet T-beli elembe visz:

O(T)C Tilletve ® [ T:T —> T.

Az s(z) irreducibilis K[z|-ben, ami azt jelenti, hogy s(x) a ®(v) gyokének is a minimalpoli-
nomja a K szadmtest felett és igy az 1, ®(7), ..., (®(7))* ! szdmok a K (®(v))-nak egy K-bazisst
alkotjak. Mivel ®(v) € T miatt K C K(®(v)) C T és

[K(®(7)) : K] = deg(s(2)) = k = [T : K],

ezért a 2.8.Allitas szerint K (®(7)) = T. A K(®(7))-nak nyilvinval6an minden eleme megkaphat6
(egyértelmiien)

D (ug + ury + ... + uk_wk_l) =ug+u®(y)+ ... + uk_l((b(v))k_l

alakban, ezért ugyanez igaz a vele megegyez6 T elemeire is, tehat ® [ T sziirjektiv. A ® megdrzi
a miiveleteket, ezért ®-nek barmely megszoritdsa is hasonléan viselkedik.
Mivel (& [ T) | K = ® | K =idg, ezért & | T valéban relativ automorfizmusa a K C T
testbovitésnek: (¢ [ T) € G(K CT).
Ha a € T, akkor az eddigiek szerint ®(a) € T, ahonnan ¥ € G(T' C L) miatt ¥(P(a)) = ®(a)
adédik. Tehét

(@7 o Tod)(a) =2 (¥(P(a)) = 27} (P(a) = a,

ami azt jelenti, hogy ® 1oV o® e G(T C L).
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10.2.Tétel. Ho K C L C C wvéges normdlis testbovités és a K C T C L kéztes szamtest is
normdlis bovitése K-nak, akkor barmely W € G(K C T) relativ automorfizmus kiterjeszthetd a
K C L bbvités valamilyen relativ automorfizmusavd, azaz létezik olyan ® € G(K C L), amelyre

O T=10.

Bizonyitas. Ertelmezziik a =~ reldciét a G(K C L) halmaz elemein az aldbbiak szerint: a
O, Py € G(K C L) relativ automorfizmusokra

®; ~ &, pontosan akkor, ha & [T = Py [ T,

ami azt jelenti, hogy ®1(a) = ®3(a) minden a € T elemre. Az igy definidlt ~ reldcié nyilvén-
valéan ekvivalencia, amely a G(K C L)-t paronként diszjunkt osztélyokra bontja.

Belétjuk, hogy bérmely © € G(K C L) relativ automorfizmusnak a [0]-val jelolt ekvivalencia
osztalya azonos szdmossdgi az id; € G(K C L) identikus automorfizmusnak az [id.] ekviva-
lencia osztélyaval: |[[idz]| = |[©]| minden © € G(K C L) esetén. Valéban, a & € [O] relativ
automorfizmusra Ot o @ € [id;] és a & — O~ o & megfeleltetés egy bijektiv [O] — [id[]
fiiggvényt értelmez. Mivel ® ~ O, ezért el6bb ®(a) = O(a), majd innen

(©7 o ®)(a) = O (2(a)) =07 (O(a)) =a

adédik minden a € T elemre. Tehdt a © ' o ® € G(K C L) relativ automorfizmusra
O 1o ® ~idy, illetve ©! 0o @ € [idy] adédott. Nyilvanvalé, hogy a fenti megfeleltetés injektiv,
hiszen a ®;, P, € G(K C L) relativ automorfizmusokra a ©~! o &, = ©~! o ®, esetben

P =000 HNod, =00(O010d)=00(0'0ody)=(00cO0 ) od, =D,

Az altalunk tekintett megfeleltetés sziirjektivitdsa abbdl kovetkezik, hogy egy tetszoleges
A € [id;] relativ automorfizmusra © o A € [0] olyan elem, amelyre

0 10(@0A)=(0100)0A = A,
azaz amelyre © o A — A. Itt a © o A € [O] tartalmazds azért teljesiil, mert A ~id; miatt
(©0A)(a) = B(A(a)) = O(a)

minden a € T elemre.

Mivel G(K C L) a = reldci6 szerinti paronként diszjunkt ekvivalencia osztdlyok unidja, ezért az
egyes osztalyok szdmossdgainak az 6sszege a G(K C L) elemeinek a szémaval, azaz [L : K|-val
egyenld (K C L normélis testbovités!). Ha a kiilonboz6 ekvivalencia osztalyok szamat r > 1
jeloli, akkor [L : K| = r-|[id]|, hiszen minden osztélyban pontosan annyi elem van, amennyi az
[id;] osztdlyban. Az [id;] = G(T C L) egyenléség is konnyen lathato, hiszen a ® € G(K C L)
relativ automorfizmusra ® ~id; pontosan azt jelenti, hogy ®(a) = a minden a € T' elemre, ami
a ® € G(T C L) tartalmazdssal ekvivalens. Most |G(T C L)| < [L : T] és a dimenzidk szorzasi
szabdlya miatt elobb az

[L:T)-[T:K|=[L:K]=r-|id]|=r-|G(T CL)|<r [L:T],

majd innen a |[G(K CT)| < [T : K| < r egyenl6tlenséget kapjuk. Mivel a G(K C L) kiilonboz6
ekvivalencia osztalyaibdl vett relativ automorfizmusoknak a T-re valé lesziikitései kiilonboznek,
ezért a {(® [ T) | ® € G(K C L)} halmaz elemeinek a szama pontosan 7. A 10.1.Allitdsban
mér lattuk, hogy a K C T bévités normalitdsa miatt {(® [T) | € G(K C L)} CG(K CT),
ahonnan a fentiekben igazolt |G(K C T')| < r egyenlétlenség figyelembe vételével a

{(®1T)|®ecG(KCL)}=G(KCT)



egyenldséget kapjuk. Tehdt minden ¥ € G(K C T) megkaphaté W = & | T alakban, ahol
® € G(K C L). Mivel K C T normalis és K C L normalitdsdbdl a T C L bdvités normal-
itasa is kovetkezik, ezért bizonyitasunkban a |G(K CT)| = [T : K] és |G(T C L)| = [L : T|
egyenlségeket is hasznalhattuk volna (minden bévités véges!).

[

10.A.Definicié. Legyen K C L C C tetszoleges bovités és a K C T C L koztes szédmtest véges
normalis bévitése K-nak, ekkor egy ® € G(K C L) relativ automorfizmusra a 10.1.Allitds sz-
erint (¢ [ T') € G(K C T). Tehdt ilyenkor értelmezhetjiik a megszoritasnak (restrikciénak)
nevezett

res: G(KCL)— G(KCT)

alakban jelolt leképezést az aldbbiak szerint: res(®) = & [ 7.0

10.3.Allitas. Legyen K C L C C tetszbleges bovités és a K C T C L kéztes szamtest véges
normdlis bovitése K-nak, ekkor a res: G(K C L) — G(K C T) leképezésnek az aldbbi tulaj-
donsdgai vannak: az idp, &1, Py € G(K C L) relativ automorfizmusokra

res(idy) =idr és res(®y o y) = res(Py) o res(Pq).
Ha K C L véges és normdlis, akkor res: G(K C L) — G(K CT) szirjektiv leképezés.

Bizonyitas. res(id;) =id, [ T =idy ¢s a (1) C T, ®5(T") C T tartalmazdsok figyelembe
vételével kapjuk, hogy

res(Pq 0 Py) = (P10 Dy) [T = (D1 [ T) o (P2 [ T) = res(P) o res(Ps).

Ha K C L véges normélis testb&vités, akkor a 10.2.Tétel szerint minden ¥ € G(K C T)
megkaphaté U = & [ T =res(®) alakban, ahol ® € G(K C L). Tehdt ebben az esetben a res
valéban sziirjektiv.
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