1. A KOMPLEX SZAMTEST

A természetes, az egész, a raciondlis és a valés szdmok ismeretét feltételezziik:
N={1,2,..,n,..},

Z=1.,-3,-201,23,.}

@:{§|p,qEZésq7é0}.

A valés szam értelmezése végtelen tizedestortként (vagy a Q halmaz uin. szeleteként, esetleg
raciondlis szdmokbdl &ll6 un. Cauchy sorozatként) torténhet, a valés szdmok halmazdt R
jeloli. Nyilvanvalé, hogy

NCcZcQcR.

A val6s szamok osszeaddsat (kivonasat) és szorzdsét (osztdsdt), valamint ezekkel a miiveletekkel
kapcsolatos algebrai szabdlyokat szintén ismertnek tételezziik fel.

A valés szdmok korében a négyzetgyokvonds nem végezhet6 el korldtlanul, pl. az 22 = —3
egyenletnek nem létezik megolddsa R-ben, ami azt jelenti, hogy +/—3 a valés szdmok korében
nem értelmezhetd. Mivel egy valés szdm négyzete nem negativ, ezért az alabbi egyenleteknek
sincs megolddsa R-ben:

2
P —r+2= (x—%) +£:O , 2t 4 5=0, 294+ V22 4 V72 + 1 =0,
Természetes igény, hogy bovitsiik a valés szamok korét dgy, hogy a fenti egyenletek min-
degyike értelmes és megoldhaté legyen ebben a bévebb szémhalmazban. Az egyenletek
felirdsabol két kovetkeztetést is levonhatunk. Egyrészt a valés szdamoknak szerepelniiik
kell a bevezetésre keriilé 1ij szdmok kozott, masrészt az Osszeaddst (kivondst) és a szorzést
(hatvdnyozdst) is értelmezniink kell az dj szamokra, mégpedig feltétleniil vigy, hogy ezek az
1j miiveletek az 1j szdmok kozott meghiijé valds szdmokon a mar jél ismert eredményt szol-
galtassdk. A bevezetésre keriilé 1ij miiveletektdl elvarjuk, hogy a kordbban megismert és jol
hasznosithato szabdlyok is teljesiiljenek redajuk.

A legegyszeriibb és legkézenfekvobbnek latszé megoldédst vélasztjuk, bevezetiink egy dj szé-
mot, amelyet i-vel jeloliink és amelyre teljesiil az i> = —1 egyenléség. A tovabbiakban ezt
az 1-t minden szempontbdl gy kezeljiilk mint az algebrdban szokdsos viltozokat, tehat a
szamoldsok sordn az i-vel gy banunk mint a mar megszokott x, y vagy z véltozokkal. Az
a,b € R valds szamokat hasznédlva most mar képezhetjiik az a + bi alaku kifejezést, amely az
1 valtozo elséfoki polinomja és amelyet komplex szdmnak neveziink. Ha

at+bi=c+di

teljesiil a ¢,d € R valds szamokra, akkor elébb b = d majd innen i = di és a = ¢ adddik.
Valéban, b # d esetén dtrendezéssel az a — ¢ = (d — b)i egyenldséghez jutunk, innen a nem
zér6 d — b-vel val6 osztds utan azt az ellentmondést kapnédnk, hogy




valés széam. A polinomokrdl egyébként is olyan megéllapodédsunk van, hogy
a+bi=c+di<=a=césb=d.

Az algebrai kifejezésekkel (polinomokkal) a megszokott médon szémolva és az 2 = —1
egyenlséget is felhaszndlva a komplex szamok Osszeaddsara (kivondsdra) és szorzésdra az
alabbi természetes értelmezést kapjuk:

(a+bi) £ (c+di) = (a£c)+ (b+£d)i,

(a+bi)-(c+di)=a-(c+di)+bi-(c+di) =ac+ adi + bic + bidi =
= ac + bdi* + adi + bei = (ac — bd) + (ad + be)i.
A nem zér6 komplex szdm reciprokat is kiszdmolhatjuk:

1 a— bi a—bi a—bi a b

atbi (a+bi)(a—bi) a2 —0%2 a2+b2 a2+0? 2+ 0

Az eddigiek alapjan lehetdségiink van a komplex szamok olyan értelmezésére, amely matem-
atikai szempontbdl szabatos és amelyben nem sziikséges az ¢ szdmnak az ajandékként valo
elfogaddsa és kiilonbozo tulajdonsdgainak megkovetelése.

1.A.Definicié. Az a,b € R valés szdmokkal képzett (a,b) alakban frhat6 rendezett parokat
nevezzilk komplex szdmoknak, amelyek az R?> = R x R stk pontjainak (vagy origébdl
indul6 vektorainak) felelnek meg. A komplex szdmok Osszeaddsa (kivondsa) a vektorokhoz
hasonléan torténik: az a,b, c,d € R valdés szdmokat hasznilva

(a,b) + (¢,d) = (a £ ¢,b+d),
A komplex szdmok szorzasdt a kordbban latottak alapjan értelmezziik:
(a,b) - (c,d) = (ac — bd, ad + be).

Most
(a,0) £ (¢,0) = (a £ ¢,0) és (a,0) - (¢,0) = (ac,0),

ezért az (a,0) alaki komplex szamok ugy viselkednek a miiveletekre nézve, mint az elsd
koordinétédikban szerepld valds szamok, kovetkezésképpen (a, 0) helyett egyszeriien a-t irunk.
Haszndlni fogjuk az i = (0,1) jelolést, igy teljesiilnek az aldbbiak:

(a,b) = (a,0) + (0,b) = (a,0) + (b,0) - (0,1) = (a,0) + (b,0) - i = a + bi,

i =i-i=(0,1)-(0,1) = (—1,0) = —1.

A komplex szamok halmazéra a
C={(a,b) |a,be R} ={a+bi|abeR}

jelolést vezetjiik be. Egy z = (a,b) = a + bi komplex szdm valds részén a Re(z) = a valés
szamot és képzetes részén az Im(z) = b val6s szdmot értjiik.Q
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1.1.Allitas. A 2, = (a1,b1), 22 = (a2, b2), 23 = (as,b3) és w = (c,d) komplex szdmokra

teljesiilnek az alabbiak:

(21 +29) + 23 =21+ (22 + 23)  (asszociativitds) (21 - 22) - 23 = 21 - (22 - 23),

21+ 20=204+2 (kommutativitds) z1 -z = 29 - 21,
(e,d) +(0,0) = (¢,d)  (neutrdlis elem létezése) (c,d)-(1,0) = (c,d),
(¢,d) + (—¢,—d) = (0,0) (additiv inverz létezése),
c d
d)- _
) Gre ava
(21 + 22) - w = (21 - w) + (22 - w) (disztributivitds).

Bizonyitds. A (21 - 22) - z3 = 21 - (22 - 23) azonosség igazoldsara szoritkozunk.
21 - 29 = (a1, b1) - (ag,b2) = (araz — b1ba, a1by + bras),
(21 - 22) - 23 = (a1ag — bibe, a1by + bras) - (as, bs) =
= ((a1a2 — blb2>a3 — (a1b2 + blag)bg, (a1a2 — blbg)bg + ((llbg + blag)ag),
29 - 23 = (a2, b2) - (a3, bs) = (agas — babs, asbs + baag),
21 (22 : 2'3) = (ab bl) : (CL2CL3 — babs, asbs + b2a3) =
= (a1 (agag — bgbg) — bl (agbg -+ bgag), ai (agbg + bgag) + bl (a2a3 — bgbg)),
tovabba
(a1a2 — blbg)a;g — (CleQ -+ blag)bg = al(agag — b2b3> — b1 (a2b3 -+ bQCLg),
(a1a2 — blbg)bg —+ (&1[?2 + blag)ag = al(agbg -+ bgag) + bl(agag — bgbg).
0od
1.B.Definicié. A z = (a,b) = a + bi és w = (¢,d) = ¢ + di komplex szdmokra

1. a z-nek az n > 0 egész kitevdjii hatvanyat 2° = 1 és k > 0 esetén 2F*!

megkovetelésével rekurziv médon értelmezziik (0°-t nem értelmezziik!), tehét

ahol az egyenloség jobb oldaldn pontosan n darab z szerepel;

2. ha w # (0,0) = 0+ 0i = 0, akkor w-nek a reciprokat (amelyre a w™! vagy az

jelolést egyardnt haszndljuk) a

wiot (e d N\_(_c \, [(__d ),
S w \e2+d? 2+d2)  \2+ @2 2+ d?

egyenléség értelmezi (amennyiben d = 0, akkor w = (¢,0) = ¢ és most w™
(£,0) = 1), a 2 hanyadoson (tortkifejezésen) a z - w™' = z -

c’

1

1 1
c w

szorzatot értjiik;

) = (1,0) feltéve , hogy (c,d) # (0,0) (multiplikativ inverz létezése),

g =



3. a z konjugéltjat a
zZ=1(a,—b) =a—bi

egyenloség értelmezi;

4. a z abszolut értéke a

2| = Va2 + 52 > 0

valds szdm;
5. ha z # (0,0) = 0+ 0i = 0, akkor a z arkusza vagy szbge minden olyan ¢ valés szam,

amelyre a
R I
|e(|z) és sinp = m(2)
z

cos p =

egyenloségek teljesiilnek. Mivel

() (3

ezért létezik olyan o, amely kielégiti a fenti egyenldségeket, s6t ¢ a 2w egész szamu
tobbszoroseitél eltekintve egyértelmiien meghatdrozott, jelolése ¢ =arc(z) (tehét arc(z)
a z komplex szém végtelen sok arkuszdnak barmelyikét jelentheti!).Q

1.2.Allitds. A z =a+bi, w=c+di 40, wy =1 +dyi £ 0, wy = o+ doi # 0, u és
2z = ax + byt (1 < k < n) komplex szamokra teljesiilnek az aldbbiak.

1. Az n-tényezos z, - z9 - ... - z, szorzat értéke fiiggetlen annak zdrdjelezésétol.

2.
2 =2 =2 (2 20)" = 27 2Y (it mym > 1 egészek),

u-w =z u=— és (w)" = (w") " (itt n > 1 egész),

z
w

ez utobbi a w™™ hatvdny értelmezését is jelenti: w™" = (w™H)" = (w™) 7!,

wh - wh = W (W) = wM, (wy - wy)F = wh - wh (it k1 € 7 tetszbleges egészek).

3.
iiﬁ_zlwgizgwl a4
w1 Wa W1W2 ’U)l Wa w1~'w2'
4. _
any _— _ o . z z
Z)=z,a1t2n=21+%, 2 22=21 %22, (—)z:.
w w
5.
z=0<=[2| =0, [z|=[7] , ’42225, |21 - 22| = |21]-|22| , |21+ 22| < 2a| 2]



6.

Ha r = |z| és ¢ =arc(z), akkor
z = r(cos p +isinp),

amelyet a z komplex szam trigonometrikus alakban vald felirdsinak neveziink,

ha az s > 0 és v valds szadmokra
s(costp +isiney) = r(cos @ + isin ),

akkor
s=reésp—p==k-(2n)

valamilyen k € Z egész szdmra, tehdt s = |z| és b =arc(z), ami azt jelenti, hogy a
trigonometrikus alak egyértelmi.

7. Ha r = |z|, ¢, =arc(zx) és R = |w|, ® =arc(w), akkor

|21+ 29+ s zn| = |21] - 22| - o v |20] 5 arce(z1 - 29 - ... 2,) =arc(z)+arce(zz)+...farc(z,),

z

= % , arc <§> = arc(z) — arc(w),

azaz

21+ 2 e 2y = 11Ty (€OS(0q + g + oo +,) Fisin(p; + @y + ... +,.))

% = %(cos(g& — @) +isin(p — P)),
tovabba

2" = r"(cos(ny) + isin(ny)).

8. A w = 2" egyenloség pontosan akkor teljesiil, ha
d 2
|z| =7 = VR és arc(z)zgpz——kk(—w),
n n
azaz ha o ) o )
z= R (cos <— +k (—W)) + 7 sin (— +k (—W>)) ,
n n n n
ahol k € {0,1,...,n — 1} valamilyen egész szdam.
Bizonyitas.
1. A bizonyitas a 14.2.Allit4snal taldlhato.
2. Lésd a 14.C, 14.D és 14.E Definicidkat és az utdnuk kovetkezd megjegyzéseket, tovabba
a 14.3.Allitasbeli 2. részt.
3. u-w =z <= u = Z felhasznaldsaval egyszeriien adédnak.
4. Konnyen igazolhato.



5. Konnyen igazolhato.

6. Konnyen igazolhato.

21:29 =11(€0S (] 41 8In 1 )r2(COS Pq + 0 SN (g ) = 1172 (COS 1 + 1 8in Y, [(COS Py + i SiN Py ) =
= 1173 ((cos @ cos @, — sin ¢, sin @,) + 1(cos p; sin p, + sin p; cos p,)) =
= 1172 (cos(py + ¢y) + isin(py + @y)) -

8. Koénnyen igazolhato.

[

1.C.Definicié. Ha n > 1 egész szdm, akkor az € komplex szamot n-edik egységgytknek
nevezziik, ha ¢” = 1. Azt mondjuk, hogy ¢ primitiv n-edik egységgydk, ha " = 1 és
barmely 1 < k < n — 1 egész kitevére e # 1.Q

1.3.Allit4s.

1. n-edik eqyséqqyokok szorzata is n-edik eqyséqqyok, n-edik eqyséqgqyok reciproka is n-edik
eqyséqqyok, ha € eqy n-edik eqyséqgyok, akkor tetszoleges k.l € Z egészekre:

n|k—1 (azaz k — 1 oszthatd n-el) = ¥ = &',

2. Az n-edik eqyséqgqyokok a kovetkezok:

27 . 27 27 .. (27 F
cos(k— | +isin | k— ) = |cos| — ) +isin | — ,
n n n n

ahol 0 <k <n—1, ha k=1 akkor primitiv n-edik eqységgyokdét kapunk.

3. Ha ¢ primitiv n-edik egqyséqgqyok, akkor tetszoleges k,l € Z egészekre:

¥ =c = n|k—1 (azaz k — 1 oszthaté n-el),

ezért 1,e,e%, ..., e"! Kiilonbozoek és az (9sszes) n-edik eqységgyikoknek eqy teljes fel-
soroldsat (permutdcidjat) jelentik.

4. A k € 7 egészre és az € primitiv n-edik eqységgyokre

e primitiv n-edik egységgyok <= k és n relativ primek (Ilnko(k,n) = 1).

5. Ha ¢ tetszoleges primitiv n-edik eqységgyok és w = 27 teljesil a w és z; komplex
szamokra, akkor a w = 2" eqyenloség pontosan akkor teljesiil eqy z komplex szamra, ha
létezik olyan 0 < k < n — 1 egész szam, amelyre z = ze* (amennyiben w # 0, akkor
ezt a k egészet eqyértelmilen meghatdrozza z).



Bizonyitas.

1.

Ha e = 1 és €} = 1, akkor (g169)" = €7e} = 1 és (e;1)" = (¢7)7! = 1, tovabb4

— , k__ k=1l _ dn l _ (n\t l _ I

. Az 1.2.Allit4s 8. része alapjan nyilvanvalé.

Legyen k — [ = tn + r, ahol k — [-nek az n-el val6 maradékos osztdsdndl ¢ a hanyados
és 0 < r <n—1amaradék. Ekkor ¥ = &! miatt eFe=! =1 és

e = g(kfl)ftn — gkgfl(gn)ft — 1,
ahonnan ¢ primitivitdsdra valé tekintettel r = 0, illetve az n | k —[ oszthatésag adodik.

Ha £ primitiv n-edik egységgyok, akkor a mér bizonyitott 3. rész szerint van olyan
0 <t <n-—1egesz amire " = (eF)! = . Ismét a 3. részt haszndlva kapjuk, hogy
kt — 1 oszthaté n-el, ami azt jelenti, hogy Inko(k,n) = 1.

Ha d =Inko(k,n) > 1, akkor

=

n

()T =7 = (e")d =1,

ami 1 < 2 <n — 1 miatt azt jelenti, hogy £* nem primitiv n-edik egységgyok.

d
Ha w # 0, akkor a w = 2" és a w = 2] ,egyenldségeket egymdssal elosztva” kapjuk,
hogy (£)" = % = 1. Tehdt = egyike az n-edik egységgyoksknek, ahonnan a mar
igazolt 3. rész szerint i = ¢¥ illetve z = ze¥ kovetkezik valamilyen 0 < k <n —1
egész kitevore.
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