Becslések, statisztikai probak

1. Maximum likelihood modszer

Egy ismert tipust eloszlas ismeretlen paraméterét becsiiljiik Ggy. Olyan becslést szeretnénk adni ami a
mintaknak a lehet§ legjobban (mazimdlisan) megfelel.

Az ismeretlen paraméter tartalmazo figgvényt L-el jeloljik. Ez diszkrét esetben jelolheti magat a
valoszintiséget is, de altalaban csak egy viszonyszamot ad, aminek minél nagyobb az értéke, annél jobbnak
tekintjiik a becsiilt paraméter értéket.

A maximumokat a szokésos modon keressiik, vagyis megnézziik, hogy hol lesz a fiiggvény derivaltjanak
az értéke egyenls 0-val.

Bizonyos eloszlasok esetében L helyett egyszertibb In L-el szamolni. A log-likelihood fiiggvényt [-el
jeloljik. I = InL.

1.1. Exponenciilis eloszlas paraméterének becslése

Tegyiik fel, hogy van n darab mért értékiink egy folyamatrol, amirdl feltételezziik, hogy exponenciélis
eloszlasu. Azt szeretnénk meghatarozni, hogy mennyi lesz az eloszlas A paramétere.

A mintakat jeloljik z1,...,x, formaban. Az exponencialis eloszlas strtiségfiiggvénye
A-e M 2 <0,
fe(@) = s
0, egyébként.

Ez a stirtiségfiiggvény tipikus megadasa. Fontos azonban észrevenni, hogy a stirtiségfiiggvény értéke fiigg a
A értektdl is, tehat jelolhets fe(x;; A) formaban is. Ez utobbi azért lesz itt praktikusabb, mert a megfeleld
A értéket becsiiljiik.

A strtségfiiggvény csak jelzi, hogy egy-egy érték milyen valoszintséggel fordulhat el egy pont kor-
nyezetében. Feltételezziik, hogy a mintak azonos eloszlasbol, egymastol fiiggetleniil elvégzett kisérletekbdl
szarmaznak. Ekkor a likelihood fiiggvényt a kovetkezd alakban irhatjuk fel.
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Azon X értéket keressiik, ahol az L értéke maximaélis lesz. Ehhez az aldbbi egyenletet kell megoldani A-ra:
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A likelihood fiiggvény alakja olyan, hogy itt célszert inkabb a log-likelihood fiiggvénnyel szamolni:
Iz, ,zn) =InL(\; 21, ..., 2,) = n - 1In(N) —A-in
i=1

A szerint derivalva az alabbi Osszefiiggést kapjuk:

Ezt atrendezve a A becsiilt értékére (X—V&l jelolve) azt kapjuk, hogy
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1.2. Poisson eloszlas paraméterének becslése

Egy kisérlet esetén tudjuk, hogy a bekidvetkezések/elsfordulasok szama Poisson eloszlast kovet. Van egy
konkrét mérésiink (mintank), és az alapjan szeretnénk megbecsiilni az eloszlas A paraméterét.

Ebben az esetben valoban valoszintiséget szeretnénk maximalizalni, mivel a likelihood fliggvényt az
alabbi médon adhatjuk meg:
P

k!

A derivalt ebbdl egyszertien szamolhato (itt nem sziikséges loglikelihood fiiggvényt felirni):

dL 4 /A )\ 1 P Nk

L(xk) = P(§ = k)

Ak .
Tudjuk, hogy e e~ > 0 biztosan teljesiil. Igy tehat

2. Egymintas u-préba
o Feltételezziik, hogy a minta normalis eloszlasu.
e Ismerjiik a szorast. (A felirasban a jobbalso sarokban 1év6 0-4s index jelzi, hogy ismerjiik.)

e A varhato értéket szeretnénk ellendrizni egy adott minta alapjan.
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Arrdl szeretnénk meggy6zédni, hogy a p (varhato) érték megegyezik-e egy po feltételezett varhato
értékkel. Ez hipotézisek formajaban a kivetkezSképpen néz ki:

Ho : p= po
Hy 2 # po

Tudjuk, hogy a kovetkezSképpen szamitott u érték normalis eloszlast kovet:

u:é‘iuo-\/»N./\/'(O,l).

0o

Jelolje a szignifikancia szintet az 1 — « kifejezés. A hipotézis eldontéséhez a kovetkezs Osszefiiggést kell
megvizsgalni:

P(lul <ug)=1-o.
A szamitasok soran ez annyit jelent, hogy a mintak alapjan szamitott értéket kell Gsszehasonlitani a

tablazatban talalhatoval,
lul <us = Elfogadjuk a Ho hipotézist.

A szignifikancia szint altaldban adott szokott lenni, tipikusan 0.95-nek vélasztjak, és van hogy szaza-
lekos értékkeént (95%-os szignifikancia szint) hivatkoznak ra. Az us-t a kovetkezd Gsszefiiggés alapjan
szamithatjuk ki:
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2.1. Szamitasi példa
Elvégeztiink 25 mérést, amely a kovetkezd eredményeket adta:

518.9598, 501.1553, 495.0711, 520.8532, 510.0095,
484.6808, 482.6422, 491.6349, 497.0269, 492.8886,
495.2472, 486.5123, 489.5820, 493.8927, 490.1868,
487.7767, 510.8099, 499.7295, 497.5016, 500.1564,
514.2096, 495.3246, 505.3583, 491.7084, 515.3049

Feltételezziik, hogy ez egy o = 10 szorast, normalis eloszlast valészintiségi valtozo adta. Vizsgaljuk meg,
hogy a varhato érték egyenlé-e 500-al!

Hipotézisek:

Hy : p = 500
Hy ¢y # 500

A szamértékek atlaga € = 498.7289273514852.

u= 5;7’“‘0 - /n &~ —0.6355363242574015
0

Az ug értékének szamitasa o = 0.05 esetén:

0.05

Blug) =1~ =097 = ug~196

N3

Ez alapjan
P(Ju] <1.96) = 0.95,

vagyis elfogadhatjuk a Hy hipotézist.

3. Kétmintas u-préba

o Két eloszlast szeretnék Osszehasonlitani. Jelolje az ezekhez tartozé valészintségi valtozokat & és 7.
Feltételezziik, hogy mindkett& normaélis eloszlasu.

e Ismerjiik mindkettd szorasat.

o Azt szeretnénk megallapitani, hogy a varhato értékeik megegyeznek-e a rendelkezésre allo mintak
alapjan.

&-hez n darab, n-hoz m darab mért érték all rendelkezésre. A paramétereket jeloljiik a kévetkez6képpen:
E~N(pr,o1), 1~ N(uz,02).
A hipotézisek a kovetkezdk:

Ho:p1 = po
Hy:py # po

Az egymintas u-probahoz hasonldéan szdmolhato. Itt viszont

u=———_ ~ N(0,1).
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3.1. Szamitasi példa
A ¢ valtozohoz tartozo értékek:

105.8206, 96.1440, 96.4462, 102.1284, 98.4490,
103.5946, 99.7446, 105.5324, 101.2205, 93.5363,
97.5556, 93.3587, 99.1626, 94.2575, 104.4654,

98.9614, 100.6020, 102.9229, 98.7940, 101.6148

Az 7 valtozohoz tartozo értékek:

89.6774, 92.2259, 98.4799, 90.5277, 94.3893,
87.4341, 95.9473, 97.5764, 93.4602, 98.6512

Azt feltételezziik, hogy o1 = 4,02 = 3.

n =20,m = 10,£ = 99.71557543010641, 7 = 93.83694642431972

Y

u= ="~ 4508702629861019
_|_
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a=0.05=> ug = 1.96

P(Ju| < 1.96) = 0.95

Nem teljesiil, ezért a Hy hipotézist elutasitjuk, és a Hy-et fogadjuk el, vagyis hogy a két valtozo varhato
értéke nem egyezik meg.

4. F-proéba

e Adott £ és n normalis eloszlasu valoszintiségi valtozo.

e A rendelkezésre 4ll6 mintak alapjan el szeretnénk doénteni, hogy a szérasuk megegyezik-e.
Hipotézisek:

H0:0'1=0'2
H1:0’1750'2

Ki kell szamitani hozza az alabbi F' értéket:

P :max{ (n—1)s;? (m— 1)3:,3}.

(m—1)s;2’ (n—1)s;2

(A nagyobb korrigalt tapasztalati szorasnégyzetet osztjuk a kisebbel, tigy hogy kézben a mintaszamok
aranyat is figyelembe vessziik.) Az F > 1 biztosan teljesiil. Donteni az F-eloszlas adott « értéke szerint
lehet:

P(F>F,)=1-a.

4.1. Szamitasi példa

¢ altal adott értékek:

-14.0780, 2.8105, 11.6229, 0.1691, -23.6753,
23.5296, 1.1141, -6.9857, -11.7706, 3.9790

n altal adott értékek:



0.9428, -2.9558, -2.2356, -9.9934, -17.2261,
-10.9656, 26.2531, 3.7662, 4.0430, 6.1016,
17.2619, -1.2116, 0.0059, -13.5192, 22.2694

Vizsgaljuk meg, hogy a & és n szérdsa megegyezhet-e!

n=10,m = 15,52 ~ 182.46, 52 ~ 159.48
14 -159.4
1415948 a6

"~ 918246
Az m — 1,n — 1 szabadsagfokt F-eloszlashoz tartozo érték 3.025,

P(F >3.025)=1—«

vagyis elutasitjuk a Hy hipotézist, a két eloszlas szérasat nem tekintjiik egyenlének.

5. Egymintas T-préba
e Egy &, feltételezés szerint normalis eloszlasu valoszintségi valtozo varhato értékét becsiiljiik.
e A szérast nem ismerjiik, azt is magaboél a mintabol becsiiljiik.
E1yevny b~ N(p,0?)
Hipotézisek:

Ho : pp= po
Hy s # po

A dontéshez, hogy melyik hipotézist fogadjuk el, meg kell hatarozni egy ¢ értéket:

t= @ ‘Vn~t,—1 (n—1 szabadsigfokt Student eloszlas).

Sn

A szignifikanciaszint kivalasztasa utan:

Pt <tp-15)=1-c

6. Kétmintas T-proba

e A proba azt vizsgalja, hogy & és n fliggetlen, normaélis eloszlasi valoszintségi valtozoknak a mintak
alapjan megegyezhet-e a varhato értéke.

e A proéba feltételezi, hogy a £ és n szérasa megegyezik. Ezt F-proba elvégzésével kell belatni.
A hipotézisek a kovetkezdk:
Hy :p1 = po
Hy:pa # po

A vizsgalathoz ki kell szamitani az alabbi ¢ értéket, amirdl tudjuk, hogy n+m —2 szabadséagi foka Student
eloszlasi valészintségi valtozo:

_&-n

m-+n

;= an
wn—l)-s:%(m—l)-s:s

n+m-—2
A ft| < tpym-2,9 allités erdsségét vizsgéljuk, vagyis hogy

~ tntm—2-

P(|t] <tnym-29)=1-«

adott (1 — «) szignifikancia szinten teljestil-e.



7. x’>-proba

o Illeszkedésvizsgalathoz hasznalhatjuk. Van egy mintank, és azt szeretnénk megallapitani, hogy
adott, konkrét eloszldshoz tartozhat-e.

e £1,...,&, azonos eloszlasu, fliggetlen valoszintiségi valtozok.
e [ a valodi eloszlas (amit nem ismeriink), Fy a feltételezett eloszlas.
Hipotézisek:

H()SF:FQ
HllF#FQ

A probahoz € felvehets értékeinek tartomanyat intervallumokra kell bontani. Diszkrét esetben ez egysze-
riibb, lehet példaul minden felvehets érték egy-egy kiilon intervallumban.

(i —npi)?
=) S~ X

ahol
e k: az intervallumok szama,
e 1;: az i-edik intervallumban el6fordul6 értékek szama,
e p;: annak a valosziniisége, hogy egy véletlenszeri bekdvetkezés az i-edik intervallumba essen.
Az érték azért csak k — 1 szabadsagfokd, mert k£ — 1 intervallum meghatarozasa utan a k-adik mar nem
lehet fiiggetlen. Az (1 — «) szignifikancia szint meghatarozasa utan a
P (X’ £ Xi10) =1-a

alapjan lehet donteni.

7.1. Szamitasi példa

Kaptunk egy tetraéder alaku dobdkocka-félét. Meg szeretnénk bizonyosodni arrél, hogy valoban szabélyos,
és egyenletes eloszlas szerint fordulnak el6 az 1,2, 3,4 értékek. Elvégeztiink 100 dobast, amely a kévet-
dobaés ‘ 1 ‘ 2 ‘ 3 ‘ ‘
darabszam ‘ 21 ‘ 18 ‘ 30 ‘ 31 ‘
kapcsolatban 95%-os szignifikancia szinten?

kez6 eredményeket adta: Mit mondhatunk a kocka szabalyossagaval

Az intervallumokat megvalaszthatjuk tgy, hogy (—oc, 1.5),[1.5,2.5),[2.5,3.5), [3.5, +00). (A szamita-
sok soran diszkrét esetben nincs jelent&sége, hogy a felvett értékek kozott hogy adjuk meg a részinterval-
lumokat. )

Egyenletes eloszlast feltételezve:

A 2 értékét az alabbi médon kapjuk:

—n-p)? _ (21— 25)° L as- 25)2 L (30— 25)2 L B1- 25)2

=5.04
n-p; 25 25 25 25

M»

i=1
A x? tablazat alapjan, ha k = 3, = 0.05, akkor xi_; , = 7.815, amibdl
P (|x*| < 7.815) =1—0.05=0.95

eredményt kapjuk, vagyis a dobasaink 95%-os szignifikancia szinten egyenletes eloszlas szerintinek tekint-
hetsk.



