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fejezet

Kombinatorika

Hanyféleképpen lehet a sakktablan 8 bastyat elhelyezni ugy, hogy egyik se iisse
a mésikat? Mennyi lesz az eredmény, ha a 8 bastyat meg tudjuk kiilonboztetni
egymastol?

Hanyféleképpen rakhatunk sorba 12 kdnyvet, ha 3 bizonyos konyvet egymas
mellé akarunk rakni és

(a) a harom konyv sorrendje nem szamit?

(b) a harom konyv sorrendje szamit?

Hanyféleképpen iiltethetiink egy kerek asztal koré 7 embert, ha a forgatéassal
egymasba vihet6 tlésrendeket azonosnak tekintjiik?

Egy dobozban 10 goly6 van, koziiliikk 5 fehér, 3 piros és 2 kék. A 10 golyot
egymas utan kihtuzzuk a dobozbol. Hany kiilonb6z6 sorrendben hizhatjuk ki
a golyokat, ha az egyszintieket nem tudjuk megkiilonboztetni?

Hany darab nyolcjegyi szam készitheté 2 db 1, 3 db, 4 és 3 db 8 szdmjegyekbdl?
Hany darab nyolcjegyt szam készithetG 1 db 0, 3 db 7 és 4 db 3 szdmjegyekb6l?

Hanyféleképpen tolthetjiik ki az 6t6s lotto szelvényt? Hanyféleképpen tolthet-
jiik ki agy, hogy pontosan 3 darab talalatunk legyen?

. Hanyféleképpen valaszthatunk ki 12 lanybol és 15 fiabol négy tancol6 part?

Hanyféleképpen rakhatunk be 8 levelet 15 rekeszbe, ha a levelek kozott nem
tesziink kiilonbséget és egy rekeszbe maximum 1 levelet tesziink?

Hanyféleképpen rakhatunk be 5 levelet 11 rekeszbe, ha a levelek kozott nem
tesziink kiilonbséget és egy rekeszbe tobb levelet is tehetiink?

Hat levelet kell kikézbesiteni, ehhez harom postas all rendelkezéstinkre. Hany-
féleképpen oszthatjuk szét a leveleket kozottiik?
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FEJEZET 1.

. A réacsos biifében négyféle energiaitalt arulnak. Hanyféleképpen valaszthatunk
koziiliik 12 darabot?

Egy tiz {6s matematika versenyen hanyféleképpen alakulhat az els6 3 helyezés?

Hany 3 jegyi szam készithet6 az 1, 2, 3, 4, 5 jegyekbdl, ha mindegyiket csak
egyszer hasznalhatjuk?

Hany 3 jegyl szam készithets az 1, 2, 3, 4, 5 jegyekbdl, ha mindegyiket tobb-
szOr is felhasznéalhatjuk?

Hanyféleképpen tolthetiink ki egy totoszelvényt?
Hany négyjegyt szam készithets a 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 jegyekbdl, ha mindegyiket

(a) legfeljebb egyszer hasznalhatjuk?
(b) tobbszor is hasznéalhatjuk?
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1.2. Miiveletek eseményekkel

18. Egy érmével dobunk. Ha a dobas eredménye fej még egyszer; ha irds még
kétszer. Irja fel az eseményteret!

19. Haromszor dobunk egy kockaval. A; jelentse azt az eseményt, hogy az i-edik
dobés hatos (i = 1,2,3). Mit jelentenek az alabbi események?

) A+ Ay
) Ay - Ag:
c) A+ As + As:
) Ay Ay Ag:
) Ay~ Ay
) Ay /Ay
20. Egy mitihelyben harom gép dolgozik. Jelentse A; azt az eseményt, hogy az
i-edik gép egy éven beliil elromlik (i = 1,2, 3). Fejezziik ki az A; eseményekkel
a kovetkezGket:
csak az elsé romlik el:
mindharom elromlik:
egyik sem romlik el:

az elsg és a masodik nem romlik el:

)
)
)
)
e) az els6 és a masodik elromlik, a harmadik nem:
) csak egy gép romlik el:

) legfeljebb egy gép romlik el:

) legfeljebb két gép romlik el:

)

legalabb egy gép elromlik:
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FEJEZET 1.
1.3. Klasszikus valoszintiségi mezé6

Dobjunk fel egyszerre két szabélyos dobokockat. Mennyi annak a valdszint-
sége, hogy a dobott szdmok Osszege 87

Dobjunk fel egyszerre két szabélyos dobokockat. Mennyi annak a valdszint-
sége, hogy a dobott szdmok Osszege primszam?

Egy szabalyos kockaval kétszer egyméas utan dobunk. Mennyi a valoszintisége,
hogy az els6é dobéas eredménye nagyobb, mint a masodik?

Egy magyar kartyacsomagbol egyszerre harom lapot kihtizva mennyi a valo-
szintisége, hogy nincs koztiik zold?

Egy rejtvénypalyazaton harom dijat sorsolnak ki a helyes megfejtést bekiildck
kozott (egy megfejts legfeljebb egy dijat kaphat). 50 jo megfejtés érkezett
be 6sszesen, ezek koziil 20 Miskolerol. Mi a valdszintisége, hogy lesz miskolci
nyertes?

Egy urnaban 3 piros goly6 van. Legaldbb hany fehér golyot kell hozzatenni,
hogy a fehér goly6 huzasanak a valoszintsége nagyobb legyen 0.9-nél?

Egy dobozban 20 piros és 30 fehér goly6 van. 10 golyot valasztunk ki vissza-
tevés nélkiil. Mennyi a valosziniisége, hogy

(a) mind a 10 piros?
(b) 4 piros és 6 fehér?
(c) legfeljebb 1 piros?

El6z6 feladat, de a 10 golyot visszatevéssel hizzuk kil

Egy dobozban 12 alkatrész van, amelyek koziil 8 selejtes. 4 elem® mintat
vesziink visszatevés nélkiill. Mi a valosziniisége, hogy a mintdban legfeljebb 3
selejtes alkatrész van?

Egy dobozban 15 alkatrész van, amelyek koziil 10 selejtes. 7 elemii mintat
vesziink visszatevéssel. Mi a valoszintisége, hogy a mintdban 5 selejtes alkatrész
van?

Az A esemény bekovetkezésének a valoszintsége 0.7. Mennyi a valoszintisége,
hogy legalabb nyolcszor kovetkezik be tiz kisérletb6l?

Az A és B jatékos felvaltva dob kosarra (A kezd). Az A jatékos 0.8, mig
a B jatékos 0.6 valoszintséggel talal a kosarba. A jatékot addig folytatjak,
amig valamelyik jatékos beletalal a kosarba. Mi annak a valdszintisége, hogy
a negyedik dobas utan ér véget a jaték?



1.3. KLASSZIKUS VALOSZINUSEGI MEZO 9

33.

34.

35.

36.

100 alma koziil 10 kukacos. Véletleniil 5 alméat kivéve, mennyi a valdszintisége,
hogy van kozte kukacos?

Mennyi a valoszintisége, hogy egy négytagi tarsasagban van két ember, akik-
nek azonos napon van a sziiletésnapja? (1 év=365 nap)

Egy hallgato 40 tétel koziil 20-at megtanult, 20-rol viszont fogalma sincs. A
vizsgan 2 tételt kell kihtiznia és valaszthat, hogy melyikbdl felel. Mennyi a
sikeres vizsga valOszintsége?

Mennyi a valoszintisége, hogy egy szelvénnyel fogadva az 6tos lotton legalabb
3 taldlatunk lesz?
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1.4. Geometriai valoszintiiség

Egységnyi oldalhossziisagi, négyzet alaku céltablara egy 1/2 egység sugari
kort rajzolunk. Mennyi a valoszintisége, hogy véletlenszertien raléve a tablara
(azt eltalalva) a talalat ezen korok kiviil éri azt?

Egy egy méter hosszii botot egy véletlenszeriien elhelyezett csapassal két részre
toriink. Mennyi a valoszintisége, hogy a kapott darabokbol, valamint egy fél
méter hosszi botbol hdromszog szerkeszthets?

Eqgy eqy méter hosszi botot két véletlenszerien elhelyezett csapdssal hdrom
részre torunk. Mennyi a valdszinisége, hogy a kapott darabokbol hdaromszig
szerkeszthetd?

Ketten megbeszélik, hogy délutan 5 ora és délutan 6 kozott talalkoznak. Mek-
kora valoszintiséggel talalkoznak, ha egymastol fiiggetleniil érkeznek, és mind-
ketten 10 perc varakozas utan elmennek, ha a masik addig nem érkezett meg?

Ketten megbeszélik, hogy délutan 2 6ra és délutan 4 kozott talalkoznak. Mek-
kora valoszintiséggel nem taldlkoznak, ha egyméstol fiiggetleniil érkeznek, és
mindketten 20 perc varakozas utan elmennek, ha a masik addig nem érkezett
meg?

Eqgy kikdtobe a nap 24 oraja alatt két hajo, A és B érkezik eqymdstol fiiggetlendil,
véletlen iddpontokban. A munkdsok az A hajot 1, a B hajot 2 ora alatt tudjdk
kirakodni. Az eldbb érkezd hajo kirakoddasat azonnal megkezdik. Amennyiben
a mdsik hajo gy érkezik, hogy a munkdsok az elsével még nem végeztek, a
késdbb érkezd hajo kénytelen vdarakozni. Mennyi annak a valoszinisége, hogy
eqyik hajonak sem kell varnia?

Eqy félkoriven két pont mozog. Mennyi a valdszinisége, hogy eqy tetszdleges
pillanatban a két pontnak az eqgymdstol valo tdvolsdga kisebb a félkor sugardndl?
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1.5. Feltételes valoszintiség

Tudjuk, hogy P(A) = 0.36; P(A|B) = 0.43 és P(B|A) = 0.93. Mennyi a
valoszintisége, hogy az A és B legalabb egyike bekovetkezik?

Két kockaval egyszerre dobunk. Mennyi a valoszintsége, hogy a dobott szamok
Osszege 7, feltéve, hogy az Osszeg paratlan?

Két kockaval egyszerre dobunk. Mennyi a valoszintisége, hogy legalabb egy
hatost dobunk, ha a két dobéas értéke kiilonbo6z6?

Egy szabdlyos kockaval addig dobunk, mig elgszor kapunk hatost. Feltéve,
hogy a sziikséges dobasok szama paros, mennyi a valoszintisége, hogy csak
kétszer kell dobnunk?

Ha egy kétgyermekes csaladnal tudjuk, hogy legalabb az egyik gyerek lany,
akkor mennyi a valoszintisége, hogy van fia is a csaladban?

A meteorologusok szerint holnap 0.23 valosziniséggel lesz esd és 0.51 valdszi-
niséggel lesz szél. Ha lesz esd, akkor 0.33 valdsziniséggel szél is lesz. Mi a
valdszinisége, hogy ha szél lesz, esd is lesz?

Egy orszagban a lakossag 97%-nak van TV-je és 62%-nak van autdja. Az
autoval rendelkez6k hany szazalékanak van TV-je is?

50 doboz mindegyikében 60 golyé van, amelyek koziil rendre 11,12,13,-,60
fehér. Taldlomra valasztunk egy dobozt, majd abbdl véletleniil kihtizunk egy
golyot. Mi a valosziniisége, hogy fehér golyot huzunk?

Az igazak vdrosdban a lakosok 72%-a igazat mond, a hazugok vdrosdban a lako-
sok 87%-a hazudik. Mi nem tudjuk, hogy melyik vdrosban vagyunk, egyforma
eséllyel lehetink mindkettében. Megkérdeziink egqy embert és az azt mondja,
hogy ez a hazugok vdrosa. Mi a valdszinisége, hogy ez az ember hazudik?

Egy asztalon hat darab hatlovet revolver fekszik. Harom revolver tarjaban 1-1
16szer van, kett6 van 2-2 1Gszerrel téltve, a hatodik tarjaban pedig 3 16szer van.
Véletlenszertien kivalasztunk egy revolvert és meghtuzzuk a ravaszt. Mennyi a
valoszintisége, hogy a fegyver elsiil?

Tekintsiik az el6z6 feladat revolvereit. Feltéve, hogy egy véletlenszerten ki-
valasztott revolver elsiil, mennyi a valosziniisége, hogy nincs tobb 16szer a
tarban?

Egy terméket harom iizemben készitenek. A harom iizemben a selejtszazalék
rendre 0.13, 0.24 és 0.36, miga harom iizemben az Gsszterméknek rendre 26,
29 és 45 szazalékat allitjak el6. Az 6ssztermékbdl kivesznek egy darabot, és az
hibas. Mekkora a valdszintisége, hogy azt az els6 lizemben gyartottak?
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56. A CHIPCAD microchip gyartd cég teljes termelése két gépsorrol szarmazik.
Az 1. gépsor adja a termelés 69%-at 0.048% selejttel, mig a II. gépsor adja a
termelés 31%-at 0.022% selejttel. Ha egy véletleniil kivalasztott chip selejtes,
akkor mi a valoszintisége, hogy azt a II. gépsor gyartotta?

57. Egy torzs minden tagja az év egy adott napjdn leopdrdvaddszatra megy. A
vaddszaton egy vaddszt 0.14 valdsziniséggel tamad meg egy leopdrd és ekkor
0.35 valdszinidséggel oli meg a leopdrd a vaddszt. Eqyéb veszélyek miatt 0.07
valosziniséggel halhat meg a vaddsz a vadaszaton. Ha eqy vaddsz meghalt a
vaddszaton, akkor mi a valdszinisége, hogy eqy leopdrd dlte meg?

58. Egy adott betegségben szenvedd betegek 33%-dt eqy olyan j kezelésnek vetik
ald, amely a kordabbi 25%-r6l 53%-ra javitja a gydgyuldsi ardnyt. Eqy gyogyult
beteget kivdlasztva mi a valdszinisége, hogy & az uj kezelésben részestilt?
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1.6. Figgetlen események val6szintisége

Az A és B események fiiggetlenek, P(A)—0.31 és P(B)—0.34. Hatarozzuk meg
a P(AJA+B) értéket!

Legyen P(A) = 0.17; P(A|B) = 0.17 és P(BJA) = 0.69. Hatdrozza meg
P(A|B) értékét!

Egy dobozban 1-t6l 8-ig szamozott, 8 db papirlap van. Véletlenszeriien kive-
sziink egy lapot. Az A, B és C események jelentése legyen:

A: a kivett lapon péaros szam all;
B: 4-nél nem nagyobb szam all;
C: a kihtzott szam 2, vagy 5-nél nagyobb.

Mutassuk meg hogy P(A- B -C) = P(A)P(B)P(C) és a harom esemény
mégsem fiiggetlen!

Egy dobozban 4 egyforma papirlap van. Mindegyikre harom szdmjegy van
irva egymas mellé, mégpedig az elsére 0,0,0, a méasodikra 0,1,1, a harmadikra
1,0,1, és a negyedikre 1,1,0. Huzzunk ki egy lapot véletlenszerien. Jelolje
A; azt az eseményt, hogy egy olyan lapot huztunk, amelynek i-edik jegye 1-
es, 1 = 1,2,3. Mutassuk meg, hogy az A;,i = 1,2,3 események péaronként
fiiggetlenek, egyiittesen azonban nem!

Az A, B és C fiiggetlen események, amelyekre P(A)—0.09, P(B)—0.49 és P(C)—0.795.

Hatarozza meg annak a valdszintiségét, hogy

(a) pontosan kettd kovetkezik be koziiliik!
(b) legalabb kettd kovetkezik be koziiliik!
(c) legfeljebb egy kovetkezik be koziiliik!

Eqy kisegér 3 folyoso barmelyikén eljuthat a sajtdarabhoz. Akdrmelyik folyoson
3 agton kell athaladni. Mi a valdszinisége, hogy a kisegér el tud jutni a sajthoz,
ha az ajtok egymastol figgetlendl 0.9 valosziniséggel nyilnak ki, és kinyitasuk
utdn nyitva is maradnak (ha van nyitott folyosd, akkor a kisegér megtaldlja a
sagtot)?

Két ir vezet az A wvdrosbol a B vdrosba és szintén két ut B-bdl C wvdrosba.
(Az A wvirosbol a C vdrosba csak a B vdroson dt lehet eljutni.) Mind a négy
ut eqymdstol fiiggetlentil, 0.66 valosziniséggel jarhatatlan a ho miatt. Feltéve,
hogy A-bol C-be nincs végig jdarhato itvonal, mi a valdszinisége, hogy A-bol
B-be van jdrhato ut?
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2. fejezet

2.1. Valoszintiségi valtozok

2.1.1. Diszkrét

Két kockaval dobunk egyszerre. Irjuk fel a dobott szamok maximumanak
eloszlasat!

Két kockaval dobunk egyszerre. Irjuk fel a dobott szamok kiilonbsége abszolit
értékének az eloszlasat! Irjuk fel az eloszlasfiiggvényt és abrazoljuk is azt!

Egy terrariumban két lajhar él, melyek egymastol fiiggetleniil az idének 1/2-
ed, illetve 1/3-ad részében alszanak. Jeldlje £ az ébren 1év6 lajharok szamét
latogatasunk id6pontjaban. Irja fel £ eloszlasfiiggvényét!

Legyen a & valosziniiségi valtozd egy kockaval dobott érték. Adjuk meg a
varhato értékét és szorasat!

Egy érmével dobunk. Ha a dobas eredménye fej még egyszer; ha irds még
kétszer. Mennyi a fej dobasok szaméanak varhato értéke és szorasa? Irja fel az
eloszlasfiiggvényt és abrazolja is azt!

Péter feldob egy kockat. Ha pératlant dob veszit 100 Ft-ot, ha hatost dob
nyer 400 Ft-ot, egyébként Gjra dobhat. A masodik dobésnal 200 Ft-ot nyer, ha
parost dob és 300 Ft-ot veszit, ha paratlant. Péter szdméra el6nyos, méltanyos
vagy hatranyos a jaték? Mennyi a varhato nyereményének a szorasa? Irja fel
az eloszlasfiiggvényt és abrazolja is azt!

Egy részvény kiinduld ara 100 Eurd. Egy év milva vagy kétszeresére novekszik
az ara, vagy felére csokken, vagy valtozatlan marad, mindet egyforma eséllyel
teheti. A kovetkezG évben ugyanez torténik, az el6z6 évi valtozastol fiigget-
leniil. Mi lesz két év mulva a részvényar eloszlasa, mennyi a varhato értéke,
szorasa? Irja fel az eloszlasfiiggvényt és abrazolja is azt!

15
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Egy dobozban 5 piros és 3 kék golyd van. A dobozbdl visszatevéssel addig
htuzunk egy-egy golyot, amig pirosat nem kapunk vagy a hizasok szama eléri a
négyet (azaz maximum négyszer huzhatunk). Varhatéan hany golyot hazunk
ki? Mennyi a kihtizott golyok szorasa? Irja fel az eloszlasfiiggvényt és abrazolja
is azt!

Egy kockaval haromszor dobunk egymaés utan. A £ valoszintségi valtozo értéke
egyen a hatos dobéasok szama. Hatarozza meg & eloszlasfiiggvényét, varhato
értékét és szorasat!

Egy lezser hallgaté maximum négyszer johet el vizsgazni és minden vizsgan
0.3 valoszintiséggel megy at. Hanyszor vizsgazik altalaban egy lezser hallgat6?
Irja fel az eloszlasfiiggvényt és dbrazolja is azt!

Négy szabalyos kockaval mennyi a dobott szamok Osszegének varhatod értéke
és szorésa’

Egy jatékban a jatékos és a bankdr is megporgeti a rulettet. (A ruletten az
1,2,...8 szamok vannak.) A jdtékos akkor nyer, ha nagyobb szimot pérget,
mint a bankdr. A jdtékos nyerése esetén 3900 Ft nyereményt kap. Mennyit kel-
lene a jdtékosnak minden pérgetés eldtt befizetnie, hogy jdatékonként dtlagosan
200 Ft haszna legyen a banknak?

2.1.2. Folytonos
Legyen adott a [0, 1] intervallum. Hatarozza meg

(a) annak a valoszintiségét, hogy két véletleniil valasztott pont tavolsaga ki-
sebb, mint 0.2!

(b) annak a valoszintségét, hogy két véletleniil valasztott pont tavolsaga ki-
sebb, mint 0.9!

(c) két véletleniil valasztott pont tavolsaganak eloszlasfiiggvényét!

(d) annak a valoszintiségét, hogy ez a tavolsag az [1/2,3/4] intervallumba
esik!

Egy két méter hossz botot egy véletlen csapassal kettétoriink. Hatarozza meg
a rovidebb darab hosszanak eloszlas- és strtségfiiggvényét!

Egy & valoszintiségi valtozo stirtiségfiiggvénye

A ha2<ux
_ 3 9
f(a:)—{ ., haz <2
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Mekkora az A értéke?
Mekkora a P(1 < & < 3) valoszintiség?
Mekkora a P(§ > 4) valoszintség?

(a)
(b)
()
(d) Irja fel & eloszlasfiiggvényét!

Szamitsa ki a kovetkezd siirdségfiiggvénnyel adott eloszlas varhato értékét és
szorasat!

~f Jz|, ha—-1<z<1,
/(@) _{ 0, kiilsnben.

A € valoszintiségi valtozo strtiségfiiggvénye egy megfelel§ a konstanssal

%, hax>6

— 3 )

/(@) {0, ha z < 6.
Szamitsa ki & varhato értékét és medianjat!
A € valoszintiségi valtozo striségfiiggvénye

| Asin(z), ha0 <z <,
fla) = { 0, egyébként.

Hatarozza meg a & eloszlasfiiggvényét és F() értékét!

A £ valoszintiségi valtozo eloszlasfiiggvénye

0, ha z <0,
Flz)={ Z# haO0<az<1,
1, ha 1 < z.

Hatéarozza meg az F(&% + 2€ + 2) értéket!

A & wvaloszintségi viltozo striségfiigguénye

fla) = 523, ha 0 <a < B,
Y710, egyébkent.

Hatdrozza meg a P(§ > E(£)) valdszintséget!
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2.2. Nevezetes eloszlasok

2.2.1. Diszkrét

Egy dobozban 20 piros és 30 fehér goly6 van. 5 golyot kihtzunk visszatevéssel.

(a) Mennyi a valoszintisége, hogy a kihtuzott piros golyok szama pontosan 37
(b) Mennyi a valoszintisége, hogy a kihtuzott piros golyok szama legfeljebb 37
(c) Mennyi a piros goly6 kihtuzasanak varhato értéke?
Egy szelet kaldcsban a mazsolak szama Poisson-eloszlast kovet, és egy szeletben
atlagosan 9 szem mazsola van. Mennyi a valdszintisége, hogy
(a) egy szeletbe pontosan 4 mazsola keriil?
(b) egy szeletbe pontosan 10 mazsola keriil?
(c) egy szeletbe 7-nél t6bb, de 11-nél kevesebb mazsola keriil?
Egy iizletbe atlag 78 vevl érkezik oranként és szamuk Poisson-eloszlasiu. Mi

a valoszintisége, hogy két egymas utan érkezd veves érkezése kozott eltelik leg-
alabb 4.3 perc?

Eqgy kilogramm kaldcsban dtlag 52 szem mazsola van. Az 5 dekds szeletekben a
mazsoldk szama Poisson-eloszlast kovet. Legalabb hdny szeletet kell venniink,
hogy mdr legaldabb 0.92 legyen annak a valoszinisége, hogy lesz kézottik mazsola
nélkili szelet?

2.2.2. Folytonos

A £ egyenletes eloszlast valoszintiségi valtozo, tovabbé

E(¢) = D*(¢) = 4.
Irja fel a & eloszlasfiiggvényeét!

Legyen a & egyenletes eloszlastu valoszintiségi valtozo a [—1,1] intervallumon.
Szamitsa ki a P(2 + 1 < 0.3) valosziniiséget!

Vilasszunk a [0,4] intervallumon egy pontot véletlenszerden. Jeldlje n az igy
keletkezett két szakasz hosszdanak a szorzatdt. Hatdrozza meg az E(n) értékét!

Annak a valoszintisége, hogy egy benzinkutnal a tankoldsa 6 percnél tobbet
kell varni a tapasztalatok szerint 0.1. Feltéve, hogy a varakozasi idé hossza
exponencialis eloszlasi, mennyi a valoszintisége, hogy véletlenszertien a ben-
zinkuthoz érkezve 3 percen beliil sorra keriiliink?
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Egy csiga életének hossza exponencidlis eloszlast valoszintiségi valtozo 1.67 év
varhato értékkel. Mennyi a valdszintisége, hogy egy csiga életének 3. évében
pusztul el?

Egy TV élettartama & exponencialis eloszlasi valosziniségi valtozo 18 000 ora
atlagos élettartammal. Mennyi a valdszinisége, hogy egy TV 20 000 6ranal
tovabb lesz jo7

A & exponencidlis eloszldsu valosziniségi vdltozd, melynek vdrhato értéke 2.
Szdamitsa ki azt az a értéket, amelytdl jobbra és balra megegyezik az n = &2
valdszindségi vdaltozo sdriségfigguénye alatti terilet! (Megjegyzés: dltaldban
F(—z) #1— F(x), csak F = ® esetén igaz!)

Eqgy gép élettartama exponencidlis eloszldsiu valdsziniségi valtozo 9 év vdarhato
élettartammal. Adja meg azt a legnagyobb K szdmot, amelyre még igaz, hogy
eqy gép legalabb 0.85 valosziniséggel mikioddképes lesz K évig!

Egy céllovd taldlati pontossdga 2.4 cm vdarhato értékid exponencidlis eloszldsi
valosziniségi valtozo. Legfeljebb hdnyszor I6het, ha azt akarjuk, hogy még leg-
alabb 83%-o0s biztonsdggal taldlata a 8.7 cm sugari kiorbe essen?

Egy fafeldolgozo6 tizemben deszkakat készitenek. A deszkdk hossza normalis
eloszlasu 400 cm varhato értékkel és 3 cm szorassal.

(a) A deszkak hanyad része lesz 398 cm-nél hosszabb és 401 cm-nél révidebb?

(b) Mennyi a valoszintisége, hogy a deszkak hossza a varhato értéktol legfel-
jebb 2.5 cm.rel tér el?

Egy munkadarab hossza kozelitGleg normalis eloszlasi valoszintiségi valtozo,
melynek varhato értéke 53 mm. Hatarozza meg a munkadarab hosszanak
szorasat, ha 0.94 annak a valoszintisége, hogy a munkadarab hossza kisebb,
mint 53.1 mm!

Legyen £ olyan nulla varhato értékid normalis eloszlasu valoszintségi valtozo,
amelyik 0.79 valosziniiséggel veszi fel értékeit a [—8.4, 8.4] intervallumon. Sza-
mitsa ki a P(1.8 <2¢ + 1 < 2.1) valosziniséget!

Egy csomagologép 1 kilogrammos zacskokat tolt. A zacskokba toltott cukor
mennyisége normaélis eloszlast valoszintségi valtozo 1 kg varhato értékkel és
0.049 kg szorassal. A zaccsko stlyra nézve elsé osztalyt, ha a silya 0.95 kg és
1.05 kg kozé esik. Mi a valdsziniisége, hogy két véletleniil kivalasztott zacsko
koziil legalabb az egyik els6 osztalyn?

Hengeres alkatrészeket gydrtunk. Az dtmérd 23 mm vdarhato értékid és 0.012
mm szordsi normdlis eloszldsu valdszinidségi vdaltozo, mig a hossz 75 mm vdr-
hato értékd és 0.05 mm szordsi normdlis eloszldsu valdszinidségi valtozo. Egy
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alkatrész dtmérdje jo, ha az dtmérd a [22.976,23.036] intervallumba esik. Egy
alkatrész hossza jo, ha az atmérd a [74.95,75.1] intervallumba esik. Egy alkat-
rész j0, ha dtmérdre és hosszra is jo. Atlagosan az alkatrészek hdny szdzaléka
lesz selejtes, ha eqy alkatrész dtmérdje és hossza fiiggetlen eqymdstol?
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2.3. Véletlen vektorok

2.3.1. Diszkrét

104. Egy dobozban 1-t6l 22-ig szdmozott, 22 db cédula van. Véletleniil kihtizunk
egy cédulat. A ¢ valosziniiségi valtozo legyen a 2-vel vald osztas utan kapott
maradék, az 1 pedig a 3-mal val6 osztas utani maradék. Irja fel (&,7) egyiittes
eloszlasat és hatarozza meg a peremeloszlasokat!

105. A (&, n) egyiittes eloszlasat az alabbi tablazat adja:
Eln | 0 1

-1
-1 p 3p ©6p
1 |5p 15p 30p

(a) Mekkora a p értéke?
(b) Fiiggetlen-e & és n?
(c) Irja fel £ +n és &n eloszlasat!
106. Két szabalyos pénzérme mindegyikének egyik oldalara nulldt, masikra pedig

egyest frunk. A két érmét feldobjuk. Jelole £ a dobott szamok Gsszegét, n
pedig a dobott szamok szorzatat.

(a) Fliggetlen-e & és n?
(b) Szamitsa ki £ és n kovarianciajat!
(c) Szamitsa ki £ és n korrelacios egyiitthatojat!
107. Feldobunk két olyan érmét, amelynek egyik oldaldn 1-es, a mdsik oldaldn egy

2-es szam dll. A dobds utan legyen & a két dobott szdm dsszege és n a két dobott
szam maximuma. Hatdrozza meg & és n korreldcios egyiitthatojat!

108. Két szabdlyos kockdval jatszunk. Jelole & az elsd kockdval dobott szamot és n a
két kockdval dobott szamok kisebbikét. hatdrozza meg & és n egyiittes eloszldsdt
és kovariancidjat!

109. A (&,n) valdsziniiségi valtozorol tudjuk, hogy

P(£=21,n=20)=0.14, P(¢ = 21,n = 45) = 0.11, P(¢ = 281, = 20) = 0.13,

Ismert, hogy & csak a 21 és 28, meg n csak a 20 és 45 értékeket veheti fel.
Szamitsa ki D(§ +n) értékét!
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2.3.2. Folytonos

110. A (&, n) egylittes eloszlasfiiggvénye

14+ e™ Y —e ™ —e, hax>0, y>0,
Flz,y) = { 0, egyébként.

(a) Hatarozza meg a £ és n peremeloszlasfiiggvényeit!
(b) Fiiggetlen-e & és n?
(c) Szamitsa ki a P({ < 1,7 < 1) valosziniséget!

111. A (&,7) egyiittes siirtségfiiggvénye

x4+ 2y +vy), ha0<x<1, 0<y<l,
floy) = { gletmvtu) g e Lo
0, egyébként.

(a) Hatarozza meg a £ és n peremstiriségfiiggvényeit!
(b) Fiiggetlen-e & és n?

(c¢) Szamitsa ki a P(§ < 1/2,n < 1/2) és a P(§ <1/2,n > 1/4) valosziniisé-
geket!

112. A (&,n) véletlen vektor egyiittes siriségfiggvénye

e Y@+ ha 0<x, 0<y,
fla,y)=13"7 Y
0, egyébként.

Hatdrozza meg a perem siriségfigguényeket!

113. A (&, n) egyiittes siirtiségfiiggvénye

_J A(x+%), ha0<x<1, 0<y<2,
flay) = { 0, egyébként.

(a) Mekkora az A értéke?
(b) Szamitsa ki £ és n kovarianciajat!

(c) Szamitsa ki £ és n korrelacios egyiitthatojat!
114. A (&,7) véletlen vektor egyiittes striiségfiiggvénye

| Azy, ha0<x<l1, 0<y<l-x,
f@y) _{ 0,  egyébként.
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(a) Mekkora az A értéke?
(b) Hatarozza meg n strtségfiiggvényét és az E(n) értéket!

115. A & waldsziniségi valtozo striségfigguénye

_J Acos(2z), ha—F <z <7,
fla) = { 0, egyébkent.

(a) Mekkora az A értéke?

(b) Adja meg a (§,1n) egyiittes striségfigguényét, ha & ésn eloszldsa megegye-
zik és fliggetlenek!

116. A (&, m) véletlen vektor egyiittes striségfigguénye

Floy) = A, ha 0<x<9.9, 9.9-x<y<12.8-x,
Y= 0, egyébként.

Hatdrozza meg & és n korreldcios egyiitthatojdt!

117. A (&,7n) véletlen vektor egyiittes striségfigguénye

Floy) = x+ Cy, ha 0<x<l, 0<y<x,
0, egyébkeént.

Hatdrozza meg a C konstans és az E( +n) értékét!
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2.4. Hatarérték-tételek

Legyen E(§) = 1.6,D(¢) = 0.1. Adjon also becslést a P(1.220 < ¢ < 1.980)

valoszintiségre!

Egy forgalmas palyaudvaron, meghatarozott idében, egy djsagarus altal egy
ora alatt eladott ujsagok szama Poisson eloszlasi valdszintségi valtozo. Ta-
pasztalatok azt mutatjak, hogy atlagosan egy ora alatt 64 darab jsagot ad el.
Adjon becslést annak a valoszintiségére, hogy 48-nél tobb, de 80-nal kevesebb
ujsagot ad el egy ora alatt!

Legalabb hanyszor kell egy szabélyos pénzérmét feldobni, hogy a fejek relativ
gyakorisaga legalabb 0.84 valoszintiséggel 0.44 és 0.56 kozé essen?

Legalabb hany elemti mintat kell venniink, ha visszatevéses mintavétellel a
selejtaranyt 0.13 pontossaggal (legfeljebb ennyi eltéréssel) és 0.91 megbizhato-
saggal akarjuk becsiilni?

Eqgy pdrt népszeriségét kivanjuk kozvélemény kutatdssal meghatdrozni. (Igen -
nem vdlaszt kell adni a megkérdezetteknek.) Legaldbb hany embert kell megkér-
dezni, ha a szdzalékban mért népszeriséget £7% pontossdggal és 0.87 megbiz-
hatosaggal akarjuk becsiilni? (A kinnyebb szamolds végett visszatevéses min-
tavételezést tételeziink fel!)

Egy urna 109 fehér és 16 fekete golyot tartalmaz. Visszatevéssel kihtzunk 350
golyot. Adjon kozelitést annak a valoszintiségére, hogy a fehérek szama a [285,
324] intervallumban lesz!

Egy szabalyos pénzérmét 200-szor feldobva mennyi a valdszintisége, hogy a
fejdobasok szama 95 és 105 kozé esik?

Egy szabélyos kockat 300 alkalommal feldobva milyen hatarok kozé fog esni
95%-0s biztonsaggal a hatos dobasok szama?

Eqy alkatrész hossza normdlis eloszlasu valosziniségi valtozo 34 mm vdrhato
értékkel és 0.027 mm szordssal. Az alkatrészt jonak mindsitjik, ha a hossza
33.9703 mm és 34.0297 mm kozé esik. Mi a valdszinisége, hogy 100 alkatrészt
meguizsgdlva legalabb 68 jot taldlunk?
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2.5. Statisztika

Az Ezt idd teal-t 200 g-os kiszerelésben aruljak. Véletleniil lemériink 6 teas
dobozt
196 202 198 197 190 205

Hatarozza meg a tanult mutatokat és értelmezze is azokat!

Adott az alabbi minta:
0.8 1 2 3 3.2 1.5 1.6 1.7 1.8 1.9

Hatdarozza meg az dtlagot és a medidn abszolut eltérést! Rajzolja fel a doboz
dabrat!

Adott az alabbi minta:

0.8 1 2 3 3.2 1.5 1.6 1.7 1.8 1.9

Hatdrozza meg a medidnt és a korrigdlt tapasztalati szordsnégyzetet! Rajzolja
fel a doboz abrat!

Egy dobokocka dobalasa soran a kovetkezd gyakorisagokat kaptuk:
1: 7 db; 2: 6 db; 3: 10 db; 4: 6 db; 5: 8 db; 6: 3 db

95%-o0s szinten dontson arrol, hogy szabalyos-e a dobokocka?

Egy tjonnan kifejlesztett miizli 6tféle magot (A, B, C, D, E) tartalmaz, melyek
szazalékos megoszlasa a terméken 16v6 tajékoztato szerint rendre 35%, 25%,
20%, 10% illetve 10%. Egy véletlenszeriien kivalasztott zacskoban az alabbi
mennyiségi megoszlast talaltak.

Adott az alabbi minta:
0.8; 1; 2; 3; 3.2; 1.5; 1.6; 1.7; 1.8; 1.9; 0.5; 5.1;
5.2; 5.3; 4.4; 3.4; 3.6; 3.7; 4.8; 4.9; 5.2; 5.4; 5.6; 5.9
Egyenletes eloszlasi-e a minta a [0,6] intervallumon?
Adott az alabbi minta:
0.8; 1; 2; 3; 3.2; 1.5; 1.6; 1.7; 1.8; 1.9; 0.5; 5.1;

5.2; 5.3; 4.4; 3.4; 3.6; 3.7; 4.8; 4.9; 5.2; 5.4; 5.6; 5.9

Exponencialis eloszlasu-e a minta?
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Egy konzervgyarban az egyik adagolé automatanak 500g stlyt anyagot kell
dobozokba toltenie. A gép altal t6ltott dobozokbdl vett minta:

483; 502; 498; 496; 502; 494; 491; 505; 486;

A gép altal toltott sily normalis eloszlast 8¢ szorassal. Hatarozza meg a gép
altal toltott dobozok sulyanak konfidencia intervallumat 95%-os megbizhato-
sagi szint mellett!

Azonnal old6do kavét egy automata gép tolt tivegekbe. A gép pontossaganak
megallapitasa miatt 16 elemi FAE mintat vettek:

55; b4; 54; 56; 57; 56; 5d; 57; bd; 56; 5d; 54; 57; 54; 56; 50;

El6z6 adatfelvételekbdl ismert, hogy a gép altal toltott sily normaélis elosz-
last valosziniiségi valtozo. Készitsen 95%-0s megbizhatosaggal intervallum,
becslést a varhato atlagos toltGsulyral

Magnetofonok szalagsebességét vizsgaljuk. Tegyiik fel, hogy a szalagsebesség
normalis eloszlast kovet 4.76 cm/sec varhato értékkel. Egy tesztkésziiléken az
alabbi 10 egymastol fiiggetlen szalagsebességet mértek:

4.755; 4.766; 4.761; 4.762; 4.759; 4.766; 4.76; 4.758; 4.762; 4.76;

Adjunk 90%-o0s megbizhatosagi szintii konfidencia intervallumot az ingadozast
mérG szorasral

Készitsen 0.95 valoszintiségi kétoldali konfidencia intervallumot annak a nor-
malis eloszlast valoszintiségi valtozonak a varhato értékére, amelyre adott a
kovetkez6 minta:

—4.27, 4.10, 2.69, 849, —5.29, 1.94, —3.25, 8.15, 0.75, 6.69, 3.54, 3.51

Egy szerves vegyiilet oxigéntartalméanak vizsgalatahoz 10 mérést végeztek 20.95
atlagot és 0.06 tapasztalati szorast kaptak. Hatarozza meg a 95%-os konfiden-
cia intervallumot a varhato értékre, ha a normalitas biztositott!



3. fejezet
Megoldasok

3.1. Kombinatorika
1. 8!; 818!

2. (a) 10!
(b) 310!

3. 720
4. 2520

5. 560

6. 245

7. (%), 35700
s (%) (D)
9. 6435

10. 3003

11. 28

12. 455

13. 720

14. 60

15. 125

16. 4782969
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17. (a) 720

(b) 2058

3.2. Miiveletek eseményekkel

18. Q= {FI,FF,III,IIF,IFI, IFF}

19. (a

20. (a

&
&

o
&

oo
F
>

_l’_

=

A 'AQ'Ag‘f‘Al'AQ'Ag
/Il'AQ'/Ig—I-Al'/IQ'/Ig—I—/Il'AQ'/Ig—F/Il'/IQ'Ag
A

3.3. Klasszikus val6szintiségi mez6

21. 0.1389
22. 0.4167
23. 0.4167
24. 0.4081
25. 0.7929

26. 28
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27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

0.3828
0.0096
0.4162
0.164

0.7564

0.00082

3.4. Geometriai valészintiség

0.2146
0.5
0.25
0.3055
0.6944
0.8793

5/9

29
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44.
45.
46.
47.
48.
49.
50.
ol.
22.
93.
o4.
99.
6.
o7.
28.

59.
60.
61.
62.
63.

64.
65.
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3.5. Feltételes valOszintiség

0.8038
0.3333
0.3333
0.2778
0.6667
0.1488
0.9516
0.5916
0.6829
0.2778
0.3333
0.1274
0.1708
0.4117
0.511

3.6. Filiggetlen események valdszintisége

0.5692

0.83

P(ABC)—P(A)P(B)P(C); példaul: P(AC)£P(A)P(C)

P(AB)—P(A)P(B); P(AC)—P(A)P(C); P(BC)—P(B)P(C); P(ABC)#£P(A)P(B)P(C)

(a) 0.4
(b) 0.435
(¢) 0.565

0.9801
0.3607
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3.7. Valoszintiségi valtozok

P(¢=1)=1/36; P& =2) =3/36;
P(¢=4)="17/36; P(¢=15)=9/36;

P(¢=3)=5/36;
P(¢=6) =11/36

(0, haz <0,
6/36, haO<ax<1,
16/36, hal <z <2,
F(z) =< 24/36, ha?2 <z <3,
30/36, ha 3 < x <4,
34/36, had <z <5,
[ 1, ha b < z.
0, hax <0,
_} 1/6, ha0<z <1,
F(z) = 4/6, hal<az <2,
1, ha 2 < x.
3.5
1.25 és 0.6614
0, azaz méltanyos; 230.94
136.11; 109.99
1.5683
0.5; 0.6454
2.533
14; 3.4156
1906.25
(a) 0.36
(b) 0.99
()
0, haz <0,
F(r)=¢ 2r—2% haO<z<1,

L

(d) 0.1875

hal> z.
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79.

80.

81.

82.

83.

84.
85.

86.

87.

88

89.

FEJEZET 3.
0, haz<O0,
F(z)=4¢ =z, ha0<z <1,
1, hal>ux.
1, ha0<az<1,
@)= { 0, ha kiilsnben.
(a) 8
(b) 0.5556
(¢) 0.03125
(@ 4
| ==, haaz >2,
F(z) = { 0, hax-2.
0; 0.7071
12; 8.4853
0, hax <0,
F(zx)=4¢ —0.5-cosz+ 0.5, ha0 <z <,
1, ha m < x.
1.5708
3.5833
0.5902

3.8. Nevezetes eloszlasok

a) 0.2304
b) 0.913
(c) 2

(a) 0.3373
(b) 0072
(c) 0.382

(
(

. 0.2725%3 = 0.0037
33
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3.9. VELETLEN VEKTOROK

90.
0, ha x < 0.536 ,

F(z) =1 %2556 ha 0.536 < < 7.464,

1, ha 7.464 < z.

91. 0.325
92. 2.667
93. 0.684
94. 0.136
95. 0.329
96. 1.9218
97. 1.46
98. 7

99. (a) 0.3779
(b) 0.5934

100. 0.064
101. 0.008
102. 0.9053

103. 0.2012

3.9. Véletlen vektorok

104. Egyiittes:
PE=0,n=0)=3/22;P({=0,n=1)=4/22; P({ = 0,1 =2) = 4/22;

P(€=1,n=0) = 4/22 P(§ = 1,n = 1) = 4/22 P( = 1,5 = 2) = 3/22;

Perem:
Pe=0)=11/22; P({=1) =11/22;

P(n=0) = 7/22: P(y = 1) = 8/22; P(5 = 2) = 7/22;

105. (a) 1/60
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(b) igen
(c) &€+ n eloszlasa:

P+n=-2)=1/60;P(¢+n=—1)=1/20; P((+n=0)=11/60;

PE+n=1)=1/4PE+n=2)=1/%
&n eloszlasa:

P(¢n= 1) = 11/60; P(¢y = 0) = 3/10; P(¢y = 1) = 31/60;

106. (a) nem
(b) 1/4
(c) 0.8160
107. 0.8165
108. 0.6249
109. 7
110. (a)
1 —e ™, ha x>0,
F(z) = { 0, egyébkent.
| 1—e7¥, hay>0,
Fly) = { 0, egyébként.
(b) igen
(¢) 0.3995
111. (a)
f(z) = fx+2%+1), haO<x<l,
=00, egyébként.
) = 2y+4+1), haO<y<l,
Y779 o, egyébként.
(b) nem

(¢) 0.1125; 0.3094
112.

113. (a) 1/2



3.10. HATARERTEK-TETELEK 35

(b) -0.0139
(c) -0.091
114. (a) 24
(b)
| 12y, ha O0<y<l-x,
) = { 0, egyébként.
0.4
115. (a) 1
(b) 1
Flz,y) = scos(2z) - cos(2y), ha—Z <z <f -2 <y<Z,
7 0, egyébként.
116. -0.9597

117. 3.10. Hatarérték-tételek

118. 0.9307

119. 0.75

120. 435

121. 165

122. 393

123. 0.9895

124. 0.5646

125. [41.77,58.23] ~ [42, 58]
126. 0.8869

3.11. Statisztika

127. 2 = 198; med = 197.5; MAD = 3;x095 = 194.5; 275 = 202.75;terj = 15;s =
5.176
128. med = 1.75; MAD = 0.25

129. med = 1.75; s = 0.7605
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130.
131.
132.
133.
134.
135.
136.
137.

138.

igen

igen

igen

[489.9956; 500.4489]
[54.0675; 55.9324]
[0.0014; 0.0205]
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