Linearis programozasi feladatok grafikus megoldasa

A linearis programozas (LP) feladata egy specialis optimalizalasi probléma megoldésa. Az
optimalizalasi feladatok altalanos alakjaban egy

f(X)=f(x1,x2,...,Xn)
célfiiggvény sz€lséértékét (minimumat vagy maximumat) keressiik az Xi,Xa,...,Xn valtozokra
vonatkozo korlatozo feltételek teljesiilése mellett.

AZ X1,Xz,...,Xn valtozdkat dontési valtozoknak hivjuk. Ha a dontési valtozokra nincsenek
el6irva korlatozasok, akkor feltétel nélkiili optimalizalasrol beszéliink.
Azokat a pontokat, melyek eleget tesznek az Gsszes megadott korlatozo feltételnek, az

optimalizalasi feladat lehetséges megoldasainak hivjuk és halmazukat L-lel jeldljiik.
Egy maximumfeladat optimalis megoldasan olyan X €L lehetséges megoldast értiink, melynél
nincs nagyobb célfiiggvényértékli lehetséges megoldas. Hasonldoan, egy minimumfeladat
optimalis megoldasan olyan X €L lehetséges megoldast értiink, melynél nincs kisebb
célfiiggvényértékii lehetséges megoldas.

Az f(X) célfiiggvényértéket a feladat optimumanak (maximuménak, minimumanak) nevezziik.
A linearis programozasi feladatokban mind a célfiiggvény, mind a feltételeket definialo
figgvények az Xi,X,...,Xn dontési valtozok linearis fliggvényei. A tovabbiakban olyan
egyszerii LP-feladatokat vizsgalunk, melyekben csak két dontési valtozo, Xi és X, szerepel. A

két valtozora vonatkozo feltételek a sik egy tartomanyat jeldlik ki, melyen egy kétvaltozos
linedris fliggvény szélsdértékét keressiik. Az ilyen feladatok grafikusan is megoldhatoak, a

lehetséges megoldasok halmazanak felrajzolasa utan. A valtozokat Xi és X, helyett a

koordinatageometridban szokésos X és Y betiikkel jeloljiik.

1.Példa: Egy anyuka gyermeke sziiletésnapi zstrjara kétféle szendvicset készit. Egy szalamis
szendvicsre 3 gramm vajat, 3 karika tojast és 2 szelet szalamit tesz. A sonkas szendvicshez 4
gramm vaj, 2 karika tojas és 1 szelet sonka sziikséges. A szendvicsek készitéséhez
rendelkezésre all 100 szelet szalami, 40 szelet sonka, 170 karika tojas és 220 gramm vaj
(kenyérszeletbdl nincs korlatozés, abbdl elegendéen sok van). Melyik szendvicsbdl hany
darabot kell készitenie az anyukdnak, ha azt akarja, hogy a rendelkezésre all6 készletekbdl
Osszességeben a lehetd legtobb szendvics késziiljon el?

Megoldas: irjuk fel a feladat matematikai modelljét, vagyis alkalmas valtozok bevezetése utan
adjuk meg a célfiiggvény egyenletét, illetve a korlatozo feltételeket leird egyenldtlenségeket!

Tegyiik fel, hogy az elkészitend6 szalamis szendvicsek szdma X, a sonkds szendvicsek szama
pedig Y.

Vajbol a szaldmis szendvicsekre 3X, a sonkas szendvicsekre 4y gramm keriil Osszesen,
mivel azonban csak 220 gramm vaj van, fenn kell allnia a 3X+4y<220 egyenlétlenségnek.
Hasonléan, a felhasznalt tojaskarikdk szama 3X+2Y, mely 6sszeg legfeljebb 170 lehet. A
szalamiszeletekre a 2X<100, a sonkaszeletekre az Y<40 relaci6 érvényes. Tovabba, egyik
valtozo sem lehet negativ, azaz X>0 és y>0.

E feltételek teljesiilése mellett keressiik az X+Y 6sszeg maximumat. osszegezve:



A feladat matematikai modellje a kdvetkezd:

X+y—max
3x+4y<220
3x+2y<170
2x<100
y<40
x>0y>0

Abrazoljuk sikbeli koordinatarendszerben azoknak a pontoknak a halmazat, melyek mind a hat
feltételnek eleget tesznek! Példaul a 3X+4Yy<220 egyenlétlenségnek eleget tevé pontok
a 3X+4y=220 egyenes "alatt" helyezkednek el, az y>0 feltételnek pedig az X tengely feletti

pontok tesznek eleget. Az aldbbi dbrdn besatirozott teriilet azt a K halmazt jeldli, amelynek
pontjai az Osszes egyenldtlenségnek eleget tesznek, ezek koziil a pontok koziil kell azt
megkeresniink, amelyekre a koordinatak 6sszege maximalis.

Rogzitett Z érték esetén vizsgiljuk az X+Y=Z egyenletii egyenest! Ez egy —1 meredekségii
egyenes. Azt aZ-t keressikk, amelyre az X+Y=Z egyenesnek van koz0s pontja
a K sokszoggel, és amelyre Z értéke maximalis. A Z értékét az egyenes Y tengellyel valo
metszéspontja adja, igy a feladatot ugy is megoldhatjuk, hogy egy —1 meredekségii
egyenest igy csusztatunk énmagaval parhuzamosan, hogy a K halmazzal legyen kozos pontja,
és vizsgaljuk, hogy mikor metszi a "legmagasabban” az Y tengelyt ez az egyenes. Esetiinkben
a konvex sokszog (40;25) csucspontjaig tudjuk az egyenest tolni, ekkor lesz Z értéke a lehetd



legnagyobb, €s ez a maximalis érték 65. Tehat 6sszesen 65 szendvicset tud késziteni az anyuka,
amibdl 40 szalamis, 25 pedig sonkas lesz.

Megjegyzés: A feladat ugy is megoldhatd, ha az Osszes csucspontban kiszamoljuk a
célfiiggvény értékét és ezek koziil kivalasztjuk a legnagyobbat. (Van egy olyan tétel, amely azt
mondja ki, hogy ha K egy korlatos halmaz, akkor az LP feladatnak csak a K halmaz csucsaiban,
vagy két csucsot 0sszekotd szakaszon lehet maximuma (vagy minimuma)). ha megnézziik,
akkor az A pontban a célfiigvény értéke 40, a B-ben 60, a C-ben 65, a D-ben 60 és az E-ben 50.
Innen lathatd, hogy a C=(40,25) pontban veszi fel a fliggvény a maximumat.

2. Példa: Egy fogyokurazo napi C-vitamin €s vas sziikségletét kétféle gyiimolcs, citrom és alma
fogyasztasaval szeretné fedezni. Tegylik fel, hogy a napi C-vitamin sziikséglet 500 egység, és
100 gramm citromban 300 egységnyi, 100 gramm almaban 100 egységnyi C-vitamin van.
Vasbdl 1,2 mg a napi sziikséglet, és 100 gramm citrom 0,2 mg, 100 gramm alma pedig 0,5 mg
vasat tartalmaz. A fogyokurazo a gylimolesok fogyasztasaval legfeljebb 400 kaloriat szeretne
bevinni. 100 gr citromban 50, 100 gr almaban 80 kaloria van. A piacon egy kilo citrom 600
forintba, egy kil alma 400 forintba keriil. Mennyit vegyen az egyes gylimolcsokbol, ha azt
szeretné, hogy a lehetd legkevesebbet koltson, ne 1épje tul az eldirt kalériamennyiséget, de a
napi C-vitamin és vassziikségletét fedezze a megvasarolt gyiimolcs?

Megoldas: Tegyiik fel, hogy a fogyokurazé X-100 gramm citromot és Y-100 gramm almat

vesz a piacon. Ekkor 60X+40Y a fizetendd 6sszeg, ezt kell minimalizalni. Mindkét véltozo
nemnegativ, és harom tovabbi egyenldtlenséget kell felirnunk:

60x+40y—min
300x+100y>5000,
2x+0,
Sy>1,
250x+80y<400
x>0 y>0
Abrazoljuk a feltételeknek eleget tevé pontok halmazat a sikbeli koordinata-rendszerben! A
szendvics-problémahoz hasonloan, ezuattal is egy els6 siknegyedbe esé konvex sokszoget
kaptunk. Ha a célfliggvény értékét rogzitjiik, és az Y valtozot kifejezziik Y=-1.5X+Z adddik.

Ezittal tehat egy —1,5 meredekségii egyenest mozgatunk onmagaval parhuzamosan a

sokszog felett, és azt az egyenest keressiik ezek koziil, melynek legkisebb az Y tengellyel valo
metszéspontja. Ez az egyenes az (1;2) pontban "lép ki" a sokszogbdl, ugy, hogy 3,5-nél metszi

az Y tengelyt. Ez azt jelenti, hogy 100 g citrom és 200 g alma sziikséges egy napra, a fizetendd
Osszeg pedig 140 forint (a 140-es érték gy jon ki, hogy a minimumhely koordinatait
visszahelyettesitjiik az eredeti célfiiggvénybe, vagy a 3,5-0s tengelymetszetet 40-nel szorozzuk,
hiszen az egyenes egyenletének atalakitasakor osztottunk 40-nel). Persze itt is elég lenne a
célfiggvény értékeit megvizsgalni a csticspontokban, mert a kapott tartomany korlatos.



3. Példa: Egy épitési vallalkozd kétféle iizemcsarnok épitésével foglalkozik. Az A tipust
csarnok 4000 M? lemez, 4 tonna acél, 300 M? tetéfedd anyag és 200 M2 beton felhasznalasaval
késziil el. A B tipust csarnok felépitéséhez 5000 M? lemez, 3 tonna acél, 200 M? tet6fedd
anyag ¢és 100 M3 beton sziikséges. Az alapanyagok csak korlatozott mennyiségben
allnak rendelkezésre: 32000 M? lemez, 24 tonna acél, 2000 M?tetéfedd0 anyag ¢&s

1600 M? beton hasznalhato fel az adott szezonban. Egy A tipusu csarnok felépitése 4000$, a B
tipust csarnok felépitése 50008 nyereséget hoz. Milyen Osszetételben vallaljon a
kétféle csarnokra vonatkozé megrendelésekbdl a vallalkozo, ha maximalizalni szeretné a
nyeresegeét?

Megoldas: jelolje X a felépitendé A tipusu csarnokok szadmat, Y pedig a B tipusuak szamat.
A feladat az alabbi rendszerrel modellezhetd:

4000x+5000y—max
4000x+5000y<32000
4x+3y<24
300x+200y<2000
200x+100y<1600
x>0,y>0

Ha abrazoljuk a feltételeknek eleget tevd ponthalmazt, azt tapasztaljuk, hogy a hat feltétel koziil
a két kozépso, a tetéfedd anyagra és a betonra vonatkozd korlatozas nem jatszik szerepet a
konvex sokszdg hatarainak kijelolésében. Masrészt, a célfiiggvényben X és 'Y egyiitthatoja
megegyezik az elsd feltételbeli egyiitthatokkal. Ez azt eredményezi, hogy a célfliggvény ezittal



nem egyetlen pontban veszi fel a szélsdértékét, hanem egy szakasz 6sszes pontjaban ugyanaz a
(maximalis) célfiiggvényérték adodik. Mas kérdés, hogy a feladat jellegébdl adodoan
egészértékli megoldast keresiink elsdsorban, ezért a kérdéses szakaszon azt a pontot adjuk meg
megoldasként, melynek mindkét koordinataja egész, azaz a (3;4) pontot. Tehat 3 db A tipusu
¢s 4 db B tipust csarnokot kell épiteni, s igy 320008 lesz a nyereség. (Ugyanigy 32000$ lenne
a nyereség, ha a szakasz egy masik pontjat, példaul a (2;4,8) pontot valasztanank. Ez a
megoldas értelmezhetd gy, hogy a vallalkozo6 felépit 2 A tipusu csarnokot, és a vallalt 5 B
tipusubol négyet teljesen, egyet pedig 80%-os késziiltségben ad at. Ekkor a nyeresége is
csak 80%-os, azaz 4000$ az utolsé csarnokon. Az egészértékii megoldasok keresése az integer
programozas targykorébe tartozik, altaldban nehezebb problémat jelent, mint az altalanos
megoldas meghatarozasa.)
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4. Példa: Egy kis szabosagban ingeket és szoknyakat varrnak. Egy ingen 4 $, egy szoknyan 3
$ nyeresége van a szabosagnak. Egy ing 3 m anyagbo6l 5 ora alatt, egy szoknya 4 m anyagbol 2
oOra alatt késziil el. A cég vezetdje azt varja el a varrondktol, hogy a napi 10 6ras munkaidé alatt
legalabb 4 ruhadarabot készitsenek el, legfeljebb 12 m anyag felhasznéaldsaval. Hany ing és
hany szoknya megvarrasaval érhetd el egy varrond esetén a maximalis profit?



Megoldas: Legyen X az ingek, Y a szoknyak szama. Megoldand6 a kovetkezd feladat:

4x+3y—max
3x+4y<12
Sx+2y<10
X+y>4
x>0, y>0

A feltételi egyenldtlenségek abrazolasa utan lathatjuk, hogy a cég vezetdje irredlis elvarasokat

tamasztott, ugyanis nincs olyan (x;y) pont, mely az Osszes feltételnek egyszerre eleget tenne,
a lehetséges megoldasok halmaza iires, igy a feladatnak nincs optimalis megoldasa.

3X+4y=12

N

= 4 Ox+2y=1




