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Egyenletekkel megadott halmaz esete:

Legyen adott az Ax = b, x = 0 egyenletrendszer. Ekkor az x vektor
az Ax = b linedris egyenletrendszer nemnegativ bazismegoldasa,
azaz ha az Ax = b egyenletrendszer egy bazisdhoz tartozé
bazistablazatban a b oszlopdban minden elem nemnegativ.

Példa
Tekintsiik az alabbi linearis egyenletrendszert.

| \

51 + X0 - X3 + X2 -+ 2X5 = 20
—X1 — X + 3x2 + x5 = 10
3x1 + 2% + x3 = 50

A\
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Az egyenletrendszert pivotalassal kell megoldani ahhoz, hogy az
osszes extremadlis pontot meg lehessen hatarozni. A kiinduld

tablazat:
X1 | X0 | x3 | x4 | x5 | b
e 4 11 |-1|11]2]|20
& -1 (-1]0]3|1]10
e3 312|1]0]|0]50

A pivotelemeket piros szinnel fogjuk jelolni.
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X1 | X9 €3 | X4 | X5 b
e 8 (3|1 |1]2]|70
e -1(-1]0|3]1]10
X3 312|1|0]0]50

X1 X2 €3 | Xq4 | €2 b
er 10| 5|1 |-5|-2|50
xs | -1]-1]0][3]1]10
X3 312]1|0)| 0|50
X1 el €3 X4 [9) b

x2 | 2| 1/5|1/5]-1]-2/5]10
xs | 1] 1/5|1/5] 2| 3/5 |20
xs | -1]-2/5|3/5| 2| 4/5 | 30
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Az e1, ey, e3 vektorokat at lehet tenni a b oszlop mogé, mert a
tovébbiakban nem lesz ra sziikségiink (sét el is lehet hagyni a
tablabdl).

X1 | X4 b €1 (5] €3
X2 2 |-1]10]1/5 [-2/5[1/5
X5 1]2]20]1/5[3/51/5
x3 | -1]2[30]|-2/5|4/5|3/5

A kovetkezokben hatarozzuk meg az egyenletrendszer osszes
bazismegoldasat. Ezek szama legfeljebb

( rang(A) > - < g ) -
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A lehetséges bazismegolddsok, amelyek az 5 valtozé 3-adrendii
ismétlés nélkiili kombinacidjaként kovetkezok:
sorszam | bazisvaltozdk
1. (X1, X2, X3)
2. (x1, x2, x4)
3. (x1, x2, X5)
4, (x1, X3, x4)
>. (x1, x3, X5)
6. (Xl, X4, X5)
7. (XQ, X3, X4)
8. (XQ, X3, X5)
0. (XQ, X4, X5)
].O. (X3, X4, X5)
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Induljunk ki a rovid bazistablazatbdl, amely nem tartalmazza a
segédvaltozokat. Ez a 8. bazistablazat, amelyet a tablazat bal felso
sarkaban jelolunk is.

X2 2 |-1]10
X5 1 [2 ]20
X3 -1 2 30
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Végezziink el 6 pivotdlast, a kovetkezd bazistablazatokat lgy
kaptuk, hogy az els6 sorban, a masodik sorban ill. a harmadik
sorban viélasztottunk pivotelemet.

5. X9 X4 b 10. x1 | x | b

X1 1/2 | -1/2 |5 X4 -2 |-1]-10
X5 -1/2 5/2 15 X5 5 2 40
X3 1/2 | 3/2 |35 X3 3 |2 |50
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1. X5 | X4 b 7. X1 X5 b
x| -2|-5-30 x| 5/2[1/2]20
X1 1 12 |20 X4 1 2 10
X3 1 |4 |50 X3 -2 -1 10
3. X3 | X4 b 9. X1 X3 b
xx |2 |3 [70 x| 3/2 [1/2]25
X5 1 |4 |50 X5 2 -1 -10
x| -1]-21-30 xy | -1/2]1/2] 15
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Most a fennmaradé bazistablazatokat (2., 4. 6. sorszamu)
szamoljuk ki, a fenti 6 bazistabldk valamelyikébdl, a 2. sorszamut
(x1, x2, x4) példdul a 3., a 4. sorszdmit (x1, x3, x4) az 1., a 6.
sorszamut (xi, x4, x5) pedig a 10. tdblazatbdl szamoltuk ki,
amelyek a kovetkezok:

2. X3 X5 b 4. X5 X2 b

xy | 5/4 |-3/465/2 xs | 2/5 |-1/5]6

x| 1/4 [ 1/4 | 25/2 x. | 1/5 |2/5 |8

x| -1/2|1/2 | -5 x3s | -3/5|4/5 |26
6. X3 X2 b

x1 | 2/3 |1/3 | 70/3
x5 | -5/3 | -4/3 | -130/3
x| 1/3 | 2/3 [ 50/3
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Az egyes tablazatokbdl kiolvashatdk az egyenletrendszer
bazismegoldasai, amelyek rendre a kovetkez6:

[ 20 -5 —30
—30 65/2 70
X1 = 50 , Xo = 0 , X3 = 0
0 25/2 0
0 0 50
[ 8 5 50/3
0 0 0
X4 = 26 , X5 = 35 9 X = 0
6 0 70/3
0 15 ~130/3
0 0 0
20 10 25
X7 = 10 , X8 — 30 , Xg9 = 0 , X10 =
10 0 15
0 20 —10
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Innen ldthatd, hogy a konvex poliédernek négy extremalis pontja
van: xa, Xs, X7 és xg. Extremdlis irdnya nincs, mert egyik extremilis
pontot tartalmazé tabldban sincs olyan oszlop, ahol minden elem
nempozitiv.

A karakterizacios tételt felhasznadlva a halmaz egy tetszoleges
pontja felirhaté a kovetkezd alakban:

8 5 0 0
0 0 20 10
P=X-|26 | +X-|35 | +A3-] 10 | +X4-| 30
6 0 10 0
0 15 0 20

ahol A1, A2, A3, A4 Z0és A+ X+ A3+ =1.
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Megjegyzés

Vegyiik észre, hogy a kiindulé tdbldban haszndljuk a valtozdkat
(x1, %2, X3, Xa, X5) €s az egységvektorokat is (e, €2, €3) ami néha
bonyolulttd teszi a jeloléseket. Ennek elkertlésére a kovetkezd
dolgot szokas haszndlni, ami a késobbiekben a linedris
programozasi feladatokabn hasznos lesz szamunkra is.

Készitsiink egy segéd egyenletrendszert gy, hogy minden
egyenlethez adjunk hozza egy Uj valtozét, jelolje ezeket az

uy, us, uj segéd- (vagy fiktiv) valtozok . A segéd egyenletrendszer
a kovetkezo:

5 + X — x3 + x3 + 2x5 +u = 20
—X1 — X0 + 3xs + x5 +u; = 10
3X1 + 2X2 + X3 + Ll:;K = 50
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Ennek az egyenletrendszernek a vektoros alakja az aldbbi:

4 1 -1 1 2
x| -1 | +x| -1 | +x3 0 +x2| 3| +x5| 1
3 2 1 0 0

1 0 0 20

+ui |0 |4+uw |1 | 4+u3|0]|=1|10

0 0 1 50

A segédfeladat 8 vektora kozott 3 egységvektor, igy a
segédfeladatnak azonnal van bazismegoldasa. Ezzel azonnal fel
tudunk irni egy bazistdbldzatot, amely most mar csak valtozékat

tartalmaz.
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Példa

X1 | X0 | x3 | xa| x5 | b

uy 4 |1 |[-1(1 |2 |20
uy -1(-1]0 (3 |1 |10
usz 3 12|10 [0 |50

A szamolas innen a szokdsos mddon torténik. A szamolas végén a
rovid tablat dgy kapjuk meg, hogy a fiktiv valtozék oszlopait
elhagyjuk.
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Egyenlotlenségekkel megadott halmaz esete:

Az egyenlétleséggel megadott feladatokat gy lehet megoldani,
hogy () valtozék bevezetésével visszavezetjiik egyenletekkel
megadott halmazok esetére.

o Nézziik elészor az Ax < b tipusu feltételek esetét. Ezeket
egy-egy u; Ugynevezett hianyvaltozé bevezetésével alakithatjuk
at. Ekkor egy Ax 4+ Eu = b alaku egyenletrendszert kapunk.
Ez azért j6, mert az u; valtozdk bazist alkotnak.

@ Most nézzitk az Ax = b tipust feltételek esetét. Ezeket
egy-egy Vv; lgynevezett tobbletvaltozé bevezetésével
alakithatjuk at. Ekkor egy Ax — Ev = b alaki
egyenletrendszert kapunk. Itt viszont nem adddik rogton
bazismegoldas. Ezért még be szokas vezetni az el6z6 példaban
szereplo u;-k fiktivaltozdkat is. Ekkor egy Ax — Ev + Eu* = b
alaku egyenletrendszert kapunk ahol az v} véltozok bazist
alkotnak.
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Megjegyzés
Erdemes észrevenni, hogy a Ax = b tipusi feltételek esetén ha az

egyenl6tlenséget megszorozzuk (-1)-gyel, akkor —Ax < —b tipusu
feltétel addédik, amelybe elegendd csak az w; hianyvaltozdkat

bevezetni.
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Példa

Legyenek adottak az aldbbi félterek (egyenlétlenségek),
amelyeknek a kozos részét keressiik.

X1 —+Xo z 4 (1)

X1 +2x5 2 6 (2)

2X1 —4X2 g 16 (3)

—3x1 +2x < 12 (4)
X1, X2 Z 0

A példaban szerepl6 egyenesek illetve félsikok egyszeriien
megrajzolhatéak, amelyet az aldbbi dbra mutat:
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Példa

A fenti egyenlGtlenségrendszert el6szor egyenletrendszerré
alakitjuk. Egyik lehet8ség, hogy a = tipusi egyenlStlenségeket
beszorozzuk (-1)-gyel, igy mindegyik egyenlétlenség < tipusd,
amelyeket egyenldséggé egy-egy u; hidnyvaltozd bevezetésével
alakithatunk at.

Az atalakitds utdn az aldbbi rendszer kapjuk:

—X1 —X2 +up = —4 (1)
—X1  —2x “+uo = —6 (2)
2x1 —4x> “+u3 = 16 (3)
—3x1 +2x0 +uy 12 (4)

X1,X2, Ui,U2 ,U3,U4 > 0
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Az u; ismeretlenekhez tartozd egységvektorok azonnal bazist
alkotnak, igy azonnal felirhaté az egyenletrendszer induld
bazistablazata. A rovid tablazatot hasznaljuk a megoldas soran.

X1 X2 b

uy -1 -1 -4
u -11-21]-6
us | 2 | -4 | 16
ug | -3 12 |12

Ebbdl a bazistablazatbdl pivotdlassal nyerjik a 6 valtozoét
tartalmazo egyenletrendszer bazismegoldasait. A hat
oszlopvektorbdl négy egységvektor, igy az egyutthatématrix
oszlopvektor rendszerének rangja 2. A lehetséges bazismegoldasok

2 6 T . .
szama |, | = 15. Ezeket most nem szamoljuk ki, csak felirjuk a
megolddsokat.
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Az egyenletrendszer nemnegativ bazismegolddasai az atalakitott
rendszer extremdlis pontjait szolgdltatjdk, amelyek a kovetkezok:

xx] [2 7 [6 7 [07] [8 71 [0
X 2 0 4 0 6
m | |0 2 0 4 2
w | o |” o | |2 | |2 ] |6
U3 20 4 32 0 40
| w ] L14] |30] |4 ] [36] |0 |

Az eredeti rendszer (konvex poliéder) extremdlis pontjai
(csticspontjai):

NHESHER RS H !
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Példa
Az eredeti rendszer illetve a konvex poliéder extremalis iranyai:

o[t o (3]

Ha az extremalis irdnyt egy pozitiv szammal megszorozzuk, akkor
az is extremalis iranynak tekinthetd, igy a 2ds =(2,3) vektor is
extremalis irdny. A karakterizacids tétel szerint a konvex poliéder
tetszdleges pontjat eldallithatjuk az extremalis pontok konvex
linedris kombindcidjanak és az extremdlis irdanyok nemnegativ
linedris kombinacidjanak az osszegeként:

I NBINHINHMH MR

ahol A1 + A2 + A3+ Mg + A5 = 1 és A1, A2, A3, Mg, As, i1, g2 2 0.

(08)
[ I
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