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Definicié (Konvex halmaz)

Legyen S € R"” nemiires halmaz. Az S halmazt akkor nevezziik
konvex halmaznak, ha barmely két pontjat osszekotd egyenes
szakasz minden pontja az S halmazhoz tartozik. Mas szavakkal
megfogalmazva: Az S konvex halmaz, ha barmely xi,x2 € S esetén

M+ (1=A)xeS

minden A € [0; 1] szdmra.

Példa konvex halmazra
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Példa konvex halmazra

Az Ax = b egyenletrendszer megoldasait alkoté x vektorok
osszessége is konvex halmaz.

Legyen x1 és x» az egyenletrendszer két megolddsa, azaz Ax; = b,
illetve Ax, = b. lIgazolni kell, hogy ekkor a Ax; + (1 — \)xz is
megoldas, azaz A(Ax; + (1 — A\)x2) = b minden X € [0; 1] szamra.
A matrix-vektor miiveletek tulajdonsagai miatt azt kapjuk, hogy

A + (1= \)x2) = Mxq + (1 — \)Axo = Ab+ (1L — A\)b = b.

Hasonléan igazolhatjuk, hogy az S = {x : Ax < b} halmaz és a
S ={x: Ax < b,x 2 0} halmaz is konvex
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Definicié (Extremdlis pont)

Legyen S € R" nemiires zart konvex halmaz. Az x € S pont az S
konvex halmaz extremalis pontja, ha az S-nek nincs olyan két
kilonbozo pontja, hogy az x pont a két pontot 0sszekotd szakasz
belsé pontja legyen. Azaz nem léteznek olyan

x1;x € S; X1 # X2

pontok, hogy
x=x1+(1—-X)x

valamely A € (0;1) szdmra.

Mas megfogalmazasban: Az x € S pont az S konvex halmaz
extremalis pontja, ha az

x=x1+ (1 - A)x (x1,0 € Sés0=A=1)

feltételezésbol kovetkezik, hogy x = x1 = xo.
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Megjegyzés

A konvex halmaz extremalis pontjai pontosan azok a pontok,
melyeket a halmazbdl elhagyva ismét konvex halmazt kapunk.

Egy szakasz extremalis pontjai a végpontjai.

Példa

Az x pont belsé pont.
Azy, z, u pontok hatarpontok.
Az u, z hatarpontok extremalis pontok.
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Definicié (irdny fogalma)

Legyen S € R" nemiires zart konvex halmaz. Az S konvex
halmazban egy nemzérus d vektort irdnynak (vagy iranyvektornak)
neveziink, ha barmely x € S ponthoz tartozé x + Ad pont is az S
konvex halmaz eleme minden A > 0 esetén.

Az S konvex halmaz d; és d, irdnyvektorat nem egyirdnyba mutaté
iranyvektoroknak nevezziik, ha di # ad valamely o > 0-ra.

v
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Definicié (extremalis irany fogalma)

Az S konvex halmaz egy d irdnyvektorf extremdlis iranynak
nevezziik, ha S-nek nincs olyan két, nem egyiranyba mutaté
irdnyvektora, hogy a d irdny a két irany altal meghatarozott
szogtartomany belsejében legyen, azaz nem |éteznek olyan di; d>
(di # ady) irdnyok, hogy d = A1d1 + A2d> valamely Aj; Ap > 0
szdmokra.

Mas megfogalmazasban: Az S konvex halmaz egy d irdnyvektora
extremdlis irdny, ha a d = A1d1 + Aada (A1; Az > 0) feltételezésbdl
kovetkezik, hogy di = ad> valamely o > 0-ra.
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Példa

Az aldbbi abran a d» vektor a halmaz egy tetszéleges irdnya, a d;
és a d3 vektorok a halmaz extremalis irdnyai.

o

Megjegyzés

Ha egy konvex halmaz korldtos, akkor nincsenek irdnyai, igy
extremalis irdnya sincs.

v
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Definicié (Konvex polider fogalma)
Véges sok zart féltér metszetét konvex poliédernek nevezziik.

Képletben:
S={x:ax<b(i=1,2,...m)}

| A\

Megjegyzés

A poliéder szé sok lapot jelent, itt azt jelenti, hogy a poliéder
hipersikokkal hatarolt. A konvex jelz6 pedig a halmaz masik
tulajdonsagara utal, amelyrdl egyszeriien meggy6zodhetiink, hisz a
félterek konvexek, konvex halmazok metszete pedig konvex.
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Megjegyzés

A konvex poliéder egy specidlis konvex halmaz. Es ennek az
extremalis pontjait csticspontoknak vagy roviden csticsoknak is
szokas nevezni. Mivel egy egyenletet két egyenlotlenséggel
leirhatunk, igy a konvex poliéder véges szamu egyenlotlenséggel
és/vagy egyenlettel reprezentalhatd.

Példa
Néhany tipikus példa a konvex poliéderekre:
Q@ S={x: Ax=b}
Q@ S={x: Ax=b;x20}
© S ={x: Aix = by; Aoxx = by; Asx = b3; x 2 0}

| A
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Tétel

A korlatos konvex poliéderekre igaz, hogy barmely pontja felirhaté
a csticspontjainak (extremdlis pontjainak) konvex linedris
kombinacidjaként. Ha a korldtos konvex poliéder osszes
csucspontjait x, X2, . . ., Xy jelolik, akkor a halmaz tetszdleges x
pontjat a cstcspontok konvex kombinacidjaként irhatjuk fel, azaz

m
X = E AiXi,
=l

ahol

\=0 és dAi=1
i=1
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Tétel (Az extremdlis pont karakterizacidja)

Legyen adott egy nemiires konvex poliéder az

S={x:Ax=b; x 20}

alakban, ahol A egy m x n-es matrix, b egy m elemi vektor. Az x
pont akkor és csak akkor extremdlis pontja az S konvex
poliédernek, ha az x vektor az Ax = b linedris egyenletrendszer
nemnegativ bazismegoldasa, azaz ha az Ax = b
egyenletrendszer egy bazisdhoz tartozé bazistablzatban a b
oszlopdban minden elem nemnegativ.
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Tétel (Az extremdlis irany karakterizacidja)

Legyen adott egy nemiires konvex poliéder az
S={x:Ax=b; x 20}

alakban, ahol A egy m x n-es matrix, b egy m elemii vektor.

A d irany akkor és csak akkor extremalis irdnya az S konvex
poliédernek, ha a d vektor az Ax = 0 homogén linearis
egyenletrendszer nemnegativ bazismegolddsa, azaz ha az Ax = b
egyenletrendszer egy bazisahoz tartozé bazistabldzatban valamely
aj (vagy x;) oszlopaban minden elem nempozitiv.

Jelolje ezeket az elemeket egy t; vektor, ekkor a d extremdlis irdny

d =
e"

alakban irhat6 fel, ahol ¢; a j-edik egységvektor.
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Reprezentacids tétel

Legyen adott egy nemiires konvex poliéder az
S={x: Ax=b; x 20}

alakban, ahol A egy m x n-es matrix, b egy m elemi vektor.
Legyenek az S konvex poliéder extremalis pontjai xi, X2, ..., Xk €s
extremalis iranyai di, db, ... d;.

Ekkor az S konvex poliéderek tetszéleges x pontja felirhaté az
extremalis pontok konvex kombindcidjanak és az extremalis irdnyok
nemnegativ kombindcidjdnak osszegeként, azaz képletben

ahol

)\,’,/,LJ'EO és Z)\i:]..
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