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2. elbadas



1. DETERMINANS, INVERZ

Jelolje A(7) azt az (n — 1) x (n — 1)-es matrixot, amelyet az A € R"*"
az i-edik sora €s elsd oszlopa elhagydsaval kapunk:

12 T Q1n
A(Z) _ Qi—12 *** Qi—1n
Ai+12 *°° Qitln
L On2 e Anp
1. DEFINICIO. A

det (A) = arl, han=1
det (A) = a110922 — 120921, han=2
det (A) =) (=1)"" - a; - det(A(i)), han >3

i=1
eldirdsokkal szdmitott valos szdmot a négyzetes, A € R™ " mdtrix deter-
mindnsdnak nevezziik.

2. PELDA. Legyen
3 4

A= [ 3 ] |
Ekkordet A=3-5—-4-2=15-8=T.
3. PELDA. Legyen
3
2
17
Ekkor a métrix determindnsa az elsd oszlop szerinti kifejtéssel:

wercr a1 ) e (1 1)
on([2 4]

=1-(2-7-5-1)—2-(3:-7—4-1)+0-(3-5—4-2)
—9—34+0=—25.

1 4
A= 2 5
0

4. TETEL. Az inverz mdtrixra fenndllnak az aldabbi tulajdonsdgok:
(A) =4, AB)'=B'ATY, (A7) =) =aT

Azokat a matrixokat, melyeknek 1étezik inverze, nemszingularis matrixoknak
nevezziik.

5. TETEL. Az A € R™" mdtrixnak akkor és csak akkor van inverze, ha
det(A) # 0.



Ha det(A) = 0, akkor a matrixot szinguldrisnak nevezziik.

A vektorok egy halmazat linedrisan fiiggetlennek nevezziik, ha egyikiik
sem fejezhetd ki a tobbi vektor linedris kombinacidjaként. Ellenkezd eset-
ben linedrisan 0sszefliggd vektorokrdl beszéliink.

6. DEFINICIO. A vy, v9,...,v, € R™ vektorok linedrisan fiiggetlenek, ha
linedris kombindciojuk csak vigy lehet a nullvektor, ha mindegyik egytthato
zérus. Azaz

)\1V1+/\2V2+...+)\nVn:0:>/\i:0, izl,...,n

7. MEGIEGYZES. Ha egy mitrix sorvektorai (oszlopvektorai) linedrisan
fliggetlenek, akkor a matrix determindnsa nem 0. Ha egy matrix sorvektorai
(oszlopvektorai) linedrisan Osszefiiggbek, akkor a matrix determinansa O.

2. LINEARIS EGYENLETRENDSZEREK

A linedris egyenletrendszerek dltalanos alakja m egyenlet €s n ismeretlen
esetén:

a11x1+...+a1jx]~+...+a1nxn = bl
a1y + ...+ Q5T j + ...t appTy, = bz
A1 T1 + o+ AT+ o ATy, = by,

Ezt az alakot az egyenletrendszer skalaris alakjanak nevezziik.
Az egyenletrendszert megadhatjuk a tomorebb

Arx =0
formaban is, ahol

A= [ay]]t € R™T 2 € R, beR™

Ezt az alakot az egyenletrendszer matrixos alakjanak nevezziik.
Az Ax = b egyenletrendszert felirhatjuk az ekvivalens

n
E Tia; = T101 + ... +Tpay, = b
i=1

alakban is, ahol a; € R" az A métrix ¢-edik oszlopat jeloli (x; pedig skalar:
a megolddsvektor i-edik komponense). A Y7 | x;a; 6sszeg az {a;};_, vek-
torok linedris kombindci6ja. Ezt az alakot az egyenletrendszer vektoros
alakjinak nevezziik.

Ha m < n, akkor alulhatdrozott,

ha m > n, akkor tiilhatdrozott egyenletrendszerr6l beszéliink.

Az m = n esetben pedig az egyenletrendszert négyzetesnek nevezziik.

Linedris egyenletrendszerek megoldésa esetén harom eset lehetséges:

e (i) az egyenletrendszernek nincs megoldasa,

e (ii) az egyenletrendszernek pontosan egy megoldasa van,

e (iii) az egyenletrendszernek végtelen sok megolddsa van.
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8. DEFINICIO. Ha az Ax = b linedris egyenletrendszernek legaldbb egy
megolddsa van, akkor az egyenletrendszert konzisztensnek nevezziik. Ha az
egyenletrendszernek nincs megolddsa, akkor az egyenletrendszer inkonzisz-
tens.

A tovabbiakban csak négyzetes egyenletrendszerekkel foglalkozunk. Fel-
tessziik tehat, hogy m = n.

9. TETEL. Az Az = b (A € R™", b € R") egyenletrendszernek akkor és
csak akkor van pontosan egy megolddsa, ha létezik A, Ekkor a megoldds

xr = A"1b.

10. TETEL. Az Ax = 0 (A € R™ ™) homogén linedris egyenletrendszernek
akkor és csak akkor van x # 0 nemtrividlis megolddsa, ha det (A) = 0.

3. A GAUSS-MODSZER

A Gauss-moddszer két fazisbol all.

I. Azonos (a megoldast 6rz6) atalakitasokkal az Ax = b egyenletrend-
szert fels6 haromszog alak ura hozzuk.

I1. A kapott felsé haromszogmatrixi egyenletrendszert megoldjuk.

Az azonos atalakitast itt most ugy végezziik el, hogy egyik egyenletbdl
kivonjuk a masik egyenlet alkalmasan megallapitott konstansszorosat, igy
ott a szoban forgd ismeretlen egyiitthatdja z€russa valik. Kiiktatjuk —idegen
szoval eliminaljuk — az ismeretlent, ezért is nevezziik a mddszert eliminacids
eljarasnak. Az elsd 1épésben az

(2) (2) (2)

ag):cg + ...+ agi)xn = b§2)
afLQQ)xQ + ... + a,(frzxn = b

alakot kell tehat kapnunk, amit ha a; # 0,akkor elérhetiink gy, hogy az
1-edik sorbdl kivonjuk (z = 2, ..., n) az els6 sor [;;-szeresét:

(ail - lilall)xl + (%2 - li1a12>$2 + ...+ (am — luam)%n =b; — l;10;.

Az a;1 —l1a11 = 0 feltételbdl kapjuk, hogy [;; = Zﬁ . Ha ezt a [;; értéket be-
helyettesitjiik az egyenletbe, akkor konnyen ellendrizhetd, hogy itt tényleg
arrdl van sz0, hogy az elsd egyenletbdl kifejezziik az x,-et, és a kapott kife-
jezést behelyettesitjiik a maradék tobbibe. A szamitdsok sordn nem kell az
x; szimbdélumokat magunkkal cipelni, elég, ha az egyiitthatomatrix elemein

hajtjuk végre a megfelel6 mddositast.



Legyen agjl.) = a;;. Ekkormindent =2,... ,nésj=1,... nesetén
ln = aly /oY
ag-) = az(;) — lﬂaﬁ-)
b = b — 1Y
A kovetkezd 1épésben minden ¢ = 3,...,nés j = 2,...,n esetén
lin = a3 /)
ag’) = ag-) — ligag)

b = b — Iiaby”
Altaldnos (k-adik) 1épés: minden? = k+1,...,nésj =k,...,nesetén
k), (k
lik = az(k)/al(ck)

(k+1) (k)
ij = Q4

pE+D) bgk) B likbék)
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k)

(
a — likakj

Az I 1épés: felsé felsé hdaromszig alakiira hozds Altalanos (k-adik) 1épés:
minden: =k+1,...,nésj=k,...,nesetén

k), (k
lik = az(k)/ al(ck)

(k+1) _ (k) (k)

dij Qi — Lig A

pktD) _ b@(k) B likb,(f)

(2

Tekintsiik az Az = b egyenletrendszert, ahol A = [a;;];,_, € R™*" felsd
haromszogmatrix. Ekkor

a1+ ... —|—a1ix,-—|— . +a1nxn = bl
ApnLn = bn

Az egyenletrendszer akkor €s csak akkor oldhat6 meg egyértelmien, ha
aj1 # 0,..., an, # 0, azaz det(A) # 0. Ezen egyenletrendszer megolddsat
adja a kovetkezd algoritmus:

1z, =by/an,

2 xzz<bz_za”$]>/au i:n—l,n—27...,2,1.

j=i+1



Alkalmazas a determinans Kiszamitasara. Ismeretes, hogy a deter-
minans értéke nem valtozik, ha barmely sordhoz hozzdadjuk egy masik sor
akarhdnyszorosat. Mivel a fenti eljards kozben csak ilyen atalakitasokat ha-
Jtunk végre a matrixon (€s igy a determindnsén is), a determindns marad az
eredeti. Azt tehat a végén a féatlobeli elemek szorzata adja.

11. MEGIEGYZES. A Gauss-mddszer 1. fazisdban eléfordulhat, mondjuk
a k-adik 1épésben, hogy az ay elem zérus. Példaul a

4.7}2 + 3 = 9
T + X9 + 31‘3 = 6
21’1 — 2[E2 + T3 = -1

rendszernél a,; = 0. Ilyen esetekben a sorok, vagy az oszlopok felcserélésével
megkisérelhetjiik elérni, hogy az ax helyére z€rustdl kiilonbozs elem keriiljon.
A fenti esetben példaul az els6 és harmadik sor felcserélésével kapjuk, hogy

21’1 — 2$2 + T3 = -1
T + o + 3ZL’3 = 6
4£E2 + x3 = 9

Az els6 és masodik oszlop oszlop cseréjével pedig azt kapjuk, hogy

41’2 + T3 = 9
To + x1 + 3333 = 6
21‘2 — 2%1 + x3 = -1

A sorok cseréjénél az egyenletek (és b megfelel6 komponenseinek) sor-
rendje, az oszlopok cseréjénél pedig a valtozok sorrendje valtozik meg. A
sorok felcserélését tigy, hogy az 1j pivot elem zérustdl kiillonbozé legyen,
Joelemkivdlasztdsnak nevezziik.

4. Az LU-FELBONTAS
12. DEFINICIO. Az A € R™ ™ mdtrix LU-felbontdsdn a mdtrix
A=L-U

szorzatra bontdsdt értjiik, ahol L € R™ " alsé, U € R™ " pedig felsé
hdromszogmatrix.

13. TETEL. Az LU-felbontds nem egyértelmii.
Bizonyitds. Ha D egy nemszingularis diagonalis matrix, akkor
Ly-Uy=Ly- (DD™") - Uy = (LD)- (D7'Uy) = Ly - U,.

14. MEGJEGYZES.

e Ha A nemszinguldris, igazolhatd, hogy egyetlen LU -felbontdsbol
az Osszes tobbi csak ilyen mdédon szdrmaztathatd.
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e Amennyiben A nemszinguldris és van egy A = L - U szorzatra
bontasa, akkor olyan A = L - U faktorizaci6t is talalunk, melyben
az L vagy U féatlébeli elemeit tetszdlegesen, de 0-tdl kiilonbozd
szamként elbirjuk.

e Ilyenkor kizbeszirjuk azt a (DD~!)-et, amely
D =< dL,dQ,...,dn >

27 2

elemeire d;, = Uy / u;;, ha ott az U f64tlébeli ~eleme van u;;-nek
megadva, és d; = [;;/1,;, ha a j-edik helyen az L f&atlébeli elemét
irjuk eld.

e Ebbdl az is kovetkezik, hogy ha van LU-felbontdsa A-nak, akkor
egyértelmiien van olyan is, ahol az L (vagy az U') minden f6atlébeli
eleme 1-es. Az ilyen hdromszogmatrixokat egység (alsoé vagy felsé)

hdromszogmadtrixoknak nevezziik.

15. TETEL. Egy A € R™ "™ nemszinguldris mdtrixnak akkor és csak akkor
létezik LU-felbontdsa, ha osszes féminor mdtrixa is nemszinguldris, azaz

aip iz - Gy

det (A()) = det CL:21 a:22 azzr #0 (r=1,...,n—1).
a;nl ary - . Arr

Ha az r-edik 1épésben elakad az elimindcid, akkor aq(f;_l) = 0, ami azt

jelenti, hogy det (A() = 0.

16. MEGJEGYZES. He nem tessziik fel, hogy det (A(r)) # (0 minden
r = 1,...,n estén, akkor van olyan nemszingularis matrix, amelynek nincs
LU-felbontasa. Példaul az
01
1= [0 1]

matrixnak nincs LU -felbontasa. Viszont féelemkivalasztast hasznalva min-
den nemszinguldris A matrix esetén sikeresen elvégezhet6 a Gauss-elimi-
nacio.

5. GAUSS-JORDAN MODSZER

Ugyanazzal a technikdval, mint ahogy a k-adik oszlopban az ay; alatti
elemeket kinullaztuk, a folotte 1€vé elemeket is zérussa lehet tenni. Azaz
az elimindcids fazisban k£ minden értékére az ¢ valtoz6t nemcsak £ + 1-
t6l n-ig, hanem 1-t6l n-ig futtathatjuk, kivéve az ¢ = k esetet. (Ez annak
felel meg, mintha az z;-nak az k-adik egyenletbdl val6 kifejezése utan azt
az Osszes tobbibe behelyettesitenénk.) Az k-adik sort pedig végigosztjuk a
are elemmel. Igy elérjiik, hogy a k-adik oszlopban minden elem 0, kivéve

a k-adikat, amely 1.



Az 1. fazis végeredménye igy egy diagonalmatrixd egyenletrendszer,
ahol a matrix 4tlgjaban csak 1-esek lehetnek. Ezért a II. fazis ekkor csupan
az x; :bz (Z: 1,2,...,71,).

17. MEGJEGYZES. Az algoritmus tobb, de ugyanolyan egyiitthaté matrixu
Ar =b; (b; € R", j = 1,2,...,m) egyenletrendszert is képes igy megol-
dani. Ennek kdvetkezménye, hogy a Gauss-Jordan eljaras alkalmas matrix-
invertdlasra. Konnyen beldthaté ugyanis, hogy az Axz = e; egyenletrendszer
megoldasa éppen az inverz matrix i-edik oszlopvektora. Ha az algoritmus-
ban B az egységmatrix, akkor a végeredmény: X = AL,

18. MEGJEGYZES. Azt is tudjuk, hogy az A métrix determinédnsa ebben az
esetben nem lesz mds, mint a kivélasztott pivotelemek ay,, £ =1,2,...,n
elemek szorzata, azaz

det(A) = Q11 *A22 ... Qpp



