1 Alapfogalmak

Halmaz: "Azonos tulajdonsigi” elemek 6sszessége.
Halmaz jelblése: Latin ABC nagybetiii (éltaldban).
Halmaz elemeinek jel6lése: Latin kisbetiik (dltaldban).
Halmaz megadasa:

a) elemeinek felsoroldsdval, pl. A ={1,2,3,5,7};

b) az elemeit jellemz6 kozos tulajdonsdg megaddsdval:

A={z| P (x) igaz},
ahol P (z) egy x-t0l fligegd tulajdonsdg (allitds). Pl.
A={z|1< 2 <7z primszédm}.

Feltevés: Adott a objektum és A halmaz vonatkozdsdban el tudjuk donteni, hogy a eleme-e az A hal-
maznak, vagy sem. Jelolés: a € A (a eleme A-nak), a ¢ A (a nem eleme A-nak).
Részhalmaz: B C A, haVbe B=be A.

Halmazmiiveletek:
AUB ={x |z € A, vagy x € B},
ANB={x|ze€ Aésx € B}.
1.1 Definicié: A, Ao, ..., A, tetszbleges halmazok direkt, vagy Descartes féle szorzata:

A1><A2x...xAn:{(al,...,an)|ai€Ai,i:1,...n}.

Jelolés: x7_1A;. O
Megjegyzés: A direkt szorzat elemei rendezett elem n-esek.
Tovéabbi jelolések:

N - természetes szdmok halmaza
Np - nemnegativ egész szamok halmaza (Ng = NU {0})
Z - egész szdmok halmaza

- raciondlis szdmok halmaza (Q = {% |p,q € Z, q+# 0})

Q
C - komplex szdmok halmaza (C = {a + bi | a,b € R}, 7i =/ —17)
0 - tires halmaz

a..b] - az [a,b] C R intervallum egész szdmainak halmaza
[a..b] :=[a,b]|NZ

- - valédi részhalmaz

- - részhalmaz

| Al - az A halmaz szdmossdga (elemeinek szdma)

A - logikai 7 és”

\Y - logikai ”vagy”

1.1 Relaciék

1.2 Definici6: Legyenck A és B tetszbleges halmazok. Tetszdleges S C A X B részhalmazt (binaris)
relacionak nevezink. Az a € A és b € B elemek S reldacidban dllnak egymdassal (jelolés aSb) akkor és
csak akkor, ha (a,b) € S. O

Megjegyzés: A definicid rovidebben: aSb <= (a,b) € S.



1.3 Definicié: Reldcid értelmezési tartomanya:

Ds={a€c A|3be B:(a,b) € S}.
1.4 Definicié: Reldcid értékkészlete:

Rs={beB|Jac A:(a,b) € S}.
1.5 Definicié: Reldcid értéke (metszete) egy adott helyen:

S(a)={be B| (a,b) € S}.
1.6 Definicié: Az S reldcidt determinisztikus, vagy parcidlis fliigguénynek nevezzik, ha
1S(a)] <1 (Va € A).

Megjegyzés: Determinisztikus reldcio esetén S (a) vagy tres, vagy egyelemf halmaz.
1.7 Definicié: Az S reldcidt fiigguénynek nevezzik, ha

|S(a)]=1 (Ya€ Dg).
1.8 Definicié: A H C A halmaz S reldcid szerinti képe (metszete):
S(H)={be B|Ja€ H:(a,b) €S}.

1.1 Feladat: Igazoljuk, hogy
S(H) =UgenS(a).

1.9 Definicié: Az SV relcié az S C A x B reldcio inverze, ha
SY = {(b,a) e Bx A|(a,b) € S}.

1.10 Definicié: A H C B halmaz S reldcié szerinti inverz képe:
SCYV(H)y={ac A|S(a)NH # 0}

1.2 Feladat: Igazoljuk, hogy az inverz kép az inverz reldcid szerinti kép!
1.11 Definicié: Az R C A x C reldcié a P C A x B és Q C B x C relaciok kompozicidja (szorzata)
(jelolés: R=Q O P), ha

R={(a,c) e AxC|3be B:(a,b) e PA(bc)eQ}.

1.2 Sorozatok és projekciék

1.12 Definicié: Legyen A (A # 0) tetszbleges halmaz. Ekkor
a={a,ag,...,q,)

(a; € A) egy A-beli véges sorozat. O

1.13 Definicié: Az a = (a1, aq,...,q,) véges sorozat hossza |a|.O
Megjegyzés: Tulajdonképpen |a| = n, illetve a sorozat, mint halmaz szdmossdga.
1.14 Definicié: Az A halmazbeli véges sorozatok halmaza A*. O

Megjegyzés: A* az (a1), (a1, an), (a1, a9, a3), ... sorozatok dsszessége.

1.15 Definici6: A-beli végtelen sorozat:

a={a1,Q0,...,Q,...),

ahol a; € A (Vi).



1.16 Definicié: A-beli végtelen sorozatok halmaza A>. O
1.17 Definicié: Az A-beli véges és végtelen sorozatok halmaza A™*. [
Megjegyzés:

1.18 Definicié: o € A** sorozat értelmezési tartoménya D, ahol

D [1..]a|]], haae A*
« N, haae A*®

Megjegyzés: A sorozat egy N — A tipusi fiigguény értékkészlete.
1.19 Definicié: Az ol a?,...,a"" ! € A* és a™ € A** sorozatok egymdsutdn irdsa, konkatendcidja
kon (ozl,OzQ, oL a"). O

Ha of = (ad,ab,...,a} ) (1<i<n—1)é o™= (a},af,...), akkor a konkatenscié alakja:

i

1 1 2 2 n—1 n—1 n o .n
(Qq, ey, 00, Qs o At A, ).
—_——

al a? an—1 an
Példa: A ={a,...,z}, a' = (0,k,0,5), & = (m,i,n,t,a,t,0,7), & = (d,a,i), a* = (k,o0,s).

kon (al,az,a3,a4) = (o,k,0,8,m,i,n,t,a,t,0,7r,d,a,i,k,o,s)
1.20 Definicié: o € A** sorozat redukdltja az a sorozat, amelyet gy kapunk, hogy az a sorozat minden
azonos elembdl dll6 véges részsorozatdt a részsorozat egyetlen elemével helyettesitjik. Jeldlése: red (o).
Példa: A={a,...,z}, a = {e,n,n,i,k,e,l,l,e,n,e)
red(a) = {e,n, i, k,e,l,e,n,e).

1.21 Definicié: Utolsd elem fiiggvény 7 : A* — A, ahol 7 (a) = ajq| (a € A*). O

Megjegyzés: 7 (a) = ay, ha a = (a1, Q9,...,a,). Az utolsd elem figguényt csak véges sorozatokra
értelmezziik!

Példa: A={a,...,z}, a = (u,bu,l, k,u,t,y,u,l), |a| =10, arg =1, 7 () = L.

1.22 Definicié: Legyen m,n € N, m < n, 1 < i3 < i2 < i3 < ... < 4, < n, A = xP A4, és

B =x7,A;,. Aprg:A— B figguényt projekcionak nevezziik (A ortogondlis projekcidja B-re), ha
pre (a) = (ai,, Qiyy - .-y 0;,)  (Va=(ay,as,...,a,) € A).

Példa: A; = A; = R, vetités x, vagy y tengelyre.

A definiciéban szereplé B-t az A alterének nevezziik. Ha m < n, akkor valédi altér. Csak m # 0
lehetséges = () nem altere egyetlen direkt szorzatnak.
1.23 Definicié (Projekcio kiterjesztése "terek” direkt szorzataira): Legyen A és B mint el6bb, (a1,as) €
A x A. Ekkor

prs ((a1,a2)) = (prp (a1) ,prs (az2)) € B x B.
1.24 Definicié (Projekcid kiterjesztése ”sorozatterekre”): Legyen A és B mint el6bb, a = {aq, o, ..., @, ...) €
A** . Ekkor
pre (@) = {prp (a1),pre (as),...,pre (a;),...) € B*™.

Megjegyzés: Mds formdban ugyanez:

prp(a) = € B*, ahol 5, =prg(e;) (Vi€ Dg=D,).



2 A programozas alapfogalmai

Ot alapvetd fogalmat definislunk:

1. Allapottér (a szdmitégép memoéria modellje)

2. Feladat (a programozssi feladat modellje)

3. Program (a programfutds modellje)

4. Programfiigguény (a programfutds eredménye)

5. Feladat megolddsa (a feladat és a program viszonydnak modellezése).
2.1 Definici6: Legyenek A1, As, ..., A, tetszbleges véges, vagy megszamldlhatdan végtelen halmazok. Az
A=Ay X Ay X ... x A, halmazt dllapottérnek nevezziik, az A; halmazokat pedig tipusértékhalmazoknak.
O
Megjegyzés:

1. Az dllapottér a szamitégép memoria modellje. Az dllapottér eqy eleme a memdria eqy adott dl-
lapotdnak felel meg.

2. Az dllapottér A; komponensei az egyes jellemzbk lehetséges értékeinek halmazai. Az dllapottér
komponensei kézott ugyanaz a (tipusérték) halmaz tobbszér is szerepelhet.

3. A tipusértékhalmaz elnevezés azt jelzi, hogy ezek a halmazok bizonyos kozds tulajdonsdgi (azonos
tipusi) elemekbdl dllnak.

2.2 Definici6: Legyen A dllapottér. Az F C A x A reldcidt (programozasi) feladatnak nevezzik. O
Megjegyzés: A feladat eqy "leképezés” az dllapottéren: az dllapottér minden Dg-beli pontjdra megmond-
juk, hogy hova kell beldle eljutni.

Az dllapottér megaddsa nem egyszerti.

Példa: P pont koordinatsi R2-ben, polarkoordindta rendszerben.

Egy program futdsakor a szamitégép memoridjanak tartalma dinamikusan valtozik. Egy film tkp.
fényképek sorozata. Ehhez hasonléan a program futdsat az allapotok, vagyis dllapottérbeli sorozatok
megaddsdval modellezziik.

2.3 Definicié: Az S C A x A* reldciét programnak nevezziik, ha
1. Dg = A,
2.Vae A:Vae S(a): a1 =a,
3. Ya € Rg: a=red(a).

A definicié jelentése a kovetkezo:

1. trivialis;

2. A program futdsat jellemzd o € A** sorozat mindig abbdl az a € A pontbdl indul el, amelyhez
hozzarendeltiik;

3. Rs ={ae€ A |Ja€ A: (a,a) €S}, barmelyik « € Rg olyan sorozat, amelyben az &llapotok
nem ismétlédnek.

Osszefoglalva: A program egy relaci6, amelynek értékkészlete az allapottéren értelmezett sorozatokbol
all. Ezek a sorozatok egy-egy konkrét program végrehajtést jellemeznek.

Kérdés: Az F C A x A feladat és az S C A x A** program viszonya?

Az F feladat reldcié az a € A "kezdeti memoriadllapothoz” egy (vagy tobb) olyan b € A 7végsd
memdriadllapotot” (tkp. megolddst) rendel, amelyre igaz, hogy (a,b) € F.

Az S program relécié ugyanehhez az a kezdeti dllapothoz egy (vagy tobb) a € A** sorozatot rendel.
Ha ez a sorozat véges (a € A*), akkor a végsd allapot, amely a sorozat utolsé eleme, a programfutds
eredménye. Ennek a végsd dllapotnak a feladat b "megoldasdhoz” valé viszonyat kell jellemezni. A
kozbiils6 memdériadllapotok ebbdl a szempontbdl nem érdekesek, ill. ezeket nem vizsgaljuk.

A viszony jellemzése két lépésben torténik.

2.4 Definicié: A p(S) C A x A reldciét az S C A x A*™ program programfiggvényének nevezzik, ha
1. Dp(S) = {a €A | S(CL) - A*},
2.p(S)(a)={be A|3aec S(a): T (x) =0}

A definicié jelentése a kovetkezo:

1. Csak olyan pontokban vizsgdljuk azt, hogy hova jut el a program, amelyekben a futds véges (a
program nem szall el);



2. Tetszoleges b € A ponthoz, amelyre (a,b) € p(S), létezik véges, a program &ltal eléallitott o € A*
sorozat ((a,a) € S), amelynek utolsé eleme (utolsé programéllapota) éppen b.
A programfiiggvény a program futdsdnak eredményét jellemzi. A fiiggvény jelzd nem igazdn korrekt,
ui. nem feltétleniil fiiggvény, de a hagyomdany ezt koveteli.
Megjegyzés:
p(S)(a)={r(a)|aeS(a)} =7(5(a)) = (1 O5)(a).
2.5 Definicié: Az S C A x A** program megoldja az F C A x A feladatot, ha
1. DF - Dp(S)7
2. Ya € Dy :p(5)(a) C F (a).
A definici6 jelentése a kovetkezo:
1. A
Dp={acA|IbcA:(a,b)c F} CDygy={acA|S(a) C A"}

feltétel miatt az dllapottér azon pontjaihoz, ahol a feladat értelmezve van, a program csak véges soroza-
tokat rendelhet;
2. A
p(S)(a)={beA|FaeS(a):7(a)=b} CF(a)={ce A|(a,c) € F}

feltétel azt fejezi ki, hogy a sorozatok végpontjait a feladat hozzdrendeli a kezdéponthoz. Tehéit a program
altal generdlt ”véges” sorozatok végpontjai a feladat megolddsai.
Ezzel a program és a feladat viszonyat jellemeztiik.

2.1 Példa: Legyen A =Z ésazxz — y(z) = (:c2 - 1)2 + 1 leképezés kiszdamitasa a ”feladat”. Ekkor
F:{(x,y)|y: (x271)2+1}CA><A,
Dp = A ésVa € A esetén F (a) = {(a2 — 1)2 + 1}. Tekintsiik a kovetkez6 ”programot”:
mixz—lg (x2—1)2+1.
A fenti formdba &tirva ez a kovetkezdképpen néz ki:

S:{(m,a)|a:<x,x2—1,(x2—1)2+1>}CAXA*CAXA**.

Igazoljuk, hogy S program. Vildgos, hogy Dg = A (1. tulajdonsdg) ésVa € S (a) = {<a, a? -1, (a* - 1)2 + 1>}

esetén a = a (2. tulajdonsdg). A 3. tulajdonsdg beldtdsdhoz vegyiik észre, hogy
aGRS@EIaEA:a:<a,a271,(a271)2+1>.

Egy « sorozat akkor és csak akkor redukalt, ha a; # ;41 (Vi). Esetiinkben

1++5

a=ad*-1&a= 5 ¢A

és
14++v/-3

S -1¢ 4

az—lz(a271)2+1®a::|:

Tehat az o € Rg sorozatok redukiltak. Ezzel a 3. tulajdonsiagot is beldttuk. Tehat S program. A
programfiiggvény definiciéja (Miért?):

p(S) ={(a,b) | S(a) C A", Ja € S(a): 7 () =b}.



Minthogy Va € Dp = Dg = A esetén S(a) = {<a,a2 -1, (a® - 1)2 + 1>}, azért o € S (a) esetén

7(a) = (a® - 1)2 + 1. Tehdt Dps) = A (Miért?) és p(S)(a) = {(a2 - 1)2 + 1}. Igazoljuk, hogy az
S program megoldja az F' feladatot. Vildgos, hogy Dp = A C D5y = A (1. tulajdonsdg). A fentiek
alapjdn ugyancsak vildgos, hogy

Vae Dp:p(S)(a) = {(a* —1)* +1} C F(a) = {(a* = 1)" +1}.
Kérdés: Miért nem program az S’ = {(ax, a)la= <x, (2% — 1)2 + 1>} C A x A** reldcig?

2.1 Specifikacié

A fejezetben programok helyességével, ill. részleges (parcidlis) helyességével foglalkozunk. Ehhez sziik-
ségiink van a kovetkez6 logikai fogalmakra és eredményekre.

Jelolés: (Logikai értékek halmaza) L = {igaz, hamis} = {i, h}.

3.1 Definici6: A halmazon értelmezett (logikai) dllitas: Q : A — L fiigguény.

3.2 Definicié: Legyen @ az A halmazon értelmezett dllitas. A Q dllitas igazsdghalmaza

Q] ={a € A[Q(a) =igaz}.

3.3 Definici6: Legyenek Q1 és Qs az A halmazon értelmezett dllitasok. A Q1 és Qo dllitasok ekvi-
valensek, ha [Q1] = [Q2]. Jelolés: Q1 = Qa.
3.4 Definicié: Legyen R C A tetszbleges részhalmaz. P (R) olyan dllitdst jelol, amelyre [P (R)] = R.
Koévetkezmény: Tetszbleges Q dllitasra igaz, hogy Q = P ([Q)]).
3.5 Definicié: Legyeneck P és Q az A halmazon értelmezett dllitasok. A kovetkezo logikai mieleteket
definialjuk, un. igazsdgtablaval:

1. PAQ (konjunkcid/és/logikai szorzds):

~
>
>

P 7
Q 7
PAQ|i|h|h|h

>
.
=

A P AQ allitds igaz <= P és Q is igaz;
2. PV Q (diszjunkcid/vagy/logikai ésszeadas):

>

P ili|h
Q i | h|i
PVvQ|ilil|i|h

>

A PV Q allitds igaz <= P és @ koziil legaldbb az egyik igaz;
3. 7Q (negdcid/ tagadds):

Q |i|h

Q| h|i

A 7@ allités igaz <= @ hamis, az §llitds hamis<= @ igaz;
4. P = Q (implikacio/ kivetkezés/ha P, akkor Q):

P ili [h|h
Q i ki |h
P=Q|i|h|i]i

A P = @ &llitds hamis<= P igaz és Q hamis.
3.1 Allitas: Legyenek P és Q az A halmazon értelmezett dllitdsok. Ekkor
(i) [PAQI=[PIN[Q];



(i) [PV Q] = [P U[Q];
(ui) ['Q] = A\ [Q];
(iv) Ha P = Q, akkor[P] C [Q].

Egy S program akkor és csak akkor oldja meg az F' feladatot, ha
Dp C Dp(S) N {CL c Dp :>p(S) (a) - F(a)}

A megoldés definicidjanak kozvetlen ellenérzése helyett elégséges feltételt adunk meg a program helyességének
ellendrzésére. Ezt az eredményt specifikdcié tételnek nevezziik. A tétel megfogalmazdsdhoz két fogalmat
vezetiink be:

1. Leggyengébb elofeltétel

2. Paramétertér
Legyen R : A — L egy olyan feltétel (utdfeltétel), amelyet az S program eredményétdl megkoveteliink,
azaz teljesiilése esetén az eredményt helyesnek tekintjiik. Ehhez keresiink egy olyan @) : A — 1L el6feltételt,
amelyet a program kezddallapotdra rovunk ki és amelynek teljesiilése esetén a program termindl és végal-
lapotédra (eredményére) fennéll az R feltétel:

[Q] € Dy(sy AMa € [Q] = p(5) (a) € [R]}.

A legbdvebb igazsdghalmazzal rendelkez6 eléfeltételt leggyengébb eléfeltételnek nevezziik.
3.6 Definicié: Legyen S C A x A** program, R az A dllapottéren értelmezett dallitds. Az S program R
utdfeltételhez tartozd leggyengébd elbfeltétele az Lf (S, R) dllitds, amelyre

[1f (S,R)] = {a € Dys) | p(S) (a) C [R]}.

Megjegyzés: Eqy feladat megolddsakor olyan programot keresiink, amelyik bizonyos feltételeket kielégito
pontokban termindl. Ha a szamunkra kedvezd végallapotokra megadjuk a program leggyengébb elbfeltételét,
akkor a programfiiggvény nélkil tudjuk jellemezni a program mikodését. Az R utdfeltétel megudlasztasatol
figgben [If (S,R)] és Dp kiilonbozhet. Ezért a program helyességének ez a jellemzése csak részleges
(parcidlis).

3.1 Példa: Legyen A = Ng, F = {(z,y) |[y=22+1} CAx A, S ={(a,a) | = (a,2a+1)}. Ekkor
p(S5) (a) ={2a+ 1} és D,(5) = A. Legyen az utéfeltétel R : y = 13, ahol y a program eredményét jeloli.
Az R utofeltétel igazsdghalmaza: [R] = {13}. A p(S)(a) = {2a+ 1} C [R] = {13} feltételbdl a = 6
adodik. Tehét [If (S, R)] = {6} ésif (S,R): a =6. Ha az S programot az "y := 2a + 17 formdban adjuk
meg, akkor az eredményt a kovetkezéképpen is megkaphatjuk:

If(S,R)=1f "y:=2a+1",y=13) = {2a+1 =13} = {a = 6} .

Kérdés: Program lesz-e S, ha Ny helyett Z-t vdlasztunk A gyandnt?
3.2 Példa (A 2.1 Példa folytatdsa): Legyen A = Z,

= {(x,y) |y = (m2 — 1)2—|—1}
és S = {(m,a) | = <x,x2 -1, (22 - 1)2 + 1>} Ekkor

p(8) (@) = {(a*=1)" +1}

és D) = A. Legyen az S program utéfeltétele R :y > 1 Ay < 17, ahol y a program eredménye. Az R
utofeltétel igazsdghalmaza: [R] = {1,2,...,17} = [1..17]. A

p(S) (@) = {(a>=1)" +1} C [R] = [1.17]



feltételbdl —2 < a < 2 adddik. Tehdt [If (S, R)] = [—2..2], amelyhez védlaszthatjuk az [f (S,R) : —2 <
a < 2 &llitast, mint leggyengébb eldfeltételt.

3.1 Feladat: Adjunk meg més eléfeltételt is!

3.3 Példa (A 3.2 Példa folytatdsa): Legyen az S program uj utéfeltétele: R : y = 18 Vy = 19.

Az {(a2 - 1)2 + 1} C [R] = {18,19} tartalmazdsi feltételnek egésza-ra nincs megolddsa. Tehdt csak

[If (S,R)] =0 és If (S,R) = h lehetséges. Ha viszont az R : y € N feltételt vélasztjuk, akkor [R] = N,
lf(S,R)=Z=A¢eslf(S,R)=i.
3.1 Tétel (Dijkstra): Legyen S C A x A** program, R és Q az A halmazon értelmezett dllitdsok, és
HAMIS az azonosan hamis dllitds. Ekkor

1. 1f (S, HAMIS) = HAMIS,

2. Ha Q = R, akkor If (S,Q) = 1f (S, R),

3. 1£ (S.Q) ALF (S, R) = If (S,Q A R),

4.1 (S,Q)VIf(S,R)=1f(S,QV R).
Bizonyitas:

1. Indirekt: Tegytik fel, hogy Ja € [If (S, HAMIS)]. Ekkor definici6 szerint a € D,g) és p(S) (a) C
[HAMIS] = 0. Ez ellentmondés.

2. Tegyiik fel, hogy a € [If (S,Q)]. Ekkor p(S) (a) C [Q]. Minthogy [Q] C [R], azért p(S) (a) C [R]
ésacellf(S,R).

3.
[1f (5,Q)] = {a€Dys |p(S)(a)<C[Q]}
[1f (S,R)] = {ae Dys)|p(S)(a)C[R]}
miatt
(Lf (S,QIN[f(S,R)] = {a€Dys)|p(S)(a)CIQAp(S) (a) C[R]}
= {aeDys)|p(S)(a) C[QAR]}
= [If(S,QAR)].

4. Legyen a € [If (S,Q) VIf (S,R)]. Ekkor a € [If (S,Q)], vagy a € [If (S, R)]. Felhaszndljuk, hogy
Q = QVRé R=QVR Haac|[lf(SQ)], akkor a 2. 4llitds alapjdn a € [If (S,Q V R)]. Ha
a € [lf (S, R)], akkor a 2. 4llitas alapjan ismét a € [If (S,Q V R)]. Q.E.D.
Megjegyzés:

1. Az 1. allitds a ”csoda kizdrdsa”.

2. A 2. §llitast monotonitdsi tulajdonsagnak nevezziik.
3.7 Definici6: Legyen F C A x A feladat. A B halmazt a feladat paraméterterének nevezziik, ha van
olyan F1 C A X B és Fy C B x A relacid, hogy F' = F, O Fy. O
Megjegyzés:

1. A paramétertér dltalaban az dllapottér egy olyan altere, amelytdl a feladat fiigg.

2. Trividlis paraméterteret mindig tudunk vdlasztani:

Fy =idy ={(a,a) |a€ A}, B=A, F,=F.

3.2 Tétel (Specifikicic tétele): Legyen F C A x A feladat, B az F egy paramétertere, F; C A X B,
F, CBxA, F=F,(OF;. Legyen b € B és legyenek Qy, és Ry olyan dllitdsok, amelyek igazsaghalmazasi

Q) ={a€ Al (a,b) € P} = F " (b),

[Ry) = {a € A|(ba) € Fa} = F5(b).

Ha Yb € B esetén Qp = 1f (S, Ry), akkor az S program megoldja az F feladatot.
Bizonyitds: Két tulajdonsdgot kell beldtnunk: 1. Dp C D5 és 2. Va € D : p(S5)(a) C F(a).
Legyen a € D tetszbleges. Ekkor 3b € B : a € [Qy]. A tétel feltevése miatt [Qp] C [If (S, Rp)] =
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{a € Dy | p(S)(a) C[Ry)} € Dys). Tehdt Dp C Dyg). A b € Fy(a) tartalmazssi feltétel miatt
F2 (b) - F2 (Fl (a)) és
p(95)(a) C [Ry] = F> (b) € F> (Fi (a)) = F (a).

Q.E.D.

Megjegyzés: A tétel csak elégséges és nem megfordithats. A tétel jelentbsége sokrétti: (i) Adott S
program esetén csak a Qp = 1f (S, Rp) (Vb € B) tulajdonsdgot kell beldtnunk a program helyességéhez;
(i) Adott Qy és Ry esetén olyan S programot kell keresniink, amelyik kielégiti a Qp = 1f (S, Ry) (Vb € B)
feltételt; (iii) Az F feladat szerencsés paraméterezése segitheti a program helyességének ellendrzését, vagy

akdr a megfeleld program keresését.
3.4 Példa (A 2.1 Példa médositdsa): Legyen A = Z,

F:{(w,(x2+1)271) |LE€A}
és )
S = {(x,a) | o= <x,x2—|—1, (2 +1)" — 1>} CAxA™.
A 2.1 Példdhoz hasonléan beldthatjuk, hogy S program és megoldja az F' feladatot. Alkalmazzuk azonban

a specifikdcio tételét! Legyen B = N, Fy = {(z,2° +1) |z € A} és Fb = {(u,u? — 1) | u € N}. Ekkor
F = F, O Fy és B paramétertér. Legyen b € N = B rogzitett. Definicié szerint kapjuk, hogy

(@) ={a€Z]|(ab)eFi}={a€Z|a®+1=0b}
és Qp : a2 + 1 = b. Hasonléképpen adédik, hogy

[Ry)={a€Z|(bja)e o} ={a€Z|a=b"—1}

és Ry : a = b? — 1. Ugyancsak definicié szerint kapjuk, hogy p (5) (a) = {(a2 + 1)2 — 1},

s m)={aeal{@+1)" -1} c{-1}} ={acalat+1=0)

és 1f (S,Ry) : a®> +1=b. Ha b € B olyan, hogy Q, = i, akkor a® +1 = b és If (S, Ry) = i. Ha Qp = h,
akkor a? +1 # b és If (S, Ry) = h. Tehat minden b € B esetén Qp = If (S, Ry) (tkp. Qy = If (S, Rp)).
A specifikdcié tétele miatt az S program megoldja az F' feladatot (azaz S helyes program).

2.1.1 A valtozé fogalma

A viltozok hasznélata egyszeriisitéseket tesz lehetvé.
3.8 Definicié: Legyen A = Ay x Ay x ... x A, dllapottér. A pra, : A — A; projekcids figgvényeket
vdltozéknak nevezziik:

pra; (a):ai (va:(alvab"'?an) GA)

A wvaltozok jeldlése: v; = pra,.
Megjegyzés: A vdltozékra fenndll, hogy

Dvi =A= DPTAN sz‘ = AZ = Rp"‘f“*i'

Az R,, = A; dsszefiiggés miatt beszéliink a vdltozd tipusdrol, amely azonos A; tipusdval.

Legyen B = A;; x ... x A;,. Ekkor a prg : A — B projekciét a prg = (vi,,...,v;,, ), azaz a
pre (a) = (v, (a),...,v;, (a)) eléirdssal adhatjuk meg. Tetszbleges f O prg = f O (viy,-...,v;,, ) alaki
Osszetett fiiggvényt, ha ez nem okoz félreértést, az f (v;,,...,v;,, ) alakban is frunk.

A specifikdci6 tételében szerepelnek a Qp, Ry : A — L allitasok, illetve ezek [Qy] = {a € A | (a,b) € F1}
¢s [Ry) = {a € A| (b,a) € Fy} igazséghalmazai. Tegyiik fel, hogy Fy : Ax B — L és Fy : Ax B — L olyan
predikdtumok, amelyekre Qp = 2 (a,b) és Ry = Fy (a,b). Legyen v; : A — A; az A éllapottér i-edik
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véltozdja (1 =1,...,n),p; : B— Bj a B= B; X ... X B, paramétertér j-edik véltozdja (j =1,...,m).
Ekkor a = (v1 (a),...,v,(a)) és b= (p1 (b),...,pm (b)) miatt irhatjuk, hogy

Qb = Qpl,...,pm - ﬁl (aa b) = f‘l (Ula <oy UnyP1y - - 7pm)
és _ _
Rb = Rpl,.“,pm = F2 (a7b) = F2 (v17 ceesUnyP1y - - apm) .
3.5 Példa: Legyen A = ZxZ,x,y : A — Z valtoz6. Az R = (z > 0Ay > 0)jelolésaz (x (a) >0Ay(a) >0ANa € A)
allitéast jeloli és
[R] = {(al,ag) cA | a1 > 0Aas >0}.
Ha 7 predikdtum (A — L tipusu logikai fiiggvény), akkor a m = (x > y) azt jelenti, hogy

_ [ igaz, ha z (a) > y(a)
™ (a) = { hamis, ha z (a) <y (a).

3.6 Példa: Legyen a feladat két egész szém maximuménak meghatdrozasa. Legyen az dllapottér A =
Z x 7 x 7, az sllapottér valtozoi pedig legyenek x,y, z. A feladat paramétertere legyen B = Z X Z a
paramétertér valtozoi pedig legyenek z', 3/,

Fy :{((xvyaz)7($l7yl))|$:x//\y:y/}7

By ={((«",y),(2,y,2)) | 2 = max{z',¢'}},
Qb:Qw’,y’ = (33=$,/\y=y/)7
Ry=Ryy=Ez>1d'Az>y ANz=2'Vz=1y)).

Tehdt olyan S programot kell taldlnunk, amelyikre Vb € B esetén fennall

z(a) = 2 (0)Ay(a) =y (b) =
1f (S, (z(a) 22" (0) Az (a) 2y (D) Az (a) =2" () V 2 (a) =y ().

Ezt rovidebben is frhatjuk:
r=2'Ny=vy =1f(S,z>2' N2>y Az=12"Vz=1))).

3.2 Feladat: Kétféleképpen is igazoljuk, hogy az

G- {((x,y,z),a)a: <(J;’y,z),(g;+1,y,z), (w,y,gCQH/+ |$;y>>}

program megoldja a 3.6 Példa feladatat! Miért nem program S, ha elhagyjuk az a sorozat mésodik
tagjat?

2.2 Elemi programok
4.1 Definicié: Az S C A x A™* program elemi, ha
Vae A:S(a) C{{a),(a,a,a,...),{a,b) | b#a}.
A definicié alapjén konnyen lathatd, hogy egy elemi program tényleg program. Specidlis elemi pro-
gramok a kovekezdk:

4.2 Definicié: Ures, vagy skip program:

Va € A: SKIP (a) = {{a)}.
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A SKIP program nem csindl semmit.
4.3 Definicié: A torlédés, vagy abort program:

Va € A: ABORT (a) = {{a,qa,a,...)}.

Az ABORT program soha nem termindl (soha nem fejezédik be).
4.1 Feladat: Mely feladatok megoldédsai lehetnek a SKIP és ABORT programok?
4.4 Definicié: Legyen FF C A x A. Az S programot dltalanos értékaddsnak nevezzik, ha

S = {(a,red({a,b))) |a,be ANa€ DrAb€EF(a)}U
{(a,{a,a,a,...)) |la€ ANa¢ Dp}.

4.5 Definici6é: Legyen S C A x A™ dltalanos értékadas program.
a) Hao Dp = A, akkor az S programot értékkivilasztasnak nevezziik és a :€ F (a)-val jeldljiik.
b) Ha az F relacio figguény, akkor az S programot értékadasnak nevezzik és a := F (a)-val jeléljiik.
¢) Ha Dp C A, akkor S parcidlis értékkivdlasztas.
d) Ho Dp C A és F determinisztikus (F parcidlis figguény), akkor S parcidlis értékadds.
4.6 Definici6: Identitasfiiggvény:

ida ={(a,a) |a€e A} C Ax A.

4.1 Tétel (elemi programok programfiiggvénye):

1. p(SKIP) = idy,

2. p(ABORT) =0,

3. pla:=F(a)=F,

4. p(a:€ F(a))=F.
Bizonyitas: Hézi feladat.

A kovetkezdkben elemi programok leggyengébb eléfeltételeit hatdrozzuk meg, Legyen R egy tetszdleges
utéfeltétel. Ekkor p (SKIP) (a) = {a} miatt

[lf (SKIP,R)] ={a <€ A|p(SKIP)(a) C [R]} = {a € A[{a} C [R]} = [R]

és
If (SKIP,R) = R.
Hasonléan p (ABORT) (a) = § miatt

lf (ABORT, R) = hamis.

Az altalanos értékadds leggyengébb eldfeltétele négy esetben:
1. F: A— A fiiggvény, Dp = A.

[If (a:=F(a),R)] = {a € A| F(a) C [R]} = FTV([R]).
2. F: A— A fiiggvény, Dp C A.
[[f(a:=F(a),R)={ac A| F(a) C[R]}NDp =F=1 ([R]) N Dp.
3. FCAx A, Dp = A, F nem determinisztikus.
[if (a:€ F(a),R)] = {a€ A| F(a) C [R]} = F"V([R]).
4. FC Ax A, Dp C A, F nem determinisztikus.

[lf (a:€ F(a),R)] ={ac A| F(a) C [R]} N Dp = F©Y ([R]) N Dp.
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Minthogy definicié alapjan F(—V ([R]) = [R O F], azért az 1. és 3. esetekben a leggyengébb eléfeltétel
ROF.
Az értékaddst véltozokkal is lefrjuk. Legyen A = x7 ;A;, F C A x A és

F(a)=Fi(a)x Fy(a) X ... x F, (a) (a € Dp),
ahol F; C A x A;. Legyenek az éllapottér valtozdi x1, 23, ..., z,. Ekkor az a := F (a) program jel6lése:
X1y Ty = F (1, 20) o B (21,00, Ty) -

A jelolésbdl elhagyhatjuk az x,-t és F; (z1,...,2,)-t, ha F; (z1,...,2,) = ;. Ha valamely F; nem fiigg
valamelyik x;-t0l, akkor ezt is elhagyhatjuk a jelolésbol. Ha a fenti értékaddsban csak egy komponens
szerepel, akkor egyszerii, egyébként pedig szimultdn értékaddsrol beszéliink.

4.1 Példa: Legyen A = % X Hf’ z a Z, | pedig az L dllapottér komponenshez tartozé véltozé. Legyenek

az értékadds komponensei: Va = (ay,az2) € A:

Fi(a1,a2) = aq,azaz Fy = pry, és
Fy (al,ag) = (a1 >0)

Ekkor az a := F (a) értékadds valtozdékkal felirva:
x,l:=x,(x>0).
A jelolés fent leirt egyszeriisitéseit elvégezve az
l:=(z>0)

egyszerii értékaddst kapjuk.

2.3 Programkonstrukciék

Olyan mfiveletekkel foglalkozunk, amelyekkel meglévd programjainkbdl djakat dllithatunk eld. Sokféle
konstrukcié képzelhet6 el, de mi csak hdromféle konstrukciés miiveletet fogunk megengedni:

- szekvencia (sorozat),

- eldgazds,

- ciklus.
A strukturalt programozds alaptétele (Bshm-Jacopini, 1966) kimondja: barmely program megadhaté
ekvivalens struktiralt program forméjaban is, amelyben csak a fenti hdrom konstrukciés miivelet szerepel.
Két program ekvivalens, ha ugyanazon input értékekre ugyanazon output értékeket szamoljdk ki.

Az els6 konstrukcids technika a szekvencia, vagy sorozat. Itt két program kozvetlen egymédsutan valé
végrehajtdsarol van sz6. Legyen Sy és Sy a két program, a € A és a € S (a) N A* az Sy program &ltal
elbéllitott véges sorozat. Az Sy program az S program 7 () végallapotdbdl indul és a 8 € Ss (7 ()
véges, vagy végtelen sorozatot allitja eld. Tehdt az a € A allapotbdl kiindulva a két program egymédsutani
végrehajtdsa a kon (o, 8) egyesitett sorozatot eredményezi. Ez azonban nem redukalt, mert 7 (a) = ;.
Ezért az egyesitett sorozat redukiltjat tekintjiik a szekvencia eredményének. Legyen o € A*, 5 € A** és

X2 (@, B) = red (kon («, B)) .

5.1 Definicié: Legyenek S1,Ss C A x A** programok. Az S C A x A** reldcidt az Sy és So programok
szekvencidjanak nevezzik, és (S1; Se)-vel jeloljik, ha Va € A :

S(a) = {a€A®|aeS(a)}U
U{xs (a,8) € A |a€ S1(a)NA"AB € Sy (7 ()}

Megjegyzés:
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1. Ha a két program értékkészlete csak véges sorozatokat tartalmaz, akkor a szekvencia is csak véges
sorozatokat rendel hozzd az dllapottér pontjaihoz.

2. Determinisztikus programok szekvencidja is determinisztikus reldcio (fiigguény).
A programkonstrukciékat tobbféleképpen is dbrézolhatjuk. Ezek egyike a struktogram. Legyen Si, S
program. Az S = (S7;52) szekvencia struktogramja:

S1
So

5.1 Feladat: Adjuk meg az S = (S;;93) szekvencia dltal megoldott feladatot, ha Sy és So &ltaldnos
értékadés program!

A madsodik konstrukciés technika az eldgazds (feltételes utasitds, case szerkezet), ahol mas-mds pro-
gramot hajtunk végre feltételtdl fiiggden.
5.2 Definicié: Legyenek w1y, ..., mm 1 A — 1L feltételek, Si,..., Sy programok A-n. Ekkor az IF C A X
A** relaciot az S;-kbdl képezett m;-k dltal meghatdrozott eldgazdsnak nevezziik, és (w1 : S1,.. ., Tm + Sm)-
vel jeloljiik, ha Ya € A :

IF (a) = (U w; (a) Ui (a)

ahol Vi € [1..m]:

, kiilénben

w; () = { Sil({a), ha a € [m;]
¢ ). haa ¢ U2, [
_ a,a,a,...), haa¢ UL, [m;
wo (@) = { (), kiilonben.

Megjegyzés:

1. Ha a feltételek nem diszjunktak, akkor az eldgazds barmelyik olyan S; dg vdlasztdsat megengedi,
amelyre m; igaz.

2. Az elagazdsoktol a gyakorlatban azt is megkoveteljik, hogy a feltételek diszjunktak legyenek és
U, [mi] = A teljesiiljon (Miért?).

Az IF = (w1 : S1,...,7Tm : Sm) eldgazds struktogramja:

|

N7 [N\ | N | oo | T
Sl SQ Sm

5.2 Feladat: Milyen Pascal szerkezetnek felel meg a (7 : S; 'n : SKIP) eldgazas?

A harmadik konstrukciés technika a ciklus, amelyben egy meglévd programot egy adott feltételtdl
fiiggben valahdnyszor végrehajtunk. Legyen S a program és 7 az adott feltétel. Ezutdan a kovetkezdképpen
jarunk el:

1. Ha az a € A kiindulé pontban 7 nem igaz, akkor az S programot nem hajtjuk végre és a ciklusbdl
kilépiink.

2. Ha 7 igaz, akkor az S programot végrehajtjuk és eredményiil kapunk egy « sorozatot.

3. Ha « véges és a 7 () pontban 7 nem igaz, akkor kilépiink a ciklusbél.

4. Ha « véges és a 7 (a) pontban 7 igaz, akkor a 7 («) pontbdl indulva megismételjiikk az el6z6
lépéseket a 2. ponttdl.

A vazolt eljérdssal - n ismétlést (iterdciot) feltéve- az at, a2, ..., a™ sorozatokat kapjuk, amelyekre fennall,
hogy a',...,a"" ' € A*, a' € S(a), &® € S (7 (a')), ...,a" € S (7 (a"7')). Ha a™ végtelen, akkor sem
S, sem a ciklus nem fejez6dik be. Ha a™ véges, akkor két eset lehetséges. Ha 7 igaz a 7 (o) pontban,
akkor folytatjuk a ciklust a 7 (a™) pontbdl kiindulva. Ha 7 nem igaz, akkor a ciklust befejezziik. Ez

1
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esetben a ciklus a kon (ozl7 . ,a”) egyesitett sorozatot eredményezi. Ez a sorozat a szekvencia esetéhez
hasonléan nem redukalt, mert 7 (al) =al T (a2) = af, stb. Ezért az egyesitett sorozat redukaltjat
tekintjiik a ciklus, vagy iterdcié eredményének.

Sziikségiink van a kovetkezé jelolésekre: Legyen al,a?,...,a" ! € A* és o € A**. Ekkor
Xn (a a?,. ,a”) =red (kon (al, a?, ... 7a”)) )
Ha o' € A* (i € N), akkor
Xoo (al,on, .. ) =red (kon (al,a2, .. )) .

5.3 Definicié: Legyen 7 feltétel és S program A-n. A DO C A x A** relacidt az S-b6l a 7 feltétellel
képezett ciklusnak nevezzik, és (mw,S)-sel jeloljik, ha

1. Ya ¢ [x]: DO (a) = {{a)},

2. Ya € [n]:
DO(a) = {a€A”|ImeN:a=y, (!, a?.. ")/\ocleS(a)/\
AVie[l.n—1]: ot e S (7 (a Z)/\7’( 9 e A
Ala™ € A® V (o™ EA*/\T(OZ )¢ [7])}uU
U{a e A® | a=x, (o}, a? )/\a1€Sa/\
AVi € N: ot e S (7 (a )) T(oﬂ)e 1}
Megjegyzés:

1. Determinisztikus programbdl képezett ciklus is determinisztikus.

2. A ciklus értékkészlete tartalmazhat végtelen sorozatot akkor is, ha az S program csak véges soroza-
tokat generdl (soha nem jutunk ki a 7 feltétel igazsdghalmazdbdl).

A DO = (m, S) ciklus struktogramja:

|
—s

Igazoljuk a kiovetkezd eredményt.
5.1 Tétel: A szekvencia, az eldgazds és a ciklus program.
Bizonyitas: Mindhdrom program A x A** tipusu reldcié és mindhdrom esetben Dg = A. A mdsik két
tulajdonsdg igazoldsa a kovetkezo:

1. Szekvencia: a € A, @ € S (a). Ha a € 57 (a), akkor S; program volta miatt a; = a és o = red ().
Ha a = x, (al,aQ), ahol a! € Si(a) é¢s a® € S (7' (al)), akkor y, definiciéja miatt a redukilt és
a; = al =a.

2. Eladgazés: a € A, o € IF (a). Ekkor

a e U w; (a).

Ha o € wg(a), akkor o = (a,a,...) kielégiti a két kritériumot. Ha Ji € [l.m] : a € w; (a), akkor
a € S; (a) és mivel S; program, a; = a és a = red ().

3. Ciklus: a € A, a € DO (a). Ha a ¢ [r], akkor o = (a), ami teljesiti a program kovetelményeit. Ha
a € [r], akkor két eset lehetséges:

(a) Hoae A" ésIneN:a=y, (al, a?,. .., a”), al € S (a), akkor y,, definici6ja miatt o redukalt
és a; = al =a.

(b) Ha a € A® és a = x (o', a?,...), a' € S(a), akkor x,, definicidja miatt o redukalt és ; =
al =a.

Q.E.D.
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2.4 A programkonstrukcidk programfiiggvényei

A hérom programkonstrukcié programfiiggvényeit hatédrozzuk meg.
6.1 Tétel: Legyen A dllapotiér, Sy, So programok A-n, S = (S1;52) a beldlik képezett szekvencia. Ekkor

p(S)=p(S2) Op(S1).
Bizonyitas: Emlékeztetiink arra, hogy a programfiiggvény definicidja:
p(S)={(a,b) | S(a) CA*AJa € S(a): T (a) =b}.
Esetiinkben (feltéve, hogy minden sorozat véges):

(a,a’) € p(S2) Op(S1) <
e A:(a,b) €p(S1)A(ba)€p(S) <
Jae Si(a):7(a)=bATB €S (b):7(8) =d
X2 (@, B) € S(a) AT (x3 (o, B)) = a' &
(a,a’) € p(5).

QED.

6.2 Tétel: Legyen A dllapottér, Si,Ss,...,Sm programok A-n, valamint 7y, 7o, ..., Ty : A — L
feltételek A-n, IF = (w1 : S1,...,7%m : Sm). Ekkor

1. Dp(IF) = {a €Alac um, [mi] AVj €[l.m]:a€ [7Tj] =ac Dp(Sj)}

2. Va € Dp(IF) :

p(IF)(a) = UL pw;(a),
et (5)(a), haaeln]
) o p(o;)la), aac |m;
pwi (a) = { ¢, kiilonben

Bizonyitas:
a € Dp(lp) <~ IF (a) CA* —
Jie[l.m]:a€ [m] AU w; (a) C A* <=
Ji:ae[m]AVje[l.m]:a€nj]=ac Dy(s,)-
Legyen a € Dyrr). Ekkor
p(IF)(a) = 7 (U w;i (a)) = UL pw; (a) .

Q.E.D.
Megjegyzés: Ha az eldgazdsfeltételek lefedik az egész dllapotteret, akkor mindig van olyan m; dllitds,
amelyik igaz.
Sziikségiink van a kovetkez6 fogalmakra.
6.1 Definici6: Legyen R C A x A és n € N. Az R reldcié n-edik hatvanya (n > 1):

RM™ = {(a,d’) € Ax A|3ag,a1,...,a, € A:
(Vie[l.n]: (aj—1,a;) E R)Nag=aAha,=a"}.

Az R reldcio 0-adik hatvanya (tkp. ida):
RO ={(a,dye AxAla=d'}.
Megjegyzés: R = RO R™ Y, RM =R és (idA)(n) =ida. Ertelemszertien

R™ (a) = {d € A|3ag,ay,...,a, € A:
(Vi € [1l.n] : (aj—1,a;) E R) Nag =aNa, =d'},

RW(a)=R(a), R (a)={a}.

17



6.2 Definicié: Az R C A x A reldcid lezdrtian az R C A x A reldciét értjik, amelyre
Di={a€A|Pa€ A®:(a,a1) € RAVi EN: (o, ;1) € R}
és Va € Dg:
E(a)z{beA\b¢DRA3keNO;beR<k>(a)}.

Megjegyzés: A relacid lezdrtja olyan pontokban van értelmezve, amelyekbdl kindulva a reldciot nem lehet
végtelen sokszor egymds utdn alkalmazni (a pontbdl nem indulhat végtelen "lanc”, csak véges). Ezekhez
a Dg-beli pontokhoz olyan pontokat rendel, amelyek nincsenek benne az eredeti reldcio értelmezési tar-
tomdanydban. Tkp. a véges lancok kivezetnek Dg-bdl. Tehdat Dr N Ry = 0.
Vizsgédljuk meg az R reldcié lezdrdsit. Az eredeti Dp értelmezési tartomdnyt felbonthatjuk két dis-
zjunkt halmaz unidjéra:
Dr=DrUDR,

ahol D% azon pontok halmaza, amelybdl csak véges ldnc indulhat, D® pedig azoké, amelyekbdl indul
végtelen ldanc. Bontsuk fel az A édllapotteret hdrom diszjunkt halmaz uniéjara:

A= (A\Dg)UDjpUDY.
Legyen a € A\ Dp. Minthogy #b € A : (a,b) € R, azért a € Dg. Kovetkezésképpen
Dy = (A\ Dg) U D5,
Tekintsiik az R (a) halmaz (a € Dg)

{beA\b¢D3AbeR<0>(a)}

részhalmazét: b € R (a) <= a =b ¢ Dg. Ez csak a € A\ Dp esetén lehetséges, amikor b = a. Tehat

T (a) = {a}, haae€ A\ Dp
Y=V {bcA|b¢DrAkEN:be RP (a)}, haaec Dy

Vegyiik észre, hogy itt Ny helyett N-et frhattunk és
R(a)=1ida(a) (a€ A\ Dg).

Osszegezve: alezéras egyrésat lesziikiti az R reldcié értelmezési tartomanyat, masrészt kiterjeszti a reldciot
az A\ Dpr halmazra, ahol az identitds reldciéval lesz azonos.

Legyen A tetszoleges allapottér, S C A x A** program, 7 feltétel A-n és DO = (w,S). Vizsgdljuk a
DO ciklus programfiiggvényét!
Emlékezteto: Az S program programfiiggvénye:

Dp(S) = {CLG A ‘ S(a) - A*},
p(S) (a) {beA|3ae S(a):7(a) =0}
= 7(5(a)) =(rO5)(a).

Esetiinkben
a € Dp(DO) <~ DO (a) C A*

csak két esetben lehetséges:
DO (a) = {a}, haa ],

DO(a) = {a€A*|IneN:a=y, (a'a? . ...,a") Aot € S(a)A
AVi€ [l.n—1]: ot € S (7 (a')) AT (o) € [7] A
AT (") ¢ 7]}, haa€[n].
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Vegyiik észre, hogy 7 () = 7 (™)! Ezért a fenti két esetben
p(DO)(a) = {a}, haa¢]r]
és
p(DO)(a) = {r(a")€A|IneN:3ala*...,a":a' € S(a)A
AVi€ [l.n—1]: o't € S (1 (")) AT () € [7] A
AT (a™) ¢ [7]}, haa € [n].

Az utébbi kifejezést a b € S (c) = 7(b) € 7(S(¢)) = p(S) (c) Osszefiiggés miatt felirhatjuk a kovetkezd
formdban is:

p(DO) (a) = {T(a”) €A|dne N:3r (al) ,...,T(an) : T(al_) ep(S) (a)A
AVi € [Ln—1] : 7 (1) € p(9) (7 (o)) AT (o) € [7] A
AT (") ¢ [7]}, haac€[n].

Vegyiik észre, hogy 7 (™) € (p (S))(n) (a), a € [r], a € Dy(s) és a 7 (a™)-hez vezetd 7 (al) ..., 7 (a™™1)
lénc minden tagjdra 7 (ai) € [n] teljesiil. Indokolt bevezetniink a kovetkezd fogalmat.
6.3 Definici6: A p (S) reldcié megszoritdsa o 7] igazsdghalmazra:

P (), = (S) N ([] x 4).
Ekkor
Dy(s),,; = Dp(s) N [7].-

Kénnyen ldthato, hogy az a € Dys) N [7] pontban p (DO) (a) tulajdonképpen a p (S, reldcid lezdrasa.
Bontsuk fel p (5),(;) értelmezési tartomanyas

DP(S)\[W] = D;(S)\[w] Y Dg?s)\[ﬂ

alakban. Ertelemszerfien
Dyoy = ["1]U Dys) -

A p(5)y relécid lezdrasdnak értelmezési tartomdnya:

D

P |m (A \ Dp(S)u«]) v D;(S)\m =[] U ([7]\ Dy(sy) U D;(S)Hw]'

Az a € ['r] esetben
p(S)\[w] (a) = {a} =p(DO) (a).
Ezt figyelembevéve a kovetkezd eredményt kapjuk.

6.3 Tétel: Legyen A tetszbleges dllapottér, S C A x A*™ program, w feltétel A-n, DO = (r,S). Ekkor

Dypoy = ["]U Dys), €5

p(DO)(a) =p(8)|;z (a) (a € Dpnoy) -

2.5 Levezetési szabalyok

A programkonstrukcick és a specifikacié kapcsolatat vizsgaljuk. Emlékeztetiink arra, hogy egy S program
R utofeltételhez tartozé leggyengébb eldfeltételének neveztiik azt az [f (S, R) allitdst, amelyre

[Lf (S,R)] = {a € Dys) | p(5) (a) C [R]}.

Legyen @ és R két allitdas A-n, S program. A
{Q} S{R}
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szimbdlum azt jeloli, hogy a € [Q] esetén p(S)(a) C [R]. A Q allitdst (predikdtumot) elbfeltételnek
nevezziik. Vildgos, hogy [Q] C [If (S,R)] és @ = If (S, R).
7.1 Tétel (A szekvencia levezetési szabdlya): Legyen S = (S1;S2) szekvencia, Q, R és Q' dllitdsok A-n.
Ha

(1) Q= 1f (S1,Q) és (2) Q' = 1f (52, R),

akkor Q = 1f (S, R).
Bizonyitas: Legyen ¢ € [Q]. Ekkor (1) miatt ¢ € D,g,) ¢s p(S1)(¢) C [Q']. A (2) feltétel miatt
Q') C Dysyy 65 V' € Q' < p(S5) (¢) C [R). Batxt p(S5) O p(51) (g) C [R], azar g € [If (S, R)]. QED.
7.1 Kévetkezmény: A specifikacid tételébol (Ha Yb € B esetén Qp = 1f (S, Ry), akkor az S program
megoldja az F feladatot.) és 7.1 Tételbdl kivetkezik, hogy ha Sy és Sy olyan programok, amelyekre a
paramétertér minden pontjaban Qp = 1f (S1,Q}) és Q) = 1f (S2, Ry) teljesiil, akkor (Si;S2) megoldja a
Qp, Ry parokkal megadott feladatokat.
7.2 Tétel (A szekvencia levezetési szabdlyanak megforditdsa): Legyen S = (S1;S2) szekvencia, Q és R
olyan dallitasok A-n, amelyekre @ = 1f (S, R). Ekkor 3Q’' : A — L dllitas, hogy

(1) @=1f(51,Q") és (2) Q" = 1f (52, R).
Bizonyitas: Legyen Q' = If (S2, R). Ekkor (2) teljesiil. Tth. (1) nem teljesiil. Ekkor 3¢ € [Q] : ¢ ¢
[1f (S1,1f (Sa2, R))]. Két eset lehetséges:

a) ¢ ¢ Dp(s,), ami ellentmondds a [Q] C Dysy C Dpg,) feltétellel;

b) p(S1) (q) € [If (S2, R)]. Legyen r € p(S1) (¢) \ [If (S2, R)]. Két eset lehetséges:

r ¢ Dp(s,), ami ellentmondéds a ¢ € Dy(s,)0p(s,) feltétellel.
p(S2) (r) € [R]: Legyen s € p(S2)(r) \ [R]. Ekkor s € p(S)(q) és s ¢ [R], ami ellentmond a

p(S) (¢) C [R] feltételnek. Q.E.D.
7.3 Tétel (Az eldgazds levezetési szabdlya): Legyen IF = (w1 : S1,...,Tm : Sy eldgazds, Q és R dllitd-
sok A-n. Ha Vi € [1.m] : Q Am; = 1f (S;, R), akkor

QANWVitim)=1lf(IF,R).
Bizonyitds: Legyen ¢ € [Q] és tfh. Ji € [1.m] : ¢ € [m;]. Ekkor ¢ € Dp(;p), ui.
Vj € [l.m]:q € [r;] = 1f(Sj,R) = q € Dys,)-
Mivel Vj € [1.m] : ¢ € [7;] = p(S;) (¢) C [R], azért

p(IF)(q) = Yjep..mp (55) (9) € [R].
q€[m;]

Tehdt q € [If (IF,R)]. Q.E.D.
7.2 Kévetkezmeény: Legyen adott az F feladat specifikicidja (A, B, Q, R). Ekkor, ha Vb € B paraméterre
és V.S; programra Qp A m; = 1f (S;, Rp), és Yb € B paraméterhez van olyan ; feltétel, amelyre b € [r;],
akkor az IF program megoldja a Qy, Ry pdrokkal definialt feladatot.
7.4 Tétel (Az eldgazds levezetési szabalydnak megforditisa): Legyen IF = (w1 : S1,...,Tm : Sm) eldgazds,
Q és R olyan dllitasok A-n, amelyekre

QAN (Vilym) = If (IF,R).

FEkkor Yi € [1.m]: Q Am; = 1f (Si, R).
Bizonyitds: Indirekt: tth. 3i € [1.m] : [Q Am;] € [If (Si, R)]. Legyen q € [Q A ;]\ [If (Si, R)]. Két
eset lehetséges:
q ¢ Dp(s,), ami ellentmond a ¢ € D) feltevésnek.
p(S:) (¢) € [R]. Ekkor p(S;) (¢) C p(IF) (¢) C [R] miatt ellentmondds. Q.E.D.
Megjegyzés: Nem elég az eldgazis levezetési szabdlydanak teljestilését vizsgdlni. Ellenorizni kell, hogy a
feltételek lefedik-e a feladat értelmezési tartomdanydt.
A ciklus levezetési szabdlya bonyolultabb. A cél:

DO véges lépésben terminaljon.
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Olyan P feltételt keresiink, amely:
1. Igaz a ciklus/iterdcié megkezdése el6tt;
2. Igaz az iterdcié alatt;
3. Igaz az iterdci6 befejezése utan.
A ciklus befejezésekor ', tehdt PA'm igaz. Ha PA'm = R, akkor a ciklus helyességét igazoltuk. A P
feltétel elnevezése: invaridns feltétel /tulajdonsdyg.
Bevezetiink tovabbd egy t : A — Z egész értékii fiiggvényt, amely
1. A program valtozéitdl fiigg;
2. Korldtot ad a sziikséges iterdcidk szamaéra,;
3. Minden végrehajtott iterdcié legaldbb 1-el csokkenti ¢ értékét;
4. t alulrdl korlédtos: ¢ > 0 termindlés elott.
A t fiiggvény elnevezése: korldtozd /termindld figgvény. A korlatozo fiiggvény biztositja, hogy a ciklusnak
termindlnia kell.
7.5 Tétel (A ciklus levezetési szabdlya): Legyen P dllités A-n, DO = (7,S) ést: A— Z. Ha
(1) PA\m=1t>0,
(2) PAN7=1f(S,P),
(3) PAm AVt =1y = lf(S,t <to),
akkor P = If (DO, PA 7).
Megjegyzés: Ha Q = P és PA'w = R, akkor Q = 1f (DO, R).
A 7.5 Tétel bizonyitdsa: Legyen g a p (S) lesziikitése [r]-re, azaz g = p (S) N ([x] x A).
1. dllitas: Legyen q € [P A w]. Ekkor

vk € No : g (q) C [P].

Az allitést teljes indukciéval igazoljuk: k = 0 esetén g(© (q) = q € [P]; Tfh. g™ (q) C [P]. Legyen
r € g% (q) tetszOleges. Két eset lehetséges:
r € [PAr]. Ekkor a ciklus termindl, g (r) =r € [P].
r € [P Ax|. Ekkor (2) miatt r € Dys) és g (r) =p(5) (r) C [P].
Tehat g1 (q) C [P].
2. allitas: Legyen g € [P A 7). Ekkor
In <t(q): 9™ (q) C 7).

Indirekt bizonyitds: Tfh. Vn : ¢ (q) C [r]. A ¢ € A pontban P A7 At = t(q) (to = t(q)) igaz,
amibél (3) miatt kovetkezik, hogy

qe[lf (S,t<t(q))] <= q€ DysyAp(S)(q) [t <t(q))]

Legyen b € p (S) (q) tetszbleges. Ekkor ¢ (b) < t(g), ahonnan maxyc,(q) t (b) < t(¢). Hasonléan igazoljuk,
hogy
tkr1 =  max t(b) < max t(b) =tg.
beg*+1) (q) beg™ (q)
Minthogy
beg®tD (q) = Jz e g™ () : (z,g) €y
és a z pontban P A7 At =t} igaz (mert g™®) (¢q) C [n], z € [x]), azért

ze[[lf (S,t <th)]] <= 2z € Dypsy Ap(S) (2) C(t <ty)].
Minthogy b € p(S) (z), azért t (5) < tg. Tehat tr11 <ty és fenndll, hogy

beg<%?§1>(q) t(b) < begr(rtlgg(q) th)<...< brélgaé)t(b) <t(q).
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Minthogy itt ¢ (¢) +1 darab egymadstol kiilonbozd és ¢ (g)-nél kisebb egész szdmrol van sz, szitkségképpen

max t(b) <0
beg(tH@+1) ()

kovetkezik. Ez ellentmond (1)-nek (¢ > 0).
A két &llitds utdn a tétel bizonyftasa a kovetkezd. Legyen q € [P] tetszbleges. Ekkor vagy q € [PA™'7w],
vagy q € [P A 7).
Ha ¢q € [PA'], akkor a ciklus definiciéja alapjén p (DO) (¢) = {q} C [PAw]. Tehdt q € [If (DO, PA'r)].
Ha ¢ € [P A 7], akkor a 2. allitds miatt

dn e Np: g(") (q) C ['n].

Ez azt jelenti, hogy ¢ € Dp(po) (n-nél révidebb ”lancok” is indulhatnak ¢-bél, de azok is [7]-ben kell,
hogy végzbtdjenek). Definicié alapjan
p(DO)(q) € ['n].
Az 1. &llitas miatt
p(DO)(q) C [P].
Tehat
p(DO)(q) € [PAn].
Kovetkezésképpen
q € [lf (DO, PA)].

Tehat P = If (DO, PA\'wr). Q.E.D
Vizsgaljunk meg néhany példdt. A ciklust a kévetkezd "metanyelvi” leirdssal adjuk meg:

while 7
S

end

A Q eldfeltételt, R utéfeltételt, a P invaridns &llitast és a t korldtozo6 fiiggvényt belefoglaljuk a fenti
leirasba:

{Q}
{P: az invaridns allitds}
{t : korldtozo fiiggvény}
while 7

S

end
{R}

A ciklus helyességét a kovetkezOk szerint kell ellenérizni:
1. Igazoljuk, hogy P igaz a ciklus megkezdése el6tt.
2. Igazoljuk, hogy {P A7} S{P}, azaz P tényleg invaridns.
3. Igazoljuk, hogy PA'mr = R, azaz termindlds utdn az R utdéfeltétel bekovetkezik.
4. Tgazoljuk, hogy P Am = (t > 0).
5. Igazoljuk, hogy {P A7} (to=1t; S) {t <to}.
7.1 Feladat: Formalisan igazoljuk a fenti 6t pontot a kovetkez6 harom példédral
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7.1 Példa: Az algoritmus kiszdmitja az i = 27 (i < n < 2¢) mennyiséget.

{n >0}
1:=1;
{P:0<i<nA@p:i=2P)}
{t:n—1i}
while 2x7 <n

1:=2%1
end
{R:0<i<n<2xiA@p:i=2P)}

7.2 Példa: Az algoritmus kiszamitja az n-edik Fibonacci szdmot n > 0 esetén (fo = 1, f1 = 1 és
fn = fon-1+ fn—2, han>1).

{n > 0}

t,a,b:=1,1,1;

{P:lgign/\azfi/\bzfi_l}

{t :n—1i}

while i < n
i,a,b: =1+ 1,a+b,a

end

{R:a=f,}
7.3 Példa: Az algoritmus kiszamitja a ¢ hanyadost és az r maradékot, amikor z-et y-al osztjuk.

{x >0Ay >0}
q,7:=0,z;
{P:0<rAO<yAgxy+r=uc}

{t:r}

while r > y
Tqi=r—y,qt1
end

{R:0<r<yAg*xy+r=c}

3 Programszerkezetek analizise

A programok szerkezetét irdnyitott gréaffal abrdzoljuk. Feltessziik, hogy minden program (és részprogram)
determinisztikus (fiiggvényrelacio).

3.1 Grafelméleti alapfogalmak

8.1 Definicié: A grdaf pontokbdl és a pontokat dsszekdtéo vonalakbdl dllo alakzat. A graf pontjait szogpon-
toknak, vagy csicsoknak nevezzik. A graf két szogpontjat osszekotd olyan vonalat, amely nem megy dt
mdas szogponton, élnek nevezzik.

A szogpontok halmazit V' (vertex), az élek halmazit E (edge) jelsli. A G grafot a G = (V, E) par
adja meg. Egy e € E élt a rendezetlen [u,v] par ad meg, ahol u,v € V. Az u és v csicsok az e él
végpontjai.

Az [u,u] € E élt huroknak nevezziik. Az e, e’ € E éleket tobbszoros éleknek nevezziik, ha ugyanazt a
két pontot kotik ossze, azaz e = [u,v] és € = [u,v].

A hurkot és tobbszos éleket nem tartalmazé grafokat egyszert: grdfoknak nevezziik egyébként pedig
multigrafnak.

8.2 Definicié: Az u € V csics ¢ (u) fokdn az u csicsot tartalmazd élek szamdt érjik. Ha ¢ (u) = 0,
akkor az u cstcsot izoldltnak nevezzik.
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8.3 Definicié: A G grdf iires, ha E = 0. Teljes a grdf, ha minden szégpontpdr éllel van sszekitve.
8.4 Definicié: Az u,v € V csucsokat dsszekdtd n hosszisagi vonalnak nevezzik az eqgymdshoz csatlakozo
{[vic1,vi]}i, élek sorozatdt, ha vo = u és v, =v. A vonal zdrt, ha vy = v,. A vonalat ttnak nevezziik,
ha a vg,v1,...,v, csicsok a vy = v, lehetdség kivételével egymdastdl kilonboznek. A zart utat kornek
nevezziik.
8.5 Definicié: A grdf dsszefiiggd, ha barmely két szégpontjat it koti dssze.
Kovetkezmény: Ha egy grif nem dsszefliggd, akkor van legaldbb egy olyan szégpontja, amelybdl nem
vezet Ut az 0sszes tobbi szégpontba.
8.6 Definicié: Azok a szégpontok, amelyek eqy adott szdgpontbdl ttal elérhetdk, a hozzdjuk illeszkedd
élekkel eqyiitt a graf eqy 6sszefiiggd komponensét alkotjak.
8.7 Definici6: Az olyan 6sszefiiggd grafot, amelyben nincsen koér, fanak nevezziik.

Ha a fanak n csucsa van, akkor pontosan n — 1 éle van.
8.8 Definicié: A G grifot cimkézettnek nevezziik, ha az éleihez adatokat rendeliink. Ha minden e éléhez
egy w (e) > 0 szdamot rendeliink, akkor silyozott grafrol beszélink.
8.9 Definicié: A G grifot végesnek nevezziik, ha V és E véges halmazok.
8.10 Definicié: A G = (Vy, Es) graf a G = (V, E) grdf részgrifja, ha Vs CV és E; C E.
8.11 Definicié: A grdf rangja, vagy ciklomatikus szdma V (G) = e —n + p, ahol e az élek szama, n a
szogpontok szdma és p az dsszefliggd komponensek szima.
Megjegyzés: A ciklomatikus szam azonos a "linedrisan figgetlen” korék mazimdlis szamaval. Oszefiiggd
grif esetén V (G) =e—n+ 1.

B C
A B C
o———0©
o———— ¢
D E F

Irdnyitatlan grafok

8.12 Definici6é: A G = (V, E) grdfot iranyitotinak vagy digrifnak (directed graph) nevezziik, ha minden
élét iranyttjuk.

Ekkor F rendezett parok halmaza. Az e = [u,v] € E élnek u a kezdépontja és v a végpontja. Egy
u € V cstcspont ¢y, (u) bemend foka, vagy be-foka az u szogpontban végzdds élek szdma. Az u cstcspont
or; (u) kimend foka, vagy ki-foka az u pontbdl indulé élek szama.

Az u € V csicspontot forrdsnak nevezziik, ha ¢y; (u) > 0, de ¢, (u) = 0. Az u € V csicspont nyeld,
ha ¢; (u) =0, de ¢y, (u) > 0.

24



Az irdnyitott vonal, ut és kor definicidja hasonlé az eredeti definicidhoz azzal az eltéréssel, hogy az it
(és a kor) esetén az élek irdnyitdsa meg kell, hogy egyezzen az vonal irdnyitdsdval.

Az v cstcs elérhetd az u csucsbdl, ha létezik u-bdl indulé és v-ben végzddd irdnyitott t.
8.13 Definicié: A G = (V, E) irdnyitott graf dsszefiiggd, ha az irdnyitdsok elhagydsdval kapott graf
0sszefliggo.
8.14 Definicié: A G = (V, E) irdnyitott grdf erdsen sszefiiggs, ha barmely u,v € V csticsot iranyitott
él kot dssze.

Irdnyitott graf

A gréafok és relaciok szoros kapcsolatban allnak egymadssal:
1. Legyen G = (V, E) irdnyitott graf. Ez megfeleltethet egy R C V x V reldciénak:

R ={(u,v) | e=[u,v] € E}.
2. Legyen R C A x B reldcié. Ez megfeleltethets egy (V, E) grafnak:

V=AUB, E={e=][u,v]]|(u,v) € R}.

3.2 Vezérlési grafok, blokkdiagramok

A program utasitdsai egy irdnyitott gréfra képezheték le, amelyben az utasitdsoknak a csomépontok
felelnek meg, a graf élei pedig az egyes utasitdsok utdn a kovetkezd 1épésben végrehajhaté utasitdsoknak
megfeleltetett csomdépontokat jelolik ki.

A graf csomépontjaihoz dltaldban tobb bemend- és kimen&él csatlakozik (1. dbra).

O

1. dbra



Az utasitdsoknak (csomépontoknak) kettds funkcidjuk lehet:
- transzformdciét hajtanak végre az adattéren
- kijelolik a kovetkezd végrehajtando utasitast (kivdlasztjdk azt a kimendélt, amelyen a vezérlés
tovabbhalad).
A fenti gréafot célszeriien kétféle tipusu grafelemre bontjuk (2. dbra):

2. dbra

A baloldali négyszog (deltoid) vezérlési csomdpont, az utasitdsnak mint elemi fiiggvénynek azokat
a funkcioit reprezentalja, melyek az adatteret (dllapotteret) érintetleniil hagyjak. Feladata kizdrdlag a
kovetkezt utasitds (csomépont) kijelolése. A fekvd téglalap az adatteret transzformaélja. Az ilyen tipusd
csomoépontbol csak egy kimendél fut ki. Tehdt a kovetkezd utasitds egyértelmiien meghatédrozott.

Kikotjiik, hogy a vezérlési csomépontokbdl kizérolag két él futhat ki. Ebben az esetben a vezérlési
csomépontokat dontési (predikdtum) csomdpontoknak nevezziik.

Ennek figyelembevételével az el6z6 grafot (2. dbra) a kovetkezOképpen helyettesithetjiik (3. dbra):

3. 4bra

A dontési csomépontok kétirdanyu eldgazdst reprezentalnak. Ennek analdgidjara bevezetjiik a gyiijtod
csomépontot, melyen feladata kizdrdlag az, hogy a kétirdnybdl érkezé vezérlést egyesitse (4. dbra):

4. &bra

Ez a csomépont nem hajt végre transzforméciot az allapottéren. Az 1j csomépont fogalom segitségével
a 3. dbra grafja dtirhat6 a kovetkezd alakba (5. dbra):
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5. 4bra

Ha eltekintiink attdél, hogy a csomépontokban ténylegesen milyen dontés, vagy transzformécié jat-
sz6dik le, tehat csak a graf szerkezetét tekintjiik, akkor az utébbi tipusu gréafokat (a sziikebb értelemben
vett) vezérlési grafoknak nevezziik.

A programokat sok esetben blokkdiagram segitségével dbrazoljuk. A blokkdiagramot egy vezérlograf
és a graf egyes csomépontjaihoz rendelt adattranszformacick, illetve lekérdezések (tesztek, predikatumok)
hatdrozzak meg. Ezt a hozzarendelést a vezérlési graf (egy adott programnak megfeleld) interpretécioja-
nak nevezziik (6. dbra).

igaz

hamis

> 9

6. dbra

A 6. dbra az I[F = (P: f,'P : g) eldgazdsnak felel meg (szoveges lefrasban: if P then f else g).
A blokkdiagramban csak adattranszformdcios, dontési és gyiijté csomoépontokat engediink meg.
9.1 Definicié: A wvalddi program egy olyan dsszefiiggd irdanyitott graf, amelyre igazak a kévetkezok:
1. Véges szami nemzérus bemendéllel és kimendéllel rendelkezik;
2. Csomdpontjait predikdtumcsomdpontok, fiigguénycsomdpontok és gyiijtocsomdpontok alkotjik;
3. Minden csomdponton dt vezet legaldbb eqy bemendéllel kezd6do és kimendéllel végz6do titvonal.
A programgréafot ki szokds egésziteni az inditasi (START) és a befejezési (HALT, STOP) csoméponttal.
Példa (nem valédi programra)

7. dbra
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A P, aés b jelil csomépontokon keresztiil nem vezet ttvonal a bemenééltél a kimenédélhez.
9.2 Definicié: Két programot (programgrifot) ekvivalensnek nevezink, ha a programfiggvények mege-
gyeznek.

Példa (ekvivalens programgrafokra):

f
hamis
igaz f
a)
hamis
hamis—’ f P
igaz
igaz f =
b)
8. dbra

Az a) esetben a programfiiggvény:
ha d € [P], akkor p (S) (d) = f (d),
egyébként
ha f (d) € [P], alkkor p(S) (d) = f® (d),

azaz a programfiiggvény p(S)(d) = f+V (d) feltéve, hogy f@ (d) ¢ [P] (i = 0,1,...,n — 1) és
f@(d) € [P]. Ttt

FO@=f ("0 @), O =d, VD)= f(d).

A b) esetben a programfiiggvény:

ha d € [P], akkor p(Q) (d) = f (d),
egyébként egy (utéteszteld) iterdcio kezdédik, amelybdl akkor 1épiink ki, ha f@ (d) ¢ [P] (i = 1,...,n—1)
és f(™ (d) € [P]. Ezutdn még végrehajtodik az f (f(™) (d)) leképezés. Tehdt p(Q)(d) = fV (d)
feltéve, hogy f@) (d) ¢ [P] (i =0,1,...,n —1) és f") (d) € [P].

Igazoltuk, hogy a két program ekvivalens.

3.3 A struktiralt programszerkezet

Strukturaltnak, vagy D (Dijkstra) grafnak neveziink egy vezérlési grafot, ha
- meghatdrozott tipusd elemi részekbdl tevodik 6ssze,
- és a részekbdl valo osszedllitds bizonyos szabdlyoknak tesz eleget.
A strukturalt grafok elemi részgréfjai a kovetkezok:
1. Szekvencia (begin f1, f2,..., fn end, vagy B (f1, f2,... fn)):
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9. dbra

2. Feltételes eldgazds:
if P then f , vagy IT (P; f) szerkezet:

- f
igaz

hamis
> P

10. abra

if P then f else g, vagy ITE (P; f;g) szerkezet:

igaz
- =]

hamis

> g

11. 4bra

Az IT (P; f) szerkezet az ITE (P; f; g) szerkezet speciélis esete (g = id, vagy SKIP).
3. Iterdcid, vagy ciklus (while P do f, vagy WD (P; f)):

hamis
-

\
)

igaz

12. abra

A strukturalt grafokat az aldbbi szabédlyrendszer alapjén szerkeszthetjiik:

1. Egyetlen csomépontbdl 4ll6, egy input és egy output éllel rendelkezé graf strukturélt graf;

2. A fenti elemi grafok strukturalt grafok;

3. Strukturalt griaf minden olyan vezérlési graf, amelyben a komponens strukturalt gréfokat egyetlen
csoméponttd zsugoritva strukturalt grafot kapunk.

Csakis a fentiek szerint szerkesztett grafokat tekintjiik strukturélt, vagy D grafoknak.
9.3 Definicié: Egy vezérlogrif lebontdsdnak azt az eljardst nevezzik, amelynek sordn a grafban eloforduld
hdrom alapszerkezet valamelyikét eqy csomdponttal helyettesitjiik és ezt az eljardst mindaddig folytatjuk,
amig ilyen helyettesités lehetséges. Ha a programgrdf végil az egqy csomdpontot tartalmazd blokkra re-
dukalodik, akkor ezt az énmagdban 6llo éllel helyettesityiik.
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9.4 Definicié: Azt a programot, amelynek a vezérlografja lebonthatd az énmagdban dll6 iranyitott élre,
strukturdlt programnak nevezziik.
Megjegyzések:

1. A lebontds szempontjabol az IT (P; f) és ITE (P; f;g) szerkezeteket azonosnak tekintjiik.

2. AWD(P;f) ciklus mellett szoktdk hasznalni a Do f until P, vagy DU (P; f) utdteszteld ciklust
is (13. dbra).

o : ] hamis

igaz

13. dbra

Ez nem strukturdlt program, de a lebontdskor annak tekintjiik.
Feladat: Igazoljuk hogy a 13. dbra programja ekvivalens az aldbbi strukturdlt programmal:

hamis

igaz

f

14. abra

Példa (strukturdlt program lebontdsa): Tekintsiik az aldbbi programgrafot.

15. abra

A graf lebontdsanak lépései a kovetkezok:
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B

16. 4bra

Példa (nem strukturalt valédi program)

L

17. 4bra

A program lebontdsa két 1épés utan elakad (18-19. &bra).
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18. abra

19. abra

Ez utébbi mar nem bonthaté tovabb mert az alsd, if then else alakhoz hasonlé szerkezet jobb alsé
sarkdban predikdtum csomdépont van.

Kérdés: Hozzd lehet-e rendelni minden nem strukturdlt valédi programhoz eqy strukturdlt programot?

Feladat: Igazoljuk, hogy a 20. a) dbra nem strukturélt programja ekvivalens a 20. b) dbra strukturalt
programjdval!

b)

20. abra
9.1 Lemma: Ha egy programgrifban az élek szima e, a predikdtumcsomdpontok szdma ny, a fiigguényc-

somdpontok szdma ny és a gylijté csomdpontok szima n., akkor e = 3n, +ny +1 és n, = ne.
Bizonyitas: Szdmoljuk meg a csomépontokba befuté élek szamét!

32



fiiggvény csomoépont: nys
predikdtum csomépont: ny,
gylijté csombpont: 2n,.
Osszesen: ny + ny + 2n,
Ehhez hozzdadjuk a HALT csoméponthoz vezetd 1 élt. Igy a bemend élek szama: n F+np+2n.+ 1.
A program csomdépontjaibdl kimutato élek széama:
fiiggvény csomoépont: ny
predikdtum csomépont: 2n,,
gylijté csombpont: n,
Osszesen: ny + 2n, + n,
Ehhez hozzdadjuk a START csomépontbdl kivezetd 1 élt. Igy a kimend élek szdma: n r+2n, +ne+ 1.
Minthogy
e=ng+np,+2n.+1=ns+2n,+n.+1

kapjuk, hogy n. =n, és e = 3n, + ny + 1. Q.E.D.
9.2 Lemma (Boéhm-Jacopini): Egy S program akkor és csak akkor strukturdlt program, ha felirhatd
B(g,h), vagy ITE (P;g,h), vagy WD (P;g) alakban, ahol P predikdtum, g és h strukturdlt programok.
Megjegyzések:

1. Az idires programot, amelynek vezérlési grifja az énmagdban dll6 irdnyitott él, is strukturdltnak
tekintjik.

2. A lemma megadja a TOPDOWN programtervezési mddszer hatterét is.

9.1 Tétel (Corrado Bohm-Giuseppe Jacopini, 1966): Barmely valédi programhoz meg lehet konstrudlni
eqy vele ekvivalens strukturdlt programot.

3.4 A struktiralatlansig jellemzoi

A kovetkezékben hdrom fontos példat mutatunk nem strukturélt programokra.
Példa (Bshm-Jacopini €23)

21. 4bra

A példa vezérlési gréafja tkp. egy ciklus hdrom kimendéllel.
Példa (két parhuzamos ciklus)
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22. abra

A program két parhuzamos ciklusbdl &dll, amelyek tobb kimendééllel rendelkeznek. Az A ciklus ezenkiviil
tobb belépdéllel is rendelkezik.

A ciklusba torténd rendellenes belépések, ill. kilépések nem strukturdltsdghoz vezetnek.
Példa (rendellenes eldgazasok)

$<
— - .
<

23. 4bra

L= ——=

A példa programja olyan két egymadsbafésiilt eldgazasbol all, amelyeknél rendellenes kilépések és
belépések (A rész) vannak.
9.2 Tétel: Egy program akkor és csak akkor nem strukturdlt, ha van olyan részgrifja, amely tobb ki-, ill.
belépd éllel rendelkezo ciklus, vagy eldgazds.

Tekintsiik az aldbbi négy nemstrukturalt programrészletet!
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Ted, e
oy ot

24. dbra

Az a) dbran tobb kilépd éllel, a b) dbran pedig tobb belépd éllel rendelkezd ciklust latunk. A a c)
abran tsbb kilepd éllel, a d) dbrén pedig t&bb bemend éllel rendelkez6 dontést (eldgazast) latunk.
9.3 Tétel: Egy nem strukturdlt programnak a 24. dbra grifjai kézil legaldbb kettot kell tartalmaznia.

3.5 Programok szerkezeti bonyolultsiaga

Programok szerkezeti bonyolultsdgat tobbféleképpen meérjiikk. McCabe javasolta 1976-ban a vezérldgraf
ciklomatikus szamdnak hasznalatat. Egy osszefiiggd (G, V) gréf ciklomatikus szdma: V (G) =e —n+1,
ahol e az élek szdma, n pedig a csomépontok szédma.

9.5 Definicié: A P programgrdf ciklikus bonyolultsigin az m (P) = e — n szdmot értjik.

Példa (strukturalt elemi részgrafok)

P
—_— e=1, n=0, m(P)=1

e=6, n=4, m(P)=2

e=5, n=3, m(P)=2

e=5, n=3, m(P)=2

25. abra

9.4 Tétel: Egy P programgraf ciklikus bonyolultsdgdra fenndll, hogy m (P) = n, + 1, ahol ny, a program
predikdtum csomdpontjainak szdma.



Bizonyitds: A 9.1 Lemma alapjdn e = 3n, + ny + 1. Mdsrészt n = n, +ny +n. = 2n, +ny. Ezért
e—n=mn,+1 QE.D.
9.5 Tétel: Nem strukturdlt program ciklikus bonyolultsiga legaldbb 3.
Bizonyitéds: A 9.3 Tétel alapjdn a program legaldbb két szerkezetét tartalmazza a 24. dbrdnak. Ezért
n, >2é m(P)>3. QED.

A strukturalt program lebonthaté egy ciklikus bonyolultsdgu programgréfra. Nemstrukturdlt program
bonyolultsdgédt lebontdssal csak bizonyos mértékig lehet csokkenteni.
Példa:

26. dbra

Az dbra nem strukturdlt programjdban 5 predikdtum csomoépont van. Ezért a program ciklikus
bonyolultsdgi szdma 6. Ha a programot lebontjuk, akkor a kévetkezé gréfot kapjuk:
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27. dbra

Ennek ciklikus bonyolultsaga: 4.

Kézenfekvé gondolat egy program bonyolultsdgét a lebontdssal elérheté ciklikus bonyolultsdgi szam-
mal mérni.
9.6 Definici6é: Jeldlje k a P programgrif olyan részgrifjainak szdmdt, amelyek az ITE, WD, DU
formuldk valamelyikével felirhaték. Ekkor a program lényeges bonyolultsigin az M (P) = m(P) — k
szdmot értyiik.

Az elézd példa esetén M (P) = 4, ami egyezik a lebontott graf ciklikus bonyolultsagédval.
Példa (strukturalt program)

| E—
| E— | E—
28. dbra

A programgréf ciklikus bonyolultsdga 4. Harom strukturalt részgréafja van, azaz k = 3. Ezért lényeges
bonyolultsaga M (P) = 1.

Nyilvanval6 a kovetkez6 allitas.
9.1 Allitas: A strukturdlt program lényeges bonyolultsdga 1.
Megjegyzés: A most tdrgyalt program bonyolultsagi fogalom csak egy a sok grifelméleti bazisu program-
mindségi mutatd kozil.
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4 Adattipusok és adatszerkezetek

Egy program/algoritmus adatokat alakit &t:

input adatok — kozbiilsé adatok — output adatok.

Az adatoknak bizonyos kovetelményeket kell kielégiteniiik: csak meghatdrozott tipusi adatok lehetnek.
Feladat: Vessiik ezt 6ssze a korabbi "memdriadllapot — memoriadllapot” koncepciéval!
Alapfogalom:
elemi adattipus
osszetett adattipus, vagy adatszerkezet
Az bsszetett adattipusok némi egyszeriisitéssel bizonyos tipusi adatok egyiittesei valamilyen sszefiiggés-
sel. A két alapfogalom k6zott nincs éles hatdr (van amit ide-is, oda is sorolnak).
Megjegyzések:
1. Szamos aziomatikus felépités létezik, de nincs dltaldnosan elfogadott.
2. Leginkdbb a program-, vagy metanyelvekhez kotédo leirdsokat haszndljuk.
3. Az adattipusok, adatszerkezetek géptol és programnyelvtdl fiiggnek (implementdlasfiiggok).
4. Az adattipusokhoz hozzd kell érteni a veliik végezhetd miweleteket is.
5. Vannak alaptipusok és beldliik létrehozhatd bonyolultabb, un. strukturdlt, vagy dsszetett tipusok.
(Pascal nyelvvel kezdve). Ezek mdr adatszerkezeteknek tekinthetdk.
Legyen L egy programnyelv, D pedig a nyelvben definidlhat6é adatok halmaza. Tetszbleges d € D
adatnak pontosan egy meghatdrozott tipusa van. Ezért a D halmaz felbonthaté

D=D, UD,U...

alakban, ahol ¢ # r esetén D;ND,. = () és T = {ty,ta, ...} az L nyelvben megengedett tipusok azonosit6ibol
4ll6 halmaz. Eszerint az L nyelv ¢ tipusd adatainak halmaza

Dy ={d|de D, tipus(d) =t}.

Legyen F' az L programnyelv miiveleteinek halmaza. Ezek a miiveletek lehetnek aritmetikai, logikai,
konverziés és egyéb miiveletek. Minden f € F miivelet egy

f:Dy XDy X ...x Dy, — Dy X Dypy x...xD

Tm

alaku leképezés. Formailag a programnyelvet a (D, F') par adja meg.
Adattipusok, adatszerkezetek megaddsdra az aldbbi kozelitést valasztjuk:
1. Alap adattipusok.
2. Strukturalt, vagy Osszetett adattipusok.
3. Mutaté tipus.
A strukturdlt, vagy Osszetett tipusokat az egyszer{i (és/vagy Osszetett) tipusokbdl képezziik valamilyen
konstrukcids elvvel.
A tq1,...,t, tipusokbdl képezett t € T tipust a

CZDtIXDtQX...XDt —>Dt

konstrukcids fiigguény (konstruktor) és az
Si:Dt_)Dti (ZZL,’I’L)

szelekcids fiigguény jellemzi. A t € T tipusu adatokat a C' leképezés értékkészlete adja, azaz

Dy ={C(di,...,dn) | dy € Dy,,...,dn €Dy }.

38



Ha d € Dy, akkor S;(d) adja meg a t-tipusi adat t;-tipusi komponensét (6sszetevdjét). A C és S;
figgvényeknek ki kell elégiteniiik a kovetkezd szabalyokat:

Sl(C(dl,,dn)):dl (d1€Dt1,-~-,dn€Dtn)

és
C(S1(d),...,S,(d))=d (de Dy).
Az aldbbiakban felsoroljuk a fébb adattipusokat.
1. Elemi adattipusok:
Egyszerfi (v. skaldr, v. megszdmozhato) adattipus
Szabvanyos elemi adattipusok
- logikai (Pascal nyelvben: Boolean)
- karakter (Pascal nyelvben: char)
- egész (Pascal nyelvben: integer)
- valés (Pascal nyelvben: real)
2. Strukturdlt adattipusok:
tomb
rekord
egyesités
halmaz
sorozat
rekurz{v tipus (nem térgyaljuk)
A Pascal nyelvben az egyszerii adattipusok kozott szerepel a részintervallum tipus, amelyet megsza-
mozhaté adattipus esetén lehet definidlni.

Az elemi adattipusokat nem targyaljuk.

4.1 A tomb tipus

A tomb tipus a linedris algebrdabdl ismert vektor és matrix fogalom megfeleléje. Ennek megfeleléen a
tomb tipus definiciéja (konstrukcidja) igen egyszerfi.
Legyen Ty egy mér definidlt tipus. A
T(;’L:ToXToX...XTO

n

direkt szorzat elemeit (rendezett elem n-eseket) tekintjiik n (hosszisdgid) Ty tipusu tomboknek (vek-
toroknak). A Tp tfpusi tombok (adatok) szdma: |Tp|™.

A konstrukciés fiiggény:

X1,Ty ..., Ty € Ty — (21,...,2,) € Tj.
A szelektor: ‘
(ml,...,xn) S Ton @ x; € To.

A T, alaptipus maga is lehet tomb. Pl. kétdimenziés Ty tipusi témbot (m x n métrixot) a T tomb

m-szer onmagdval vett direkt szorzatdval képezhetiink:

mxXmn __ mn mn m
15 =Ty x Ty x ... x Ty

m

Ennél a definiciénél némileg bonyolultabb a kovetkezd - Pascal nyelvhez kot6do - definicid.
Legyen I a valds, vagy egész tipust kivéve egy megszdmozhatd, vagy részintervallum tipus, Ty pedig
tetszbleges alaptipus. Az I indexhalmazi Tj tipusu tomb Pascal definiciéja:

type T = array lof T
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Itt a T tipusd A tombot az
A: D[ — DTO

leképezéssel, pontosabban ennek értékkészletével azonositjuk. Tehdt a T' tipus az Dy — Dy, leképezések
halmazaként is felfoghat6. Legyen I = {iy,is,...,i,}. Ekkor az A leképezés értékkészlete

{A[Zl]aA[ZQ]vaA[Zn]}a

ahol A[i] az A értéket jeloli az ¢ € I elemen. Az A t6mbot az

[A[] [Af] [ o [ Afin] |
11 12 in
alakban is dbrazolhatjuk.
Tekintve, hogy I rendezett és megszamldlhaté, a T tomb tipust azonosithatjuk az T(l)I| halmazzal is,

ami éppen a tomb elsé meghatarozdsanak felel meg.
Példak:

type A =array [1..20] of integer

type alkalmazott = (Tanaka, Nakamura, Kato, Y amamoto) ;

jovedelem =array [alkalmazott] of integer
Legyen ar, = Alig] (k=1,...,n). Ekkor a T tipusi A tombot az

A=T(as,...,an) =T (Afir],..., Afin]) = (Ali1] ..., Alin))

formdban frhatjuk fel. A T : Drn — Dr fliggvényt témbkonstruktornak nevezziik. A konstruktor inverz
miivelete a szelektor, amely a témb egyes komponenseit vélasztja ki:

Ali]
az i € I komponensnek megfelel$ érték, [i| : Dy — D, indexfiiggvény,
T(ay,...,an)[i] = a;.

Az i index kifejezés kiértékelésével is megkaphaté. Adott i index esetén az i-edik komponens értékét
megvéltoztathatjuk:
Alil :=a

ahol a egy Ty tipusi adat.
Példa: A jovedelem tipus esetén a Kato indexii elem/komponens: A [Kato].

4.1.1 Té6bbdimenziés témbok (matrixok)

Tombtipusok Osszetevoi maguk is lehetnek strukturaltak. Egy tombviltozét, amelynek komponensei
szintén tombok, mdtrirnak neveziink. Legyen Iy, Io, ..., I, a valds, vagy egész tipust kivéve egy megsza-
mozhato, vagy részintervallum tipus, T pedig tetszdleges alaptipus. Az n dimenziés témb tipust a

type T = array [I;|of array [[5] of ... of array [I,,] of Ty

vagy az ekvivalens
type T = array [I1,I3,...,1,]of T

el6irds definidlja.
Ha A egy T tipusu tomb, akkor az

AZD[IXD‘TzX...XD]nHDTD

leképezés értékkészletével azonositjuk.

40



Az A tomb egy elemét Aliy,ia,...,i,] formdban adjuk meg, ahol i1 € Iy,is € Is,.

ugyanaz mint a szelektorok egymdsutdn flizésével kapott alak: A[i1] [i2] ... [in].
Példak:

T =array [1..10] of array [1..5] of real

T =array [1..10,1..5] of real

Az elnevezés eredete: A = [a;;]]";" matrix szokdsos alakja:
=
a1 a2 ... Qin
a1 a2 co. Qop
A= ,
am1 Am2 ... QGmn

ahol a;; az (4, 7) index{i elem. Az A =array [1..m,1..n] of T tomb ezzel analdg.

4.2 A rekord tipus

A rekord tipus definicigja (konstrukcigja) is egyszeril. Rekordoknak a

T=T,xTyx...xT,

n

coyin € I,. Ez

direkt szorzat elemeit (rendezett elem n-eseket) tekintjitk. A T; tipushalmazok kozstt lehetnek azonosak

is, de az egyes komponenseket (mezdket) kiilonbsz6nek tekintjiik.
A konstrukciés fiiggény:

T ETl,fEQ €T27-~-axnETn_>(x17~--7xn) er.

A selector: .

(Il,...,lﬂn)ET—>$i€Ti.

A tombhoz hasonléan, képezhetjiik a rekordok rekordjait is, és igy tovabb.

Tekintsiik most a rekord Pascal nyelvhez kot6dé definiciéjdt is! Legyen T4, T, ..
81,89, ...,8, pedig névazonositok. A T1,...,T, tipusokbdl 4ll6 rekord tipus definicidja:

type T' =record s;:7Ti;

., T, tipusazonosito,

S92 @ TQ;
STL : Tn/
end
Az sq,..., s, azonositok a rekord komponensek (mezdk) nevei. A T tipusd rekordok halmaza

_DT:.DT1 ><.DT2 X...XDTn.

Minden d € Dy felithat6 d = (dy,...,d,) alakban, ahol d; € Dr,. Ezt a tombhoz hasonléan dbrazol-

hatjuk:
(] . dn]
51 82 Sn
Példak:
type ido =record ora : 1..24
perc : 1..60
sec : 1..60

end
Megjegyzés: T; lehet dsszetett tipusi is.
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Legyen d; € Dr, (i =1,...,n). Ekkor a megfelelé T tipusu d rekordot a
d=T (dy,ds,...,dy) = (d1,da,...,dy,)
konstruktor fiiggvény adja meg. A rekord egyes komponenseit ( mezdit) az
S$i:Dpr — Drp, (i=1,...,n)

szelektorfiiggvények adjak meg:

Teljesiilnek a kovetkezd feltételek:
T(dl, d27 e 7dn) S; = di7 T(d.Sl, d.$27 e ,d.Sn) =d.

Az s; mezd értékaddsas:

Példak:
z.ora = 11;
x.perc := 20;
z.sec := 35
Megjegyzés: A tomb és rekord kozotti azonossagok és kiilonbségek:
1. Tomb esetén Ty =15 =--- =T, =Ty
2. (Fokiilonbség) A tomb indexei rendezett tipusiak és igy adott sorrendben feldolgozhatsk. A rekord
komponensei rendezetlenek és nem formdlnak egy adott tipust.
3. A tomb és a rekord asszociativ adatszerkezetek.

4.3 Egyesités tipus
Legyen A és B két nemiires halmaz. Az A és B halmazok diszjunkt egyesitése
A®B={(s,1) | s€ A} U{(s,2) | s € B}.

Legyen T és T, két adattipus, t1 és to a tipusok azonositéi. A két tipus T egyesitése a t1 : dy és to : do
(d1 € D1y, d2 € Drp,) parokbdl &ll. Formalis deklaracidja:

type T = union t;:1T7y;
t2 : T2
end

Tehat
DT:{tlldl ‘dleDTl}U{t22d2|d26DT2}

és a T egyesitett tipus egy elemét a kovetkezOképpen dbrazolhatjuk:

Példa:
type coordinatel = record
x,t : real
end
type coordinate2 = record
r : real;
0 : angle
end
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type coordinate = union
Cartesian : coordinatel;
Polar : coordinate2
end

Az egyesités egy lehetséges Pascal megvalésitasa:

type ckind = (Cartesian, Polar)
coordinate = record ckindof
Cartesian : (z,y : real);
Polar : (r : real; 0 : angle)
end

Megjegyzés: Az egyesités kettonél tobb komponensre is kiterjesztheto. Az union szerkezet mem Pascal
utasitds. A Pascalban a szerkezetet vdltakozd rekordnak hivjdk (case utasitdssal valdsitjak meg).

Legyen d € Dr. Két eset lehetséges: d vagy t1 : dy (d1 € Dpy), vagy to : dy (d2 € Dr,). Ennek
megfeleléen a T konstrukcids fiiggvényt két részletben adhatjuk meg: T = t1, vagy T = to, ahol ¢; :
Dr, — Dr (i=1,2). A d; € Dy, értékhez a t; : d; € Dr par keriil hozzdrendelésre. A

.ti : DT — DTi (Z = 172)
szelektor fiiggvényeket a kovetkezdképpen adhatjuk meg:

dite — di, had=ty:d; Aty — definidlatlan egyébként
171 definidlatlan egyébként 27\ dy, had=ty:dy

A fenti definicidkkal teljesiilnek a
d.t; = (ti : dl) ti=d; (dz S DTJ

t; : (dtt) =t;:d;=d (d € Dp, d.t; deﬁnizilt)
feltételek.

4.4 Halmaztipus

Jelolje [] az tires halmazt, [a..b] részintervallum tipusi halmazt, [a,b,c,d, .. .] felsoroldssal megadott hal-
mazt. A halmaz tipus egy megadott Ty alaptipus részhalmazainak halmazat jelenti. Formélis definiciéja:

type T = set of Tj.

A T} tipus részhalmazai a
Dy =2 ={S|Sc Dg}

hatvdnyhalmazt alkotjak.
Példa:

type T =set of [1..3]
esetén

D =A[l,01], 21, 3], [1,2], [1,3], 2,3 , [1,2, 3]} .

A halmaztipussal megengedett miiveletek:
1. A+ B(A+B=AUB)
2. AxB(AxB=ANB)
3. A-B(A—B=A\DB)
A logikai reléciok:
1. A=B
2. A#B
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3. A< B<— ACB
4. A>B<«<—= B<A

5. ain B
gin B — true, haa€ B
" | false, haa¢ B

Feladat: Mi a konstruktor és mi a szelektor a halmaztipus esetén? Hény elem T tipusu halmaz?

4.5 Sorozat tipusok

A sorozat tipust felfoghatjuk gy, mint egy T tipusi adatokbdl 4116 valtozo6 hosszisdgu témbok (vektorok)
halmazét:
type T = sequence of Tj.

Ennek megfeleléen
Dr = UZ‘LODT;,
aholT(}L:Tg X ... X Tp.
—_———
n
Példak:
type page =sequence of character
type book =sequence of page
=sequence of sequence of character
Az eq,eq,..., e, elemekbdl all6 T tipusi sorozatot

T{ei,ea,...,en)

formdban jelsljiik. Ha n = 0, akkor ezt T () jeloli, és iires sorozatnak nevezziik. Az elemek kivdlasztdsdra
a kovetkez6 fliggvényeket vezetjiik be. Legyen x sorozat.

a) x [i] - az x sorozat i-edik eleme

b) first(x) - az x sorozat elsd eleme

c) last (z) - az x sorozat utolsé eleme
Ha x =T {ey,ea,...,e,), akkor

wlil=e; (1<i<n), first(z)=e1, last(z)=en.

Tehét [i], first,last : Dy — Dr,.
Miiveletek sorozatok elemeivel:
a) tail (x) - az x sorozat els6 elemének elhagydsdval nyert sorozat
b) initial (z) - az x sorozat utolsé elemének elhagydsdval nyert sorozat
c) appendl (x,e) - az e elem x sorozat elé irdsaval nyert sorozat
d) appendr (z,e) - az e elem x sorozat utdn irasdval nyert sorozat.
Ha x =T {ey,ea,...,e,), akkor

tail (x) = T(ez,...,en),
initial (v) = T{e1,...,en—1),
appendl (z,e) = T (e e, ea,...,€n),
appendr (z,e) = T (ey,ea,..., ey, €)

Ertelemszertien:
tail,initial : Dy — Dr, appendl, appendr : Dy x D, — Dr.
Teljesiilnek a kovetkezd tsszefiiggések:

first (appendl (z,€)) = e,
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tail (appendl (x,e)) = x,

appendl (tail (x), first (z)) =z, hax £ T ),

last (appendr (x,e)) = e,

initial (appendr (x,e)) = x,

appendr (initial (z) ,last (z)) = x, ha x # T ().
Bevezetjiikk még a kovetkez6 fiiggvényt:

| true, hax=TY()
empty (x) = { false, ha x #T()

Héromféle sorozat tipust vizsgalunk:
1. Szekvenciilis f4jl
2. Verem
3. Sor

4.5.1 Szekvenciilis fajl

A szekvencialis f4jl megaddsa:
type T = file of Tj

Példa:
type szoveg =file of char
Az f szekvencidlis fajl szerkezetet! legegyszeriibben egy mégnesszalagon egymésutdn elhelyezett ada-
tokkal jelenfthetjiik meg:

e 81 e e, 8

iro-avasd fej

A puffer

Olvasési helyzet

A f4j] elemeinek olvasdsa és irdsa egy iré-olvasé fejen keresztiil torténik. Egyszerre csak egy adatot
lehet olvasni, amelyet az ”{ré-olvasé fej” poziciéja hatdroz meg. Ha a pozicié az i-edik elemnél van, akkor
a f4jl tartalmat két halmazra bontja:

fL:<el>~--7eifl>7 fR:<ei7"',en>-
Az egész fajl tartalma ekkor konkatendciéval
f: foR = <€1,...,€i_1,€i7...,6n>.

Az fras-olvasds egy pufferen keresztiil torténik, amelynek tartalmat az f 1 vdltozé tartalmazza. Az
f 1 tipusa azonos a fédjl elemek tipusdval.

LA 4l tkp. a kiilsé fizikai tdroldsi formdkbdl keletkezett.
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A szekvencidlis fdjlokndl 4 mfiiveletet (rewrite, reset, write, read) és egy logikai fliggvényt (eof)
engediink meg.

A szekvencialis fajlban nem lehet az egyes komponenseket feliilirni. Az egyetlen lehetséges 1t a fajl
torlése és djrairdsa. Ezt a rewrite (Gjrairds) utasitds végzi el.

fl_:fR F=<>

puffer

Az djrairas eredménye

A rewrite (f) miivelet az

értékadast jelenti. Ekkor frhatjuk azt is, hogy

rewrite (f) <= fo =), fr={).

Vegyiik észre, hogy a rewrite utasitdssal hozhatunk létre iires fajlt.
A reset utasitdssal az iré-olvasé fej a fajl els6 pozicidjara helyezheto:

puffer

A reset utasitds eredménye
Az eof (f) (end of file) logikai fiiggvény a fdjl végét jelzi. Definicidja:
eof (f)=fr=A().

Tehdt eof (f)=true, ha fr = (), és eof (f) = false, ha fr # ().
A f4jlba 1j elemet frni csak az utolsé elem utdn lehetséges a write (Pascalban put (f)) utasitdssal.
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e | o8y € e, 8

A puffer

irasi helyzet
Az irdsi poziciéban fr = (), eof (f) = true és

write (f,e) <= fr, = appendr (fr,e), fr =) .

Figyeljiik meg, hogy az irds utdn, djra frdsi poziciéba keriiliink.
A f4jlbol olvasni csak az eof (f) = hamis esetben lehetséges. A read (Pascalban get (f)) olvasasi
utasitds végrehajtdsa utan az olvasé fej egy poziciéval jobbra mozdul:

read (f,e) <= fr, = appendr (fr, first (fr)), fr = tail (fr), e = first (fr).

Itt e azt az elemet jeloli, amelynél az iré-olvasé fej aktudlisan &ll.
Megjegyzés: Kiilonbozé Pascal verzidkban a fajl utasitasok elnevezései mdsok is lehetnek.

4.5.2 Verem

A verem olyan sorozattipus, ahol az frds és a torlés a sorozat ugyanazon végén torténik (Last in First
Out=LIFO):
var: s: stack of Tp;
e: TO
Hérom miivelete van:
1. top - megadja a sorozat utols6 elemét (verem tetejét):

top (s) = last (s).

2. pop - torli a sorozat utolsé elemét
3. push - 14j elemet ir a sorozat végére

A torlési miivelet:
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Sn
Sn-l
pop(s)
s, Sy
s, Sy
Verem felso elemének torlése
Képlettel kifejezve:
pop (8) < s = initial (s) .
Az irési miivelet:
X
Sn Sn
push(s,x)
s, S,
s, S

Irds verem tetejére

Képlettel kifejezve:
push (s, ) < appendr (s, x) .

4.5.3 Sor

A sor olyan sorozattipus, ahol az irds a sorozat elején (tkp. végén), a torlés a sorozat végén (tkp. elején)
torténik (First in First Out=FIFO):

var: ¢: queue of Tp;

e: Ty
Két miivelete van:
1. enter - 14j elem irédsa a sorozat végére
2. leave - a sorozat els6 elemének torlése

Az irasi miivelet:
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appendi(qg,e)

> G| wla] o Relal (% | ]

Elem hozzdadasa sorhoz

Keéplettel kifejezve:
enter (q,e) <= q = appendl (q, ) .

A torlési miivelet:

initial(q)

e e [@la] — R o

Elem torlése sorbol

Keéplettel kifejezve:
leave (q) <= q = initial (q) .

5 Programozasi tételek

Programozési feladatok megolddsakor a top-down (strukturdlt) programtervezés esetén harom vezérlési
szerkezetet hasznalunk:

- szekvencia

- eldgazds

- ciklus
Eddig megismertiik az aldbbi fogalmakat:

- allapottér (A= A; x ... x Ay)

- valtoz6 (a; € A;)

- feladat (FF C A x A)

- program (S C A x A**)

- programfiiggvény (a programfutds eredménye) (p(S) C A x A)
Egy S program megoldja az F' feladatot, ha Dp C D)(g) és Va € Dp : p(S) (a) C F'(a). A "megoldas”
ellenérzésére és a programhelyesség részleges bizonyitdsdra bevezettiik az elo- és utéfeltétel, valamint a
leggyengébb eldfeltétel fogalmat:

Legyen Q, R : A — L két 4llitds, S program. A {Q} S {R} szimbdélummal jeloltiik azt, hogy Va € [Q]
esetén p (S) (a) C [R]. A [Q] elofeltétel halmazt felfoghatjuk az dllapottér azon részeként, amelyre meg
akarjuk a feladat megoldédsdt kapni. Az elérendé eredmény megaddsara szolgdl az [R] utéfeltétel halmaz.
A {Q} S {R} szimbdlummal jelolt implikdcié igazoldsa jelenti a parcislis programhelyesség igazoldsat. Az
If (S, R) leggyengébb elbfeltétel a legbdvebb @ eldfeltételt jelenti.

Egy feladat megaddsa (specifikiciéja) a kovetkezéképpen torténhet:

- bemend (input) adatok

- kimen6 (output) adatok

- a feladatban haszndlt fogalmak definicidja

- az eredmény kiszdmitasi szabdlya

- a bemend adatokra kirétt feltételeket (eldfeltételek)
- a kimend adatokra kir6tt feltételek (utofeltételek).

Lényeges észrevétel: a feladatok osztdlyokba sorolhatdk a feladat jellege szerint és a feladatoszta-
lyokhoz a teljes feladatosztdly megoldé algoritmusokat tudunk késziteni. Ezeket a tipus feladatokat pro-
gramozdsi tételeknek nevezziik, mert igazolhaté, hogy megoldédsaik a feladat garantédltan helyes megolda-
sai.

A programozési tételek ismeretében a ”legtobb” feladat megolddsa sordn ”csak” a megfelelé pro-
gramozasi tételt kell alkalmazni. fgy elvileg helyes (de nem mindig optimélis) megolddst kapunk.
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A feladatok olyanok, hogy egy, vagy tobb adatsokasdghoz rendeliink valamilyen eredményt. Egysz-
eriiség kedvéeért feltessziik, hogy ezek sorozatok, amelyeket tombbel dbrédzolhatunk. Vizsgélt feladatosztély
tipusok:

- egy sorozathoz egy értéket rendeld feladatok

- egy sorozathoz egy sorozatot rendeld feladatok

- egy sorozathoz tobb sorozatot rendeld feladatok
- t6bb sorozathoz egy sorozatot rendeld feladatok.

5.1 Elemi programozési tételek

A feladatok édltalanos alakja:

Input : neNy,ze H", F: H* - G
Output : SedG

Q -

R : S=F(x1,...,2p)

Egy bemend sorozattdl fiiggd S értéket kell meghatdroznunk. A feladatcsoporthoz tsbb feladattipus
tartozik.

5.1.1 Sorozatszamitas

Néhany példa:

F1. Adjuk meg n alkalmazottbdl 4ll6 osztdly bértémegét a bérek ismeretében!

F2. Egy m elemii betiisorozat betiiit fiizziik 6ssze egyetlen szovegtipusi viltozébal

F3. A Balatonndl £ madardsz végez megfigyeléseket. Mindegyik megadta, hogy milyen madarakat
latott. Készitsiink algoritmust, amely megadja a Balatonnal ldtott madarakat!

F4. Adjuk meg az elsé n természetes szdm szorzatat!

A feladatokban kozos: adatok sorozatdéhoz rendeliink egy értéket, amelyet, egy az egész sorozaton
értelmezett fiiggvény ad meg (n szdm Osszege, m bet{l konkatendcidja, k halmaz uniéja, n szdm szorzata).

Az algoritmus:

Viltozok:

n : egeész {a feldolgozandé sorozat elemszdma}

z : témb(1..n:elemtipus) {a feldolgozand¢ sorozat elemei}

F, : elemtipus; {a mfivelet nulleleme}

S : elemtipuss, {az eredmény}
Input : neNy,ze H", F: H* -> G
Output : Se@G
Q : JFp € G (nullelem) és 3f : G x H — G és

F(z1,...,2p) = f(F(21,...,Zn-1),2n) é&s F () = Fy

R o S=F(x1,...,2y)

A feladat lehetséges varidcioi:

F = Z,H,U,ﬂ,\/,/\,& (konkatenscid)
Fy, = 0,1,]],alaphalmaz, igaz, hamis, ””.

A megold4s indukci6 segitségével:

- 4 = 0 esetre tudjuk az eredmény: Fp,

- ha (i — 1)-re tudjuk az F;_; eredményt, akkor az i-re az eredményt F; = f (F;_1,z;) adja (i =
1,...,n).
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A feladatot megoldé algoritmus:

sorozatszamitds(n, z, s)

S = FO
fori=1:n

5= f(s,z (i)
end

eljaras vége
Az F1. feladat esetén az eljaras:

sorozatszamitas(n, z, s)

s:=0
fori=1:n

s:=s+x (i)
end

eljaras vége
Az F2. feladat esetén az eljaras:

sorozatszamitas(m, z, sz)
sz:="" {iires szoveg}
fori=1:m
sz = sz&x (1)
end
eljaras vége

Az F3. feladat esetén:

unio(k, X, H)
H:=]]
fori=1:k

H:=HUX (i)
end

eljaras vége
Végiil az F4. feladat esetén:
sorozatszamitas(n, z,p)

p:=1
fori=1:n

p:=px*z(i)
end

eljaras vége

5.1.2 Eldontés

A feladat annak eldontése, hogy
a) van-e a sorozatban adott tulajdonsdgu elem
b) a sorozat mindegyik eleme rendelkezik-e ezzel a tulajdonsdggal.
Az a) esetben a feladat alakja:

Input : neNg,ze H", T: H - L
Output : VAN €L

Q D=

R : VAN=(Fi 1<i<n): T (x;))

Az algoritmus:
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Fiiggvény:
T : elemtipus — L

Viltozok:
n : egeész {a feldolgozandé sorozat elemszdma}
z : témb(1..n:elemtipus) {a feldolgozand¢ sorozat elemei}
VAN : logikai {az eredmény}

A feladattipus megoldédsara az el6zd programozési tétel is alkalmas az F =V, f =V, Fy = hamis
megfeleltetéssel:

eldontés(n, X, S)
S = hamis
fort=1:n
S:=8VvT(x(i))
end
eljaras vége
Vegyiik észre, hogy ha egyszer S igaz lesz, akkor igaz is marad. Tehat nem kell a ciklust végig szamolni.
Eszerint az igazi megoldé algoritmus:

eldontés(n, z, VAN)
i:=1
while (: <n) A (T (z (7))
ti=14+1
end
VAN := (i <n)
eljaras vége

A b) esetben a megolddst az adja, hogy dtfogalmazzuk:
Vi:l<i<n:T(z;))=3pi:1<i<nAT(x;).

A sorozatszamitds itt az F' = A, f = A, Fy = igaz értékekkel lehet alkalmazni.
A megoldé algoritmus:
eldéntés(n,z, MIND)
=1
while (: < n) A (T (z (7))
1:=1+1
end
MIND := (i > n)
eljaras vége
Példa: Déntsiik el, hogy egy adott sorozat monoton névekedé-e! Esetiinkben T (z;) = (z; < @i41)
és ezért a ciklus csak (n — 1)-ig mehet. A megoldés:

eldontés(n,x, MONOTON)
1:=1
while (i <n—-1)A(z (i) <z(i+1))
ti=1+1
end
MONOTON :=(i >n—1)
eljaras vége
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5.1.3 Kivdlasztas

A feladat sorozat adott tulajdonsdgu elemének (indexének) megaddsa, amelynek létezését feltessziik:

Input : neNyze H", T: H - L
Output : SORSZ €N
Q o F(1<i<n):T(x)
R : (1< SORSZ <n) AT (xsorsz)
Az algoritmus:
Figgvény:
T : elemtipus — L
Valtozok:
n : egész {a feldolgozandé sorozat elemszama}
2 : tomb(1..n:elemtipus) {a feldolgozandé sorozat elemei}
SORSZ : egész {az eredmény}

A megoldds hasonlit az el6z6 feladattipushoz:

kivalasztas(n,z, SORSZ)
=1
while T (z (7))
1:=1+1
end
SORSZ =1
eljaras vége

Feladat: A program az els6 T tulajdonsagu elemet adja meg. Hogyan kell médositani, hogy az utolsé
ilyet adja meg?
5.1.4 Linedris keresés

A feladat adott tulajdonsdgui elem megaddsa egy sorozatban, ha van ilyen. Ha nincs, akkor ezt a tényt
kell megadni. Tehdt az el6z6 két tétel mindegyikét tartalmazza:

Input : neNxre A" T :H—-L

Output : VAN €L, SORSZ € N

Q -

R o VAN =(Z (1§§) T (i) A
(VANﬁ( < SORSZ < )AT(l'SORSZ))

Az algoritmus:

Fiiggvény:
T : elemtipus — L
Véltozok:
n: egész {a feldolgozandé sorozat elemszama}
z : tomb(1..n:elemtipus) {a feldolgozandé sorozat elemei}
VAN : logikai {az eredmény - van-e megfelel$ elem}
SORSZ : egész {az eredmény -a megfeleld elem sorszama}

A megold6 algoritmust az eldontés algoritmusa adja kiegészitve a kivalasztdsi algoritmus megfeleld
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részével:
keresés(n,z, VAN,SORSZ)
1:=1
while (i < n) A (T (z(i)))
1:=1+4+1
end
VAN = (i <n)
if VAN then SORSZ =i
eljaras vége

5.1.5 Megszamolds

A feladat annak meghatdrozasa, hogy hdny adott tulajdonsigi elem van egy sorozatban:

Input : neNy,z€e H",T: H — L, x: H— {0,1}
x(xz)=1,haT () és x(z) =0, ha T (x)
Output : DB €Ny
Q Po-
R : DB=Y%" x(%;)
Az algoritmus:
Fiiggvény:
T : elemtipus — L
Viltozok:
n : egeész {a feldolgozandé sorozat elemszdma}
z : témb(1..n:elemtipus) {a feldolgozand¢ sorozat elemei}
DB : egész {az eredmény -a megfelel$ elemek szdma}

A feladat egy sorozatszamitds (tkp. Osszegzés a x fliggvény értékeire). A megoldé algoritmus:

megszamolds(n, z, DB)
DB :=0
fori=1:n
if T (x (i)) then DB := DB+ 1
end
eljaras vége

5.1.6 Maximumkivalasztas

A feladat az, hogy valasszuk ki egy sorozat legnagyobb (legkisebb) elemét:

Input : n €Ny, x € H", H rendezett halmaz (3 <, < reldcio)
Output : MAX eN
Q :on>1
R D 1< MAX <nAVi(1<i<n):zyax >w;
Az algoritmus:
Valtozok:
n : egész {a feldolgozandé sorozat elemszama}
2 : tomb(1..n:elemtipus) {a feldolgozandé sorozat elemei}
MAX : egész {a maxim4lis érteki{i elem sorszdma}
A sorozatszémitasndl F (x1,...,2,) = max (z1,...,Ty,) és

f(2,y) = max (2,y)
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filggvényeket hasznéljuk és az Fy = x; valasztast (Nem neutralis elem, de az indexeléssel kompenzéljuk)!
A megoldé algoritmus:
maximumkivalasztas(n, z, M AX)
MAX =1
fori=2:n
if x(MAX) < z (i) then MAX :=1
end
eljaras vége
Ha a maximdlis értéket is akarjuk, akkor az algoritmus:

maximumkivalasztas(n,x, MAX, MEXFERT)
MAX MAXERT :=1,z(1)
fori=2:n
if MAXERT < z (i) then MAX, MAXERT := i, (i)
end
eljaras vége

A legkisebb érték meghatdrozdsahoz a 7 < 7 reldciét 4t kell irni a 7 > 7

is célszerli dtirni a MIN, MINERT nevekre).

reldcidra (A valtozéneveket

5.2 Osszetett programozdsi tételek

Sorozathoz sorozatot rendeld feladatokkal foglalkozunk.

5.2.1 Masolas

A bemend sorozatot le kell médsolni, s kozben az elemekre vonatkozo dtalakitdsokat lehet végezni rajta:

Input : neNg,ze H", f: H—-G
Output : yeG"
Q P
R D Vi(1<i<n):y=f(z;)
Az algoritmus:
Fiiggvény:
f: H — elemtipus — G — elemtipus
Véltozok:
n : egeész {a feldolgozandé sorozat elemszdma}
x : tomb(1..n:H-elemtipus) {a feldolgozandé sorozat elemei}

y @ tomb(1..n:G-elemtipus) {a feldolgozott sorozat}
A megoldss:
masolds(n, z,y)
fori=1:n
v () = 1 (2 ()
end
eljaras vége

Példa: Egy szoveg minden maganhangzéjat cseréljiik ki az e betiire!
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5.2.2 Kivéalogatds

Meg kell adni egy sorozat adott tulajdonsdgui elemeinek szamdt és indexeit:

Input : ne€Np,z€e H", T: H— 1L, x: H— {0,1}
x(xz)=1,haT () és x(z) =0, ha T (x)

Output : DB €Ny, ye€[l.n]"

Q-

R : DB=Y" x(z)AycC[l.n] A
AVi(1<i<DB):T(zy)

Figyeljiik meg, hogy az y tomb hossza elére nem meghatarozhatd, de legfeljebb n.
Az algoritmus:

Fiiggvény:
T : elemtipus — L

Véltozok:
n: egész {a feldolgozandé sorozat elemszama}
2 : tomb(1..n:elemtipus) {a feldolgozandé sorozat elemei}
DB : egész {a megfelel$ elemek szdma}
y : tomb(1..n:egész) {a megfelel$ elemek sorszdmai}

A megoldss:
kivdlogatas(n,z, DB, y)
DB:=0
fori=1:n
if T (z(i)) then

DB:=DB+1
Y (DB) =1
end
end

eljaras vége
Példa: Adjuk meg egy osztdly jeles tanul6it!
Feladat: Mddositsuk a feladatot és az algoritmust, hogy ne a sorszdmokat, de magukat az elemeket
gyiijtse ki.
5.2.3 Szétvilogatds

A feladat egy sorozat elemeinek szétvdlogatdsa két részsorozatba, ahol az egyik sorozatban adott tulaj-
donsdgu elemek, mig a mésikban az adott tulajdonsdggal nem rendelkezd elemek vannak:

Input : neNy,ze H", T:H—1L, x: H—{0,1}
X (z) =1, ha T (x) és x () =0, ha T (x)

Output : DBY,DBZ € Ny, y,z € H"

Q Do

R : DBY ="  x(m) AyCa AVi (1<i<DBY):T(y;) A
ANDBZ=n—DBY AzCax AVi(1<i<DBZ):'T (2)

Az algoritmus:

Figgvény:
T : elemtipus — L
Viltozok:
n : egeész {a feldolgozandé sorozat elemszama}
z : tomb(1..n:elemtipus) {a feldolgozandé sorozat elemei}
DBY,DBZ : egész {a megfelel sorozatok elemszdmai}
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Y,z : tomb(1..n:elemtipus) {a megfelel$ sorozatok elemei}
A megoldis:
szétvalogatas(n,z, DBY,y, z, DBZ)
DBY,DBZ :=0,0
fori=1:n
if T (z (7)) then
DBY :=DBY +1
Y (DBY) = z (i)
else
DBZ :=DBZ +1
Z(DBZ) = x (4)
end
end
eljaras vége

Tovabbi véltozatok és idevagé tételek az irodalomban taldlhatok (pl. Wirth)

5.3 Rendezések

Az alapfeladat egy n elemszamu sorozat nagysédg szerinti sorbarendezése. FEz feltételezi, hogy a sorozat
elemeire létezik a <, < reldcié. Szadmos megoldé algoritmus létezik és ezekkel kiilon teriilet (tantdrgy)
foglalkozik.

Input : neNg,ze H?
Output : z€ H"
Q -
R . xy; rendezett és xg; = permutdcio (Tpe)
Az algoritmus:
Viltozok:
n : egeész {a feldolgozandé sorozat elemszama}
z : tomb(1..n:elemtipus) {a feldolgozandé sorozat elemei}

5.3.1 Egyszerii cserés rendezés:

Alapotlete: Hasonlitsuk 6ssze az els6 elemet a sorozat 6sszes tobbi mogotte levs elemével, s ha valamelyik
kisebb néla, akkor cseréljiikk meg ¢ket. Ezzel elérhetjiik, hogy a sorozat els6 helyére a legkisebb elem keriil.
Folytassuk ugyanigy a sorozat masodik elemével, stb., utoljara pedig az utolsé eldttivel.

rendezés(n, )
fori=1:n-1
forj=i+1:n
if z (4) > z (j) then csere(x (i) ,z (5))
end
end
eljaras vége

Az eljérds helyigénye: n+1. Az dsszehasonlitdsok szdéma: n (n — 1) /2. A cserék szama 0ésn(n —1) /2
(Miért?).
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5.3.2 Minimumkivalasztasos rendezés

Az el6z6 rendezési eljardsban sok a felesleges csere. Ehelyett az aktudlis elsé elemet a mogotte 1évok koziil
egyediil a legkisebbel cseréljiik ki. Ehhez a rendez6 ciklus belsejében egy minimumkeresést kell csinélni.

rendezés(n, x)
fori=1:n-1
MIN =13
forj=i+1:n
if ©(MIN)> z(j) then MIN :=j
end
csere(z (i) ,x (MIN))
end
eljaras vége

Az eljards helyigénye: n + 1. Az Osszehasonlitdsok szdma: n(n—1)/2. A cserék széma: n — 1
(Mieért?).

5.3.3 A gyorsrendezés

A gyorsrendezd (quiscksort) eljarast C.A.R. Hoare alkotta 1962-ben.
Alapdétlete:
1. Felosztas: Az {A(p),...,A(r)} tomb (p < r) felosztdsa két ”6sszefiiggs” (esetleg iires)

{A(p),...,A(q—l)}, {A(Q+1)7"'7A(T)}

résztombre gy, hogy
a baloldali résztomb elemei kisebb, vagy kisebb-egyenldk A (g)-nal,
a jobboldali résztémb elemei pedig nagyobb vagy egyenldk A (¢)-nél.
A ¢ index szamitasa a feloszt6 eljards része.
2. Uralkodas: Az {A(p),...,A(q—1)}és{A(g+1),...,A(r)} résztomboket a felosztas (gyorsrendezés)
rekurziv hivdsdval rendezziik.
3. Osszevonds: Mivel a két résztombot helyben rendeztiik, az egész {A (p), ..., A (r)} tomb rendezett.
Az algoritmus lefrasa:
gyorsrendezés (A, p,r)
ifp<r
q = feloszt(A, p,r)
gyorsrendezés (A,p,q — 1)
gyorsrendezés (A,q+ 1,7)
end
eljaras vége
Teljes tomb rendezése: gyorsrendezés(A, 1, hossz (A)).

A tomb felosztasa:
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A feloszt fiiggvényeljaras helyben atrendezi az {A (p), ..., A(r)} résztombot.

feloszt (A, p,r)
x=A(r)
i=p—1
forj=p:r—1
if A(j) <=
t=1+1
csere (A(i), A (3))
end
end
csere (A(i+1),A(r))
feloszt =1+ 1
eljaras vége

Az © = A(r) elemet 6rszemnek nevezziik. A feloszt eljards a tombot folyamatosan négy (esetleg
iires) részhalmazra bontja.

A for ciklus minden iterdcidjanak kezdetén ezek a részhalmazok (t6mbok) bizonyos ciklus invaridn-
soknak tekinthet6 tulajdonsdgokkal rendelkeznek.

A ciklus minden iterdciéjanak kezdetén a k tombindexre teljesiil, hogy:

1. A(k) <zhap<k<i,

2. A(k)>z hai+1<k<j-1,

3. A(k) ==z, hak=r.
Az aldbbi dbra szemlélteti ezt a szitudcist.

<=X >X tetszbleges

A feloszt eljérds 4 tartomédnya

A j és r — 1 kozotti indexekre a fenti feltételek nem &llnak, ugyanis az itteni elemek nincsenek
kapcsolatban az 6rszemmel.

Az algoritmus helyességéhez vizsgaljuk meg a ciklusinvaridnst! Ez kell az algoritmus helyességének
bizonyitdsdhoz.

1. A ciklusinvaridns teljesiil az elsé iterdcid elott:

Ekkor i = p — 1 és j = p. Mivel nincs egyetlen elem sem p és ¢, sem pedigi+1=pésj—1=p—1
kozott, a ciklusinvaridns elsé két feltétele igaz. Az x = A (r) értékadds miatt a 3. feltétel is igaz.
2. A ciklusinvarians megmarad az iterdacick alatt:

Két eset van:

a) Ha A (j) > =, akkor csak j értékét kell novelni 1-el (j = j 4+ 1). Ekkor a 2. feltétel A (j — 1)-re
igaz, mig a tobbi elem véltozatlan marad.

b) Ha A (j) < z, akkor ¢ megnd (i =i+ 1), A (i) és A(j) felcserélddik, majd j megné (j =j+1). A
csere miatt A (i) < x és az 1. feltétel teljesiil. Az 4j A(j —1) > z, mert az A(j — 1) be keriilt elem a
ciklusinvaridns miatt nagyobb, mint x.

3. A ciklusinvarians megmarad a befejezés utdn:

Befejezéskor j = r, ezért a tomb minden eleme a ciklusinvaridnsban szereplé {A (i) | A (i) < z},
{A (%) | A(z) > z} és {z} halmaz valamelyikében van.

A feloszt eljards utolsé két sora a helyére teszi az 6rszemet tigy, hogy felcseréli a baloldali elsd, z-nél
nagyobb elemmel és megadja az eljdrds specifikdciéjaban szerepld ¢ indexet.
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A feloszt eljaras r — p + 1 Osszehasonlitast igényel.

Ha a gyorsrendezés eljarast nem tudjuk rekurzivan hivni, akkor a kovetkezé médon kell eljarni:

Addig daraboljuk a tombot a fenti feloszté eljdrdssal, amig az 6sszefiiggd résztombok hossza 2 ald
nem csokken. Mivel egyszerre csak egy résztombot vizsgdlhatunk, a tobbi résztombot valamilyen médon
nyilvan kell tartani. Ehhez két verem szerkezet kell, mondjuk verembal, veremjobb,amelyek a részsorozatok
bal és jobboldali indexhatdrait tartalmazzak. Egy sorozat akkor keriil feldolgozédsra, ha a bal és jobboldali
indexhatdrat eltdvolitjuk a verem tetejérdl. A felosztds utan a legaldbb két tagot tartalmazoé részsorozat
bal és jobboldali indexhatédrat a verembe visszahelyezziik.
Feladat: Irjunk Pascal programot erre a véltozatra! Mekkorsra valasszuk a verem méretét, ha meg kell
adni elére?

A gyorsrendezés eljaras legrosszabb esetben n (n + 1) /2 6sszehasonlitédst igényel. Ez akkor kvetkezik
be, ha a sorozat mér rendezett (Hogyan?). Az dtlagos dsszehasonlitds szém azonban

~ l.4nlogn,

ami majdnem eléri az elvi, optimélis értéket.
A feloszté eljardsnak szamos valtozata van (ldsd Irodalom). Az eredeti Hoare-féle feloszté eljards a

kovetkezo:
Hfeloszt (A, p,7)

z=A(p)
1=p—1
j=r+1
while ¢ < j
while A (j) <z
J=7—-1
end
while A (i) > x
1=1+1
end
ifi<y
csere (A (i), A(J))
else
Hfeloszt = j
end
end
eljaras vége

Feladat: Elemezziik az algoritmust és irjunk programot r4!

5.4 Keresések

Fontossdga miatt szintén kiilon teriilet. Két esettel foglalkozunk.

5.4.1 Linearis keresés rendezett sorozatban

Adott egy rendezett sorozat, amelyben egy adott értékii elem sorszamat kell meghatdrozni, ha az benne
van a sorozatban:

Input : neNyze H', ye H
Output : VAN €L, SORSZ € Ny
Q : rendezett (x)
R : VAN=(F 1<i<n):x;=y)A
ANVAN = (1 < SORSZ <n) Axsorsz =Yy

Az algoritmus:
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Viltozok:

n : egész {a feldolgozandé sorozat elemszama}

2 : tomb(1..n:elemtipus) {a feldolgozandé sorozat elemei}

y : elemtipus { a keresett elem}

VAN : logikai {az eredmény - van-e megfelel elem}
SORSZ : egész {az eredmény -a megfeleld elem sorszdma}

A megoldé algoritmus:
keresés(n, z,y, VAN, SORSZ)
1:=1
while (1 < n) A (z (i) <vy)
1 =1+1
end
VAN = (i <n)A(z(i)=1y)
if VAN then SORSZ :=i
eljaras vége
Az algoritmus az y érték elsd eldforduldsat valasztja ki. Egy keresés minimum 1, maximum n, &t-
lagosan pedig (n + 1) /2 dsszehasonlitdssal jér.

5.4.2 Logaritmikus keresés rendezett sorozatban

A sorozat rendezettségét a kovetkezOképpen hasznalhatjuk ki. Vizsgédljuk meg elsd 1épésben a sorozat
kozépsé elemét. Ha ez a keresett elem, akkor készen vagyunk. Ha a keresett elem ennél kisebb, akkor
csak az ezt megeldzdek kozott lehet, tehét a keresést a tovdbbiakban a sorozat elsé felére kell alkalmazni.
Ha a keresett elem ennél nagyobb, akkor ugyanezen elv miatt a keresést a sorozat méasodik felére kell

alkalmazni.
keresés(n,z,y,VAN,SORSZ)

e,u:=1n
do
k := entier ((e + u) /2)
if y <z (k) thenu:=k—1
if y>ax (k) thene:=k+1
until (e <w) A (z (k) #y)
VAN = (e <u)
if VAN then SORSZ :=k
eljaras vége
Az algoritmus az y érték valamelyik el6forduldsat vdlasztja ki. Egy keresés minimum 1, maximum log, n+
1, 4tlagosan pedig log, n Osszehasonlitdssal jar. Innen az eljards elnevezése.

5.5 Programozasi tételek egymasra épitése

Ha programozasi tételeket egymadsutan kell alkalmaznunk, akkor gyakran elonyos a két megoldé algoritmus
egybeépitése. Néhdny esetet targyalunk.

5.5.1 Masolassal Osszeépités

A maésoldssal barmelyik programozasi tétel egybeépitheté: A programozasi tételben szereplé x; hi-

vatkozast kicseréljitk g (z;)-re, ahol g a médsoldsnal szerepld fiiggvényt jelsli.

1. Példa: szdmsorozat elemeinek négyzetosszege=masolds (négyzetre emelés)+ sorozatszdmitds (0sszegzés)
Az §ltalanos feladat a kovetkezo:
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Input : neNg,ze H", F:G"—-G,9g: H -G
Output : SeG
Q : AFpeGeésdf:Gx H— G és
Fyi,-osyn) = F(F (Y1, yn-1) ,yn) & F () = Fo
R : S:F(g(xl)v"'vg(xn))
Az algoritmus:
Fiiggvény:
g : H-elemtipus— G-elemtipus
Viltozok:
n : egész {a feldolgozandé sorozat elemszdma}
z : témb(1..n: H —elemtipus) {a feldolgozandé elemek}
Fy : G-elemtipus {a mfivelet nulleleme}
S : G-elemtipus {az eredmény}

A megoldis:
Maisolas _sorozatszamitas(n, z, s)
S = FO
fori=1:n
s = f(s,9(z(i)))
end
eljaras vége
2. Példa: Midsolds és maximumkivilasztds egybeépitése a maximalis elem értékének és indexének
meghatédrozdsaval.
A feladat leirédsa:

Input : n €Ny, z € H", H rendezett halmaz (3 <, < reldcio), g: H — G
Output : MAX eN
Q :on>1
R : 1< MAX <nAVi(1<i<n):g(zmax)>g(z;)
Az algoritmus:
Figgvény:
g : H-elemtipus— G-elemtipus
Valtozok:
n : egész {a feldolgozandé sorozat elemszama}
z : tomb(1..n: H-elemtipus) {a feldolgozandé sorozat elemei}
MAX : egész {a maximaélis értékii elem sorszéma}
MAXERT:G-elemtipus {a maxima4lis értek}

Misolds  maximumkivélasztas(n,z, MAX, MAXERT)
MAX, MAXERT :=1,g(x (1))
fori=2:n
if MAXERT < g(x(z)) then MAX, MAXERT :=1,g (z (1))
end
eljaras vége
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5.6 Példa programhelyesség igazolasara

Egy un. blokkdiagram program helyességét igazoljuk teljes indukciéval Anderson konyve alapjan.
Feladat: .
>
j=1

meghatédrozdsa. A feladat a sorozatszamitds programozési tétel specidlis esete.
Tekintsiik az aldbbi blokkdiagram sémaét:

START
SUM=0

False @

Az 1. pontban, kiinduldskor, X7, X5, .. ;( N N-dimenziés valés tomb.

A 2. pontban 1 <I < N +1, SUM = Z 1 X () X =0).

A 4. pontban SUM = Zj:l X;.

A séma helyességét teljes indukcidval (kettds indukcid) igazoljuk.

Jelolje n azt, hogy a 2. pontot hdnyadszorra értiik el (0 <n < N + 1). Legyen ekkor I,, az I viltozo
értéke, a SUM,, pedig a SUM viltozé értéke.

1. A 2. pont els6 eléforduldsakor n =1, [y =1, SUM; = 0.

Minthogy 1 < I < N+1,SUM = SUM; = le ! X; Z; 1 X; =0, az els6 eléforduldskor kapott
eredmény helyes.

2. Tegyiik fel, hogy a 2. pontnél vagyunk, 1 < I, < N+ 1, I, =n, SUM = SUM,, = ZJI":? X;.

Ha I, < N, akkor folytatjuk a ciklust, I,,41 = I, + 1 és

SUMpi1 = SUM, + X1, = (X1 + ...+ X1,-1) + X1, ZX
Tovébbd 2 < I,411=I,+1=n+1<N+1 Tehdt I =n+1és

n I
SUM = SUMp1 =Y X; =Y X;.
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Ha I, = N + 1, akkor kilépiink a ciklusbdl és ekkor I = N + 1, SUM = Zjvzl X;. Tehat a blokkséma
program helyességét igazoltuk.

Feladat:

Mit csindl az aldbbi program? Igazoljuk a helyességét!

START

i
<

[
Il
o

6 Listak

A ldncolt lista egy olyan dinamikus adatszerkezet, amelyben az objektumok linedris sorrendben kévetik
egymdst. A lista méretét feliilrdl csak a rendelkezésre 4116 térolé helyek korldtozzak. Listdk felhasznéldsa
szamos helyen célszerii. Legegyszeriibb esetben egy listaelem két részbol all:

ADAT MUTATO

Az adat rész tartalmazza a tényleges informaciot, a mutaté rész pedig hivatkozést a kovetkezd listaelemre
(a kovetkezd listaclem cimét).
A létrehozhato listaszerkezet elnevezése: Egyszeriien kapcsolt, vagy linedris lista.

1 2 3 nl n

p — o o o> . o—> o %

A P valtozé (mutatd) az elsd listaclem cimét tartalmazza. A 0, vagy NIL jel a lista végét jelzi.
A szimmetrikus lista elemek az adatmezoén kiviil két mutatét tartalmaznak:

a BM és a JM mutatét. A BM mutaté az eléz6 (baloldali) szomszéd cimét, a JM mutaté pedig a
kovetkezo, jobboldali szomszéd cimét tartalmazza.
A szimmetrikus listaelemekbdl 4116, szimmetrikus lista dltaldnos alakja:
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2 % % o P
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Itt a B mutaté az elso listaelem, a J mutaté pedig az utolsé listaelem cimét tartalmazza.
Tombok segitségével konnyen hozhatunk 1étre linedris listdkat. Kell két tomb:

adat (N), mutaté(N),
ahol N a tarolando adatok szédma. Az
{adat (i) , mutatd (i)}

péros képez egy listaclemet. A mutatd (i) tartalma a kovetkezd listaclem indexe. A lista végén () =
NIL = 0.
Példa: Tekintsiik az aldbbi két tombot

11

X 10

© 0 N o g b~ W N P

e
= O
ml| —
~| s

=
N

A példédn lathaté, hogy a két témb hézagosan van kitoltve.

Legalabb két listét szokds létrehozni. A tényleges listdn tilmenden létrehozzuk a rendelkezésre all6 sz-
abad tarol6helyek listjat is. Uj adat listdba val6 elhelyezésekor a szabad térolohelyek listajabol elvesziink,
adat torlésekor pedig a szabad taroléhelyek listdjahoz hozzatesziink.

A linedris lista szekvencialis feldolgozdsa:

Legyen T a lista elem indexe, {ADAT (T), MUTATO (T)} pedig a T-ik listaelem.

T «— P {Az elsd listaelem cime}
while T # ()
W «— ADAT (T)
W feldolgozésa
T — MUTATO (T)
end
Megjegyzés: Ha nincs feldolgozas, akkor csak bejdrasrdl beszéliink.

6.1 Miuiveletek listakban

1. Uj adatelem beszirdsa listdba:
A miivelet sematikus képe a kovetkez6: A k-ik és a (k + 1)-ik adatelem kozé tesziink be 1j adatelemet.
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ez a kapcsolat
torlésre kerul

4% k-ik adatelem ‘ (k+1)-ik adatelem ‘ }—b

\ 5

! \
;
| ;
. .
ﬁ (j adatelem ‘ % .

A miivelet megvalésitdsa (programrészlet):
MUTATO (T) — MUTATO (k)
MUTATO (k) — T
2. Lista elem torlése:
A miivelet sematikus képe a kovetkezd (a k-ik elemet torsljiik):

k-1 k k+1

A miivelet lehetséges megvalésitasai (programrészletek):

1. Viltozat (A (k + 1)-ik elem el6re ”csuszik” a k-ik helyére):

T — MUTATO (k)

if T = () then hibajelzés és exit

ADAT (k) — ADAT (T)

MUTATO (k) «— MUTATO (T)

2. Valtozat (minden elem a helyén marad):

MUTATO (k —1) «— MUTATO (k)

Szamos probléma meriil fel az iires listdk és a listak utolsé elemeinek kezelésével. A lehetséges megolda-
sok a kovetkezok.

Listafej

Az iires listakkal valé problémék elkeriilésére vezetjiik be a listafejet:

1

?

listafej

Igy a lista hossza soha nem lesz zérus. A listafej tartalmazhat lista informéciokat (pl. az elemek aktudlis
szamét).

Ciklikus lista

A ciklikus, vagy cirkuldris lista az utolsé elemekkel valé bajlédast kivanja csokkenteni.

1 2 n-1 n

v
-
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A lista végén egy mutatét helyeziink el, amely az els6 elemre mutat. Itt a listafej mutatéja P a jobb
oldalon van.

A problémét ennél a megolddsndl az jelenti, hogy nem tudjuk a lista végét. Ennek a megolddsa a
ciklikus lista listafejjel:

listafej 1 2 n-1

l
T

A lista szekvencidlis feldolgozdsdnak végét a listafej elérése jelzi.
Megjegyezziik, hogy a szimmetrikus listdkat is el szokds listafejjel 1ldtni.
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Verem dbrdzoldsa listdval:

fels® elem alsé elem

A kovetkezd lista miiveleteknél feltételezziik, hogy rendelkezésiinkre dll a szabad helyek listdja is,
amelynek fejét az U véltozo jelzi.
Uj elem behelyezése a verembe:

felsd elem also elem
Y > 0
U] > 0
Uj elem
helye

Az 1j elemet az iires helyek listdjabol elvett helyre tessziik és a mutatokat atirdanyitjuk mindkét listdban.
Felso elem térlése verembol:

felsd elem als6 elem
v > o
U > o

A verem fels6 elemét tgy toroljiik, hogy a verem listafej mutatéjdt a kovetkezd elemre irdnyitjuk, a torolt
fels6 elemet pedig az iires helyek listdjanak tetejére tessziik.
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Sor dbrdzoldsa linedris listdval

fej 1 2 utols6 elem

S > 0

A listafej két mutatSt tartalmaz. A bal mutaté a sor utolsé elemére (a lista végére) mutat. Ures sor
esetén a bal mutat6 sajatmagéra (a listafejre) mutat:

A sorbdl torténd olvasds, torlés ugyanaz mint a verem esetében.
Beirds sorba utolsé elem utdn:

T

U] y 0

Az 1j y adatelem helyét elvessziik az iires helyek listdjarél és mindkét listdn a megfelelé mutatékat
atallitjuk. Vegyiik észre, hogy az dj elemhez keriil a NIL jelzés.

3. Keresés listaban

Két viltozatot néziink meg.

1. Keresés rendezetlen listdban:

Legyen a keresett adat (tétel) X. Az X-et tartalmazoé listaelem cime -LOC- kell.

A megolddst a ”linedris lista szekvencidlis feldolgozdsa” algoritmus adja:

A\
o
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TP
while T # ()
if ADAT(T)=X
LOC — MUTATO (T)
exit
endif
T — MUTATO (T)
endwhile
Legrosszabb esetben n sszehasonlitds kell. Altaldnos esetben n/2 a vérhat6 osszehasonlitds szam.
2. Keresés (novekvben) rendezett listaban:
Itt nem alkalmazhatjuk a logaritmikus keresést, mert nem tudjuk indexelni a kozépsé elemet.
TP
while T # ()
if ADAT (T) < X then
T — MUTATO (T)
else if ADAT (T) = X then
LOC = MUTATO (T)
exit
else
LOC =10
exit
endif
endwhile
LOC =0
4. Adatok rendezése linedris listaban
A feladat: ADAT (1) < ADAT (2) <...< ADAT (N)
A megoldas alapotletei:
1. Az adatokat ugy szirjuk be egy listdba, hogy a rendezettség megmaradjon.
2. Két mutatét hasznalunk.
A rendezett lista feje legyen R. A besziras séméjat mutatja az alabbi dbra:

1 i-1 i

R | b= [l [ o [ =l o]

‘ ADAT(T,)<=W<=ADAT(T,)

A MIN egy olyan adat, amelyik mindegyik rendezend6 adatnél kisebb. Ezért mindig a lista els6 eleme
marad. A W adatot a kovetkezd program részlettel helyezziik el a listdban a T és T elemek kozott:
T1 — R
Ty — MUTATO (R)
while T, # () and W £ ADAT (T)
do
T1 — TQ
Ty — MUTATO (Ty)
enddo
endwhile
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Az altaldnos rendezési algoritmus ezekutdn a kovetkezd (feltételezve, hogy az adatokat egy fdjlbol
olvassuk be):

1. U (iires helyek) lista létrehozssa
2. Az R (rendezd) lista (fejének) levagdsa az U iires helyek list4jarol.
3. ADAT (R) — MIN, MUTATO (R) — 0
4. W beolvasésa:

while W # eof

W elhelyezése a listdban
end

6.2 Megjegyzések

1. A listdknak mds véltozatai is léteznek.

2. A listaelem dltaldnosithaté (multilista), amely segitségével a hierarchikus és halds adatszerkezeteket
tudjuk megvaldsitani.

3. Specidlis hierarchikus szerkezetben, a bindris fa esetén, amikor egy csomépontbdl legfeljebb két él
indul (vagy két részfa tartozik hozzd), akkor kétszeresen lancolt listdval konnyen dbrédzolhatjuk, ahol a
balmutaté a baloldali részfa gyokerére, a jobbmutaté a jobboldali részfa gyskerére mutat.

Példa: Tekintsiik a kvetkezd bindris fat:

bindris fa

A megfeleld lista dbrézolas:

a bindris fa listas dbrazoldsa
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