Rendezés

Definicio: A relacid
Valamely A halmaz esetén a p — AxA részhalmazt az A halmazon értelmezett
reldacionak nevezzik. Azt mondjuk, hogy az A halmaz a és b eleme a p
relacioban van, ha (a,b)ep . Roviden ezt igy irjuk: apb.

1. Példa: Legyen A=R, és a relacié a kisebb ,,<” jel. Az apb relacié azokat a szamparokat
jelenti, amelyekre fennall az a<b Osszefiiggés.

Definicio: A rendezési relécio
A prelaciot rendezési reldcionak nevezziik az A halmazon, ha
1. reflexiv, azaz apa VaeA esetén;
2. apb és bpa akkor és csak akkor all fenn, ha a=b.
3. tranzitiv, azaz aph és bpc maga utan vonja az apc teljesiilését;
4. antiszimmetrikus, azaz vagy az apb, vagy a bpa fennall Va,beA esetén.

2. Példa: A valos szamok kozotti ,,<” relacid rendezési relacio.

Rendezésrdl olyan adattipus esetén beszélhetiink, amelyre értelmezve van egy rendezési
relacid. Tekintsiik a sorozatot és annak is vegylik a tombos realizaciojat. A rendezés a sorozat
elemeinek olyan felsorolasat jelenti, amelyben az egymadst kovetd elemek a megadott
relacidban vannak. A targyalast valos szamokon (leginkabb egészek) vissziik végig ¢és
relacionak a kisebb, egyenld relaciot (<) tekintjiik. ami nem csokkenti az altalanossagot. A
rendezés mind a mai id6kig fontos informatikai probléma. Gyakran jelenik meg mint egy
nagyobb probléma része. A rendezési algoritmusokkal kapcsolatban tobb szempont szerinti
igény léphet fol. Ilyenek példaul az aladbbiak:

a. Helyben rendezés, azaz a rendezés eredménye az eredeti helyén jelenjen meg, legfeljebb
konstans méretli tobbletmemoria felhasznéalasa révén.

b. Gyorsasdg. A rendezési id6 legyen minél rovidebb.

Adaptivitds. Az algoritmus hasznalja ki a kulcsok k6zott mar meglévo rendezettséget.

d. Stabilitas. A rendezés Orizze meg az azonos kulcsu rekordok esetén a rekordok
egymashoz képesti eredeti sorrendjét. (Példaul telefonszamlak készitésekor az azonos
kulesu eléfizetdi hivasok idérendi sorrendje maradjon meg.)

e. Az algoritmus csak a kulcsokat rendezze a rekordokra mutatd pointerekkel, vagy az
Osszes rekordot mozgassa.

f.  Belsd rendezés legyen (csak a belsé memoriat vegye igénybe a rendezéshez), vagy kiilsd
rendezés legyen (hattértarakat is igénybe vehet).

g. Osszehasonlitdson alapuljon a rendezés, vagy azt ne vegye igénybe az algoritmus. (Ez
utdbbi esetben a kulcsokra tovabbi megszoritasokat kell tenni.)

h. Optimalis legyen a rendezési algoritmus, vagy sem. (Nem biztos, hogy az adatok az
optimalis algoritmus altal megkivant médon vannak megadva.)

i. Az 0Osszes rendezendd adatnak rendelkezésre kell-e allnia a rendezés teljes folyamata
alatt, vagy sem.

J. A rendezésnek csak a befejeztével van eredmény, vagy menet kdzben is a mar rendezett
rész tovabb nem valtozik.

o

Nem lehet kizarni a nem optimdlis algoritmusokat sem az alkalmazasokbdl, mert egy
probléma megoldasaban nem csak a rendezési algoritmus optimalitdsa az egyetlen szempont a
problémamegoldas hatékonysagara. (Hidba gyors az algoritmus, ha az adatok nem a kivant
formaban allnak rendelkezésre, és a konverzio lerontja a hatékonysagot.)



1. A beszuro rendezés

A beszur6 rendezés alapelve nagyon egyszerli. A sorozat masodik elemétdl kezdve (az elsd
onmagaban mar rendezett) egyenként a kulcsokat a sorozat eleje felé haladva a megfeleld
helyre mozgatjuk 6sszehasonlitdsok révén. A sorozatnak a vizsgélt kulcsot megel6zd elemei
mindig rendezettek az algoritmus soran.

1. Példa: Az alébbi kulcsok esetén nyil mutatja a mozgatandd kulcsot és a beszaras helyét.
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1. algoritmus
Beszuro rendezés

/

~~

T(n)=0(n?)

BESZURO RENDEZES (A)
// Input paraméter: A - a rendezendd tomb
// Output paraméter: A - a rendezett tdmb
I
FOR j<«2TOhossz[A] DO
kulcs <« A
Beszuras az A; _j_1 rendezett sorozatba
I« j-1
WHILE i>0¢ésA;>kulcs DO
A1 < A
DEC(i)
Ai+1 <« kulcs
RETURN (A)
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2. A minimum Kkivalasztasos rendezés

Hossz[A]-1 -szer végigmegyiink a tombon. Minden alkalommal eggyel magasabb indexii
elemtdl indulunk. Megkeressiik a minimalis elemet, és azt az aktudlis menet kezdd elemével
felcseréljiik.

2. algoritmus
Minimum kivalasztasos rendezés
Z T(n)=0(n?)

1| MINIMUM KIVALASZTASOS RENDEZES(A)

2 | // Input paraméter: A - a rendezend6 tomb

3|/l Output paraméter: A - a rendezett tomb

411

5|FOR i <1 TO hossz[A]-1 DO

6 /I minimumkeresés

7 K < i

8 X < A

9 FOR j «i+1 TO hossz[A] DO
10 IF  Aj<X
11 THEN  k «j
12 X < A
13 /[ az i. elem és a minimum felcserélése
14 A < A
15 Ai <X
16 | RETURN (A)




3. A buborékrendezés

A buborékrendezésnél az egymas mellett allo elemeket hasonlitjuk Ossze, és sziikség esetén
sorrendjliket felcseréljiik. Ezt mindaddig folytatjuk, mig sziikség van cserére.

3. algoritmus
Buborékrendezés (Bubble Sort)

I T(n)=0(n?)

BUBOREKRENDEZES( A)
// Input paraméter: A - a rendezendd tdmb
// Output paraméter: A - a rendezett tdmb
1
j<«2
REPEAT nemvoltcsere < IGAZ
FOR i<« hossz[A] DOWNTO j DO
IF Aj<Ai_4
THEN csere Ai <> A1
nemvoltcsere < HAMIS
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11 INC(j)
12|UNTIL  Nemvoltcsere
13|RETURN (A)
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Id6igény a legrosszabb esetben: T(n)=

Az algoritmusra jellemz6 a sok csere, az elem lassan keriil a helyére.



4. A Shell rendezeés
(rendezés fogy6 novekménnyel)

A Shell rendezés a buborékrendezésnél tapasztalt lassu helyrekertilést igyekszik felgyorsitani
azaltal, hogy egymastol tavol all6 elemeket hasonlit és cserél fel. A tavolsagot (itt
névekménynek nevezik) fokozatosan csokkenti, mig az 1 nem lesz. Minden novekmény esetén
beszlrasos rendezést végez az adott novekménynek megfeleld tavolsagra allo elemekre. Mire
a ndévekmény 1 lesz, sok elem mar majdnem a helyére kertil.

A ndvekmények felépitése. Hasznaljunk t szamu ndvekményt. Legyenek ezek h, .

A kovetelmény: h, =1,¢és h,, <h,, i=1...t-1.

i+1

A szakirodalomban javasolt ngvekményadatok: t =[logn |1

h,=2h |..32,16,842,1
h,=3n +1 |...121,40, 13,4, 1
h,=2h —1|..31,157,3,1

4. algoritmus
Shell rendezés
I T(n)=0(n*)
1|SHELL RENDEZES(A)
2 |// Input paraméter: A - a rendezendd tomb
3 |// Output paraméter: A - a rendezett tomb
411
5|FOR s«1TOtDO
6 m <« hs
8 FOR j< m+1TO hossz[A] DO
9 i «<j-m
10 k <« kulcs[A{]
11 < Aj
12 WHILE i>0¢ésk<A; DO
13 Ai+m < Ai
14 I «i—-m
15 Arm <1
16 | RETURN (A)

Megjegyzés: A hossz[A] a rendezendd elemek szamat jeloli.

Példa: Shell rendezésre

Id6igény: alkalmas ndvekmény valasztassal leszorithatd T(n) = ®(n1'5 )-re.



5. Az osszefésuilo rendezés

Az Osszefésiild rendezés alapelve az Osszefésiilés miiveletén alapszik, amely két rendezett
tombbol egy 1) rendezett tombot allit elé. Az Osszefésiilés folyamata: Mindkét tombnek
megvizsgaljuk az elsé elemét. A két elem koziil a kisebbiket beirjuk az eredménytomb elsé
szabad eleme helyére. A felszabadul6 helyre ujabb elemet vesziink abbdl a tombbdl, ahonnan
elézoleg a kisebbik elem jott. Ezt a tevékenységet folytatjuk mindaddig, mig valamelyik
kiindulé tombiink ki nem {iriil. Ezutan a még vizsgélat alatt 1évé elemet, valamint a
megmaradt masik tomb tovabbi elemeit sorba az eredménytombhoz hozzairjuk a végén. Az
eredménytdomb nem lehet azonos egyik bemeneti tombbel sem, vagyis az eljaras nem helyben
végzi az 0sszeféstilést.

Legyen OSSZEFESUL ( A, p, q, I ) az az eljaras, amely 6sszefésiili az Ap qgésazAg+1.r
résztomboket, majd az eredményt az eredeti Ay . helyre masolja vissza. Az eljaras linedris
méretli tovabbi segédmemoriat igényel. Az Osszefésiilés iddigénye G)(n), ha Osszesen n
elemiink van. (Egy  menetben  elvégezheté6 és az  kell is  hozza.)

Definicié: Az oszd meg és uralkodj elv
Az oszd meg és uralkodj elv egy algoritmus tervezési stratégia A problémat
olyan kisebb méretii, azonos részproblémakra osztjuk fol, amelyek rekurzivan
megoldhatok. Ezutan egyesitjlik a megoldasokat.

Az Osszefésiilo rendezés oszd meg és uralkod;j tipust algoritmus, melynek az egyes fazisai:

Felosztas: , 1, N . .
A tombot két 3 elemi részre osztjuk

Uralkodas: Rekurziv Osszefésiiléses modon mindkettét rendezziik .(Az 1 elemli mar
rendezett)
Egyesités: A két részsorozatot dsszefésiiljiik.

5. algoritmus
Osszefésiilé rendezés (Merge Sort)
I T(n)=0(n-logn)
1| OSSZEFESULO RENDEZES (A, p, )
2|// Input paraméter: A - a tomb, melynek egy részét rendezeni kell
3|/ p - arendezendd rész kezddindexe
4111 Ir - a rendezendé rész végindexe
5| // Output paraméter: A - a rendezett résszel rendelkezd tomb
6|/
7/IF p<r
8 THEN g« {% J
9 OSSZEFESULO RENDEZES (A, p, q)
10 OSSZEFESULO RENDEZES (A, q+1,r)
11 OSSZEFESUL (A, p, q, )
12| RETURN (A)

A teljes tomb rendezését megoldo utasitas: OSSZEFESULO RENDEZES(A,1,hossz[A]).



Az Osszefésiilo rendezés iddigénye

Felosztas: @(1)
Uralkodas: 2-T(gj = T(n)= 2-T(E
Egyesités:  ©(n)

Az algoritmus idéigénye megkaphat6 a mester tétel 2. pontja alapjan: T(n): @(n -log n).

5.1. A Batcher-féle paros-paratlan
osszefésiilés

Az eljards csak az Osszefésiilést teszi hatékonyabba. Nem 06ndllo rendezé modszer. Nagy
elénye, hogy parhuzamosithatok a 1épései. Legyen két rendezett sorozatunk, az n elemii A
sorozat és az m elemi B sorozat.

A = {a]_,...,an}
B ={by.... bm}

A két sorozat Osszefésiilése adja a C = {Cy,...,cn+m} SOrozatot. Az osszefésiilés modja a
kovetkezd: Mindkét kiinduld sorozatbol kettét képeziink, a paratlan indexii és a paros indexti
elemek sorozatait:

A1 ={aazas,...} B1 = {b1,b3,bs,...}
A; = {ay,a4,8s,...} Bz = {b2,b4,bs,...}

C)sszefésiiljiik az A1,B; sorozatokat, eredménye az U sorozat.
Osszefésiiljiik az A,B1 sorozatokat, eredménye a V sorozat.

Osszefésiiljiik az U és V sorozatokat, eredmény a C sorozat.

Példa: Batcher 0sszefésiilésre

Tétel: A Batcher-féle osszefésiilés tétele
A Batcher 0sszefésiilés soran
) , . _n+m
Cyia = min{y;,v, } és ¢, =max{y,,v,}, 1<i< >

Bizonyités
Fogadjuk el kiindulasként igaznak azt a feltevést, hogy C elejébdl paros szami
elemet véve azok kozott azonos szamt U és V elem van. Ekkor

Covns Gy f = e Ui SO v S és ey G = {un U b o g, v )
Ebbél viszont {C, ,,C, }=1{u,,v;}, ahonnan c,_, <c, miatt adodik a tétel
allitasa.

A feltételezésiink bizonyitasa:

Legyen {c,,...,C, }={ay,...,a, }Uib,,....b, . }.

Ezek koziil U-ba kertil (2—‘ elem az A-bol (az A paratlan indexii elemei) és



Vk S J elem a B-bél (a B paros index{i elemeti),

Valamint V-be keriil {%J elem az A-bdl (az A paros indexti elemei) és [Zkz_ S—I

elem a B-b6l (a B paratlan indexti elemei). Innen az U-beliek szama

F}Fk _SJ =k és a V-beliek szama FJJZK_SW =k




6. Gyorsrendezés

Felosztas: Az A, ., tombot két nemiires Ay | g €s Aq + 1 .. r részre osztjuk gy, hogy A, . ¢
minden eleme kisebb egyenld legyen, mint Aq+ 1 .. r barmely eleme. (A megfeleld
g meghatarozando.)

Uralkodas: Az Ap . ¢és Aq+1 .. r résztomboket rekurziv gyorsrendezéssel rendezziik.

Egyesités: Nincs ra sziikség, mivel a tomb mar rendezett. (A sajat helyén rendeztiik.)

6. algoritmus
Gyorsrendezés (Quick Sort)
1 T(n)=0(n?), atlagos: T(n)=©(n-logn)
1| GYORSRENDEZES( Ap,r)
2|/l Input paraméter: A — a tomb, melynek egy részét rendezeni kell
3/ p - arendezendé rész kezdGindexe
4111 r - a rendezendé rész végindexe
5 | // Output paraméter: A - a rendezett résszel rendelkezd tomb
6|/
7/IF p<r
8 THEN FELOSZT (A, p, 1, Ay Q)
9 GYORSRENDEZES (A, p,q)
10 GYORSRENDEZES (A, g+1, r)
11| RETURN (A)

A gyorsrendezés 1ddigénye:

A legrosszabb eset: a felosztas minden 1épésben n—1, 1 elemii
T(1)=00),

T(n)=T(n-1)+6(n)

T(n) =T(n-1)+0(n)=T(n-2)+6(n-1)+06(n)=...=

T+ 0)+ 0(2)+...+ o)~ 6| 3k |- o)

k=1

A legjobb eset: g,g a felosztas, ekkor
T@)=06(),
T(n)=2 'T(ngr@(n), han>1

Ez megegyezik az sszefésiilé modszer formuldjaval, tehat T(n) = ®(n -log n)

Megjegyzés: ha a felosztds aranya allando pl. % % akkor a rekurzios formula:

9 1
T(n)_T[Ej+T(Ej+@(n).
Bizonyithato, hogy ekkor is T(n):G)(n-Iog n). Ezen tilmenden az atlagos értékre is
T(n)=0(n-logn) adodik.



7. Négyzetes rendezés

Felosztjuk az n elemi A tombdot (kozel) Jn szaml részre (alcsoportra). Mindegyikben

(kozel) Jn elemet helyeziink el, majd mindegyikbdl kiemeljiik (eltavolitjuk) a legkisebbet. A
kiemeltekbol egy fécsoportot képziink. Kivalasztjuk a fécsoport legkisebb elemét és azt az
eredménytombbe irjuk, a fécsoportbol pedig eltavolitjuk ( tordljiik ). Helyére abbdl az
alcsoportbol ahonnan ¢ szarmazott ujabb legkisebbiket emeliink be a fécsoportba. Az eljarast
folytatjuk, mig az elemek el nem fogynak a fécsoportbol.

Idéigény: Osszehasonlitasszam T(n)= G)(n n )= G)(nl’5 ) .

Tovébbfejlesztett valtozat, amikor 3/n szamu elem van egy fé-fécsoportban és ¥/n szamu

fécsoport van, mindegyikben 3/n  szému elemmel, melyek mindegyikéhez egy IUn
elemszamu alcsoport tartozik. A rendezés elve az el6z6 algoritmuséhoz hasonlo.

4
Idéigény: T(n)= @(n : i/ﬁ): @{nsJ

A Stirling formula és az Als6 korlat 6sszehasonlité rendezésre tétel

Tétel: A Stirling formula
Igaz az alabbi 6sszefliggés az n!-ra:

n n+l
L n!<% n=345,..

n

Bizonyités
Az egyenldtlenséget a logaritmusra latjuk be. A logaritmus fliggvény konkav ¢€s
emiatt irhato:

In(n)=1-In 2+1-In 3+1-In 4+...+1-In n

In(n!)>f|n xdx=j1n1-ln X dx = [x-In x]f—fx-%dx=
=nlnn-[x]'=nlhn-(h-1)=ninn-n+1>ninn-n

In(N)=1-IN1+1-N 2+1-In 3+1-In 4+...+1-Inn

In(n!) < LMIn X dx:jlnl- In x dx = [x-In x}'"* = [x]"" =
=+ In(n+)-(n+1-1)=(n+1) In (n+1)—n

1)



Az Osszehasonlité modszerek dontési faja

Tétel:

nem igen nem

1,32 2,3,1 3,1,2 3,2,1

Alsé korléat dsszehasonlitd rendezésre
Barmely n elemet rendezé dontési fa magassaga T(n)=C(n-logn)

Bizonyitas

Egy h magassag dontési fa leveleinek szama legfeljebb 2" - Mivel minden
permutaciot rendezni kell tudnia az algoritmusnak,
€s Osszesen n! permuticid lehetséges, ezért a dontései fanak

legalabb n! levele kell legyen. Tehat nl< 2" fennall. Logaritmélva: h> Iog(n!). A

n
Stirling formula szerint n> (ﬂj : Behelyettesitve:

e
hzlog[(gj Jznlogn—nloge.

Tehat: h=Q(n-logn) o



Linearis ideji rendezok
8. A leszamlalo rendezés

A linearis idejii rendezOk nem haszndljak az 6sszehasonlitast.

A leszamlalo rendezés (= binsort, ldadarendezés) bemenete 1 és k kozotti egész szam.

Idéigény: T(n)=0(n+k). Ha k=0(n), akkor a rendezési idé is T(n)=@(n), ahol
n=hossz[A].

Az elemeket az A;, tombben helyezziik el. Sziikség van tovabbi két tombre: B; , az

eredményt tarolja majd, Cy x segédtomb.

A rendezés 1ényege, hogy A minden elemére meghatarozza a nala kisebb elemek szamat. Ez
alapjan tudja az elemet a kimeneti tomb megfeleld helyére tenni. Stabil eljaras: az azonos

értékiliek sorrendje megegyezik az eredetivel

8. algoritmus
Leszamlalo rendezés

I T(n)=0(n)

LESZAMLALO RENDEZES (A, K, B)

// Input paraméter: A - a rendezendd tOmb

/l k — kulcs fels6 korlat, pozitiv egész

// Output paraméter: B - a rendezett tomb

I

FOR i «1TOkDO

Ci<—0
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FOR j « 1 TO hossz[A] DO

INC (C,)

/I C; azt mutatja, hogy hany i értékii szamunk van

FOR i «2TOkDO

C,«C+Cy,

/I Ci most azt mutatja, hogy hany i-t61 nem nagyobb szamunk van

FOR j « hossz[A] DOWNTO 1 DO

BCA <« Aj

|

DEC (C, )

RETURN (B)




9. A szamjegyes rendezés (radix rendezés)

Azonos hosszusagl szavak, stringek rendezésére hasznalhatjuk. (Datumok, szamjegyekbdl
allo szamok, kartyak, stb.) Legyen d a sz6 hossza, k pedig az egy karakteren, mezOben
eléfordulo lehetséges jegyek, jelek szama, n pedig az adatok szama.

Idéigény: T(n)=0(d - (n+k))

9. algoritmus
Szamjegyes rendezés

Il T(n)=0(d - (n+k))

SZAMJEGYES RENDEZES (A)

// Input paraméter: A - a rendezendd tomb
// Output paraméter: A - a rendezett tdmb
I

FOR i<« d DOWNTO 1 DO

Stabil mddszerrel rendezziik az A tdombot az i. szamjegyre
RETURN (A)

N[O oA~ INE

10. Edényrendezés

Feltételezziik, hogy a bemenet a [0, 1) intervallumon egyenletes eloszlasi szamok sorozata.
Felosztjuk a [0, 1) intervallumot n egyenld részre (edények). A bemenetet szétosztjuk az
edények kozott, minden edényben egy listat kezelve. Az azonos edénybe esdket beszurasos
modon rendezziik. A végén a listdkat egybefiizziik az elsdvel kezdve.

Varhat6 iddigény: T (n) = @(n)

10. algoritmus
Edényrendezés

Il T(n)=06(n)

EDENYRENDEZES (A, L)
// Input paraméter: A - a rendezendd tomb, n elemil
// Output paraméter: L - a rendezett elemek listaja
// Menet kozben sziikség van egy n elemil B tombre,
mely listafejeket tarol. Indexelése 0-val indul.
n <—hossz[A]
FOR i«<1TOnDO
Beszurjuk az A; elemet a BLn- Al listaba

FOR i«<0TONn-1DO

Rendezzik a B listat beszurasos rendezéssel
Sorban 0sszeflizziik a Bg, By, ..., Bn-1 listakat.
képezve az L listat

11|RETURN (L)

AIWIN
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11. Kiilso tarak rendezése

Kiilsé tarak rendezésénél az elérési és a mozgatdsi id0 szerepe drasztikusan megnd. Az
Osszefésiiléses modszerek jonnek elsésorban szamitasba.

Definicio: A k hosszusagu futam file-ban
Egy file k szomszédos rekordjabol allo részét k hosszhisaga futamnak nevezziik,
ha benne a rekordkulcsok rendezettek (pl.: ndvekedd sorrendiiek).

El6szor alkalmas k-val (k=1 mindig megfelel) a rendezend file-t két masik file-ba atmasoljuk
ugy, hogy ott k hossztsagu futamok jojjenck 1étre. Ezutan a két file-t 6sszefésiiljiik egy-egy
clemet véve mindkét file-bol. Az eredményfile-ban mar 2k lesz a futamhossz.(esetleg a
legutolso rovidebb lehet). Ezt ismételgetjiik a teljes rendezettségig mindig duplazva K értékét.
Legyen a rekordok szama n. Egy menetben n rekordmozgas van a szétdobasnal és n az
Osszefésiilésnél. A menetek szama legfeljebb [logn|. Az idéigény: T(n)=©(n-logn).

Kiilso tarak rendezésének gyorsitasa

Az n log n nem javithat6 az 6sszehasonlitasok miatt. A szorzo konstansokat lehet csékkenteni.

Valtozé futamhosszak: a file-ban meglévé természetes modon kialakult
futamhosszakat vessziik figyelembe. A futamhatarok figyelésének adminisztralasa
bejon, mint tovabbi koltség.

Tobb részfile hasznalata esetén a szétdobas nem két, hanem tobb részre torténik.
Kiilon adminisztracid osszeféstilésnél a kiiiriilt file-ok figyelése.

az Osszefésiiléseket, hanem a célfile szerepét mindig a kitirtilt file veszi at és ide
kezdjiik 6sszefésiilni a tobbit

Eqgy eset polifazisu dsszefésiilésre, amikor kinosan lassu a modszer. A tabla belsejében a file-
ok futamszama szerepel, zardjelben a futamok mérete. Kezdetben az elsé file 1 rekordbol all
¢és egy a futamhossz, a masodik file 5 rekordbol 4ll és szintén egy a futamhossz.

menet és futamszam

File| 1 2 3 4 5 6
1 |1(1) |0 1(3) |0 1(5) |0
2 p1) 4@ RB@ RO 1@ |o
3 |0 1(2) |0 1(4) |0 1(6)




