A Fibonacci szamok

Definicio: A Fibonacci szdmsorozat
Fibonacci szdmsorozatnak nevezziikk azt az  Fj, F,F,,... szamsorozatot,

amelyet az alabbi formulapar hataroz meg:

Fo =0, vp 1.
(kezdofeltetel) (1)
F =1
F.,=F.,+F, n=0212,... (rekurzids feltétel) (2)

Az (1), (2) formulapar altal eléallitott szamok sorozata igy kezddédik:

Szamok 0 1 1 2 3 5 8 13 21 34 55 89 144 233 377
Jelolés Fo F1 Fo Fs Fs Fs Fe F; Fs F9 Fio Fuiu Fi2 Fiz Fus

A probléma a fenti definicioval az, hogy az n indexii elemet nem tudjuk a megel6z6ek nélkiil
kiszamitani a rekurziés formula alapjan. Mennyi példaul F,,,-nak az értéke? Ennek a
probléménak a megoldasat adja a Binet formula.

1. Tétel: A Binet formula
A Fibonacci szamsorozat elemei felirhatok az index fliggvényében az alabbi
ugynevezett Binet formula révén:

F==(@-3") n=012
/5 (3)
ahol @ = 1+2£ ~1618..., @ = 1‘f ~—0.618...

Bizonyités
Keresniink kell olyan szamsorozatot, amely az (1), (2) feltételeknek megfelel.
Koénnyebb lesz a dolgunk, ha egyeldre az (1) feltételtdl eltekintiink. A triikk:
keressiink olyan {an} sorozatokat, amelyek tudjak a (2) tulajdonsagot és alakjuk
an=2" valamilyen z szamra. A megoldasok koziil zarjuk ki a z=0 esetet, mint
érdektelent, hiszen ez csupa zérust ad €s az nekiink biztosan nem jo. A (2)
tulajdonsagot felirva an-re

"2=7""1+7" n=0,1,2,... (4)
adodik, ahonnan z"-nel leosztva a
7’=7+1 (5)

Osszefliggésre jutunk. Ennek a masodfoku egyenletnek két valds megoldéasa van:
2,=0 ¢és z,=D. (Ellendrizziik!) Tehat az a, =z megoldas. Konnyen
meggy6zOdhetiink behelyettesitéssel (2)-be, hogy akkor az a,=C,z] is
megoldas, ahol Ci tetszbleges konstans. Ugyanigy mivel a, =z, megoldas,
akkor a, =C,z; is az. Itt C szintén tetsz6leges konstans. Azt kaptuk, hogy a

megoldasok konstansszorosai is megoldasok. Vegylik észre tovabba, hogy az
a, = Clzln + szg (6)



is megoldas. Osszegezve: a 7] ¢és a 1z,

(bazismegoldasok) linedris kombindcioi is megoldast adnak. Helyettesitsiik be
(6)-ot (1)-be az n=0 és n=1 esectre. Ezzel csempéssziik vissza a kezdetben
elhanyagolt (1) feltételt. Az alabbi kétismeretlenes, két egyenletbdl all6 linearis
egyenletrendszert kapjuk, melyben az ismeretlenek C1 és C, .

ugynevezett alapmegoldasok

cC, + C, =

C® + C,d =1 ()

Innen Cz-et és Co-t kifejezve kapjuk, hogy

1 1
C,=—, C=—F 8
=5 T 8
[
2. Tétel: A Fibonacci szamok eldallitasa kerekitéssel
Az F, Fibonacci szam képezheté az alabbi modon a Binet formula
felhasznalasaval:
F, = Round ®" |, n=012,... 9
(JE j ©)

Bizonyités

. 1 . .
Belatjuk, hogy —<I> ¢s Fn kozott kevesebb, mint 5 az eltérés. Ez azt jelenti,

7

hogy a kerekitendd i<I)” szam koré fel tudunk rajzolni egy szimmetrikus

5

intervallumot, amelynek a szélessége kevesebb, mint egy. Ekkor azonban csak
egyetlen egész szam lehet ebben az intervallumban, ami igy szilikségszerlien
éppen a Fibonacci szam lesz.

1 1 1 1 1 —
F-——®" =] —@"———®" |-—"|=|-—— "
J5 ‘(\/3 J5 ] J5 ‘ J5
(10)
<@ si~\6"si<1
V5 5 5 2
Ugyanis ‘CD‘<1 és +/5 > 2. Tehat
1 1 1 1
—O"-=<F <——=0"+=, 11

amibdl latszik, hogy Fn egybeesik az egyetlen egésszel, amely a megadott
intervallumban van.
[

A Fibonacci szamok sorozata exponencidlisan novekszik. Ez kovetkezik a

F, = Round (icp n=012,... eléallitasbol.

&)
F, ~0,447213595-1,618033989". (12)
frhatjuk, hogy F, = ®( “).



Definicio:

Definicio:

1. Tétel:

2. Szamelméleti algoritmusok
2.1 Alapfogalmak
Az oszthatdsag

Azt mondjuk, hogy a d egész szam 0sztja az a egész szamot, ha az osztasnak zérus
a maradéka, azaz, ha 1étezik olyan Kk egész szam, hogy a=k-d. Jel6lésben: d|a. A

d szamot az a osztdjanak nevezziik. Az a szam a d t6bbszérose.

Primszam
Primszamnak nevezziik azt az 1-nél nagyobb egész szamot, amelynek csak az 1
¢€s sajat maga az osztdja.

A maradékos osztas tétele
Ha a egész szam, n pedig pozitiv egész szam, akkor egyértelmiien 1étezik olyan q
és r egész szam, hogy

a=q-n+r,ahol 0<r<n. (1)
A ( szam neve hdnyados, r neve maradék. A hanyados és a maradék felirhato:

q=|a/n], r=a—g-n=amodn. (2

A bizonyitést az olvasora bizzuk.

Definicio:

Definicio:

Koz0s 0sztd
Azt mondjuk, hogy a d egész szam az a és b egészek k6zos osztdja, ha d mindkét

szamot osztja. d|a és d|b.

Linearis kombinacid

Az s egész szamot az a és b egészek (egész) linedris kombindcidjanak nevezziik,
ha létezik olyan X és y egész szam, hogy s=Xx-a+Yy-b. Az X és y szamokat a
linearis kombinacid egyiitthatoinak nevezziik. Az a és b szamok Osszes linearis
kombinaciojanak halmazat L(a,b)-vel jeloljiik.

1. Példa: Legyen két szam a=36, b=60. Hatarozzuk meg az s=x-a+y-b értékeket az
x=-3,...,3, y=-3,...,3 egyiitthatokra!

s=xa+yb y
tabla

-3 | -288| -228| -168| -108| -48| 12| 72
-2 | -252]-192| -132| -72| -12| 48] 108
-1 | -216| -156| -96| -36| 24| 84| 144
x | 0 |-180| -120| -60 0] 60| 120 180
1 [-144| -84| -24| 36| 96| 156]| 216
2 |-108| -48| 12| 72|132| 192|252
3 -72| -12| 48| 108| 168| 228 | 288




2. Tétel:

A k6z06s 0szt6 tulajdonsagai

Legyen a d egész az a és b egészek kozos osztdja. Akkor fennallnak az alabbi
allitasok:

1. |d|<|a| vagy a=0

2.Ha da és ald, akkor d =+a

3. A kozbs osztd osztdja az a és b szam minden linedris kombinacidjanak is.
Vs e L(a,b)-re ds.

A bizonyitast az olvasora bizzuk.

Definicio:

Definicio:

1. Tétel:

2. Tétel:

2.2 A legnagyobb k6zds 0szto

Legnagyobb k$zos 0sztd
Az alabb megadott d” egész szamot az a és b egész szamok legnagyobb kozos
osztojanak nevezziik. Jele Inko(a,b).

ot 0 ha a=0 és b=0

d” = Inko(a,b)= max egyébkeént 1)
dib

Relativ primek
Az a és b egész szamokat relativ primeknek nevezziik, ha Inko(a,b)=1.

A legnagyobb kdzds 0sztd elemi tulajdonsagai
Legyen ad” egész az a és b egészek legnagyobb kdzds osztoja. Akkor fennallnak
az alabbi allitasok:

1. 1<d" <min(al, o). )
2. Inko(a, b)=Inko(b, a) = Inko(— a,b) = Inko(al,|b|). 3)
3. Inko(a,0)=|al. (4)
4. Inko(a,k-a)=lal, ke Z. (5)
5. Ha d kozos osztd és d” =0, akkor d <d”.

6. A legnagyobb kozos 0sztdé minden linedris kombinacionak osztdja,

azaz Vs e L(a,b)-re d’s.

A legnagyobb kdzbs 0szto reprezentacios tétele
Ha az a és b egész szamok nem mindegyike zérus, akkor a legnagyobb kozos
osztd megegyezik a két szdm pozitiv linedris kombinacidinak minimumaval.

d :Inko(a,b):sgg(le[\b)s:a-x +b-y =s ©)

s>0



Bizonyités
A bizonyitas menete az lesz, hogy megmutatjuk, hogy " <d” és d” <s", amibél
kovetkezik az allitas.

s” <d” megmutatasa ugy torténik, hogy belatjuk, hogy s” kdzds osztd, ami nem
lehet nagyobb, mint a legnagyobb kozds 0szto. Azt, hogy s~ kozds 0sztd azaltal
latjuk be, hogy az osztasi maradéka zérus. Csak az a szamra végezziik el, b-re
ugyanigy megy a bizonyitas. Osszuk el tehat a-t s -gal és szamitsuk ki a
maradékot! Legyen g a hanyados. Az r maradékra igaz, hogy 0<r <s . Akkor

0<r<s

0<a-q-s <s
Oga—q~(a~x*+b-y*)<s*
Os(l—q~x*)-a+(—q~y*)~b<s*

(7)

Az egyenlbtlenség kozepén allo maradék az a és a b linearis kombinacidja. A
baloldali egyenl6tlenség miatt nem lehet negativ, a jobboldali egyenlétlenség
miatt pedig kisebb, mint a pozitiv linearis kombinaciok koziil a legkisebb. Emiatt

csak zérus lehet. Tehat az s~ 0sztja az a szamot.

d” <s” abbol kovetkezik, hogy a legnagyobb kozds osztd osztja az dsszes

linearis kombinéciét, igy s -ot is. Ekkor azonban nem lehet nagyobb, mint s,
hiszen annak osztdja.
|

A tétel kovetkezményei:
1. A koz0s oszto osztja a legnagyobb kdzos 0sztot, ugyanis a legnagyobb kozos oszto az a

¢és b egészek linearis kombinacioja a tétel szerint, amit a kdzos osztd 0szt.
2. Tetszoleges n nemnegativ egészre

Inko(n-a,n-b)=n4nko(a,b). (8)

Ugyanis n=0-ra az allitas trivialis, n > 0-ra pedig
Inko(n-a,n-b)=n-a-x"+n-b-y" =n-(a-x" +b-y")=ndnko(a,b)

(Lassuk be, hogy az utols6 egyenléségjel valoban igaz, azaz a linedris kombinaciokban mindkét
szampar esetén ugyanaz az X, y~ megfeleld valasztas!)

3. Tétel: A linedris kombindciok halmazénak jellemzése
Legyen M a d” =Inko(a,b) egész tobbszoroseinek a halmaza. Allitas:

L(a,b)=M. (9)

Bévebben: az L(a,b) minden eleme d” egész tobbszordse és ha egy s szam d”
egész tobbszorose, akkor az az S szdm az a és b linearis kombinacioja is.



Bizonyitas

4. Tétel:

Bizonyitas

Megmutatjuk, hogy LM és M < L, amibdl kovetkezik az allitas.

LcM esete: dfa ¢ d'p = van olyan k,,k,€Z, hogy a=k,-d",

b=k,-d".

Ha sel,akkor s = a-x+b-y = k,-d"-x+k,-d"-y = d"-(k, - x+k,-y) =
Ya 770

=k

=k-d"eM ,mert keZ

M c L esete: d” =Inko(a,b)=a-x"+b-y"
Ha s e M, akkor van olyan k, € Z , hogy
s:ks~d*=ks~(a-x*+b~y*):ks-x*-a+ks-y*-beL

|
A legnagyobb k6z0s 0sztd redukcids tétele
Tetsz6leges a és b két egész szam esetén fennall, hogy

Inko(a, b) = Inko(a—b,b). (10)

Legyen d, =Inko(a,b) és d; =Inko(a—b,b). Azt fogjuk bizonyitani, hogy
d;|d; és d, ‘df , amibdl kovetkezik a tétel allitasa.

Vilagos, hogy fennéllnak az alabbi tulajdonsagok

d;-ra: d; eL(a,b), d;
d,-ra: d,el(a-b,b), d,

L(a,b) (10)
L(a—b,b) (11)

Megmutatjuk, hogy d; e L(a—b,b) ¢és d; eL(a,b) is fennall. amibsl a
kolcsonds oszthatdsag mar kovetkezik.

d; € L(a—b,b) megmutatasa:

d; €L(a,b) = d] =x-a+y,-b=x-(a-b+b)+y,-b=
=x-(a=b)+(x +y;)-b eL(a—b,b)

d; € L(a,b) megmutatasa:

d, el(a-bb) = d, =x;-(a-b)+y,-b=

= x;-a+(y;—=x;)-beL(ab)



2.3. A binaris legnagyobb kozos oszt6 algoritmus

Az eddigiek alapjan algoritmus konstrualhat6 a legnagyobb kozds oszté meghatdrozasara. Az
algoritmus neve: Bindris Inko algoritmus.

Az algoritmus a két nemnegativ egész binaris felirasanak alakjabol indul ki. Az utolso bit
alapjan a kiinduld problémat fokozatosan egyszeriibbé redukalja, amig csak az egyik szam
zérussa nem valik. Ekkor a legnagyobb kozos oszté a masik redukalt szdm egy szorzdval
korrigalt értéke lesz. Munka kdzben az algoritmus csak egyszeri, hatékony gépi miiveleteket -
egész kivonas €s jobbra eltolas (shift) — hasznal.

Legyen a két szam a és b és legyen a>b. Lnko(a, b) kiszamitasanak feladata ekkor az alabbiak
szerint redukalddik az utolsé bit szerint egyszeriibb feladatta:

Utolso bit | b 0 1

a

0 2-Inko(a/2,b/2)| Inko(a/2,b)
1 Inko(a,b/2) | Inko((a—b)/2,b)

(Bizonyitsuk be a tablazatbeli egyszertsitések helyességét!)
A bindris Inko algoritmus pszeudokodja:

2.3.1 algoritmus
Binaris legnagyobb kozos oszto
/l
1| Binaris Inko (a, b, d”)
2|// Input paraméter: acZ, a>0
3|/ beZ, b>0, a>b
4// Output paraméter: d"eZ, d">0, d"=Inko(a,b)
Slce1
6| WHILE a=0ésb =0DO
7 Il @ és b paritasértékei pa és pp. 0 = paros, 1 = paratlan
8 pa=amod 2
9 pp =b mod 2
10 CASE
11 Pa=0, pp=0: c«2c
11 a«al2
12 b«h/2
13 Pa=0, pp=1: a<«a/2
14 Pa=1, pp=0: b¢h/2
15 Pa=1, pp=1: a<Aa-h)/2
16 IFa<bTHEN a < b csere
17| IF a=0
18 THEN d"«cb
19 ELSE d"«cua
20 | RETURN (d")




1. Példa: példa az algoritmusra: Lnko(3604,3332)=22-17=68

Lépésszam| a b | Korrekcios
SZOrz0
0 3604 3332 2
1 1802 1666 2
2 901 833
3 34 833
4 833 34
5 833 17
6 408 17
7 204 17
8 102 17
9 51 17
10 17 17
11 0 17

2.4. Az euklideszi és a kibdvitett euklideszi algoritmus

1. Tétel: A legnagyobb kdzds osztd rekurzids tétele
Tetsz6leges a és b két egész szam esetén fennall, hogy
Inko(a, b) = Inko(b, amod b). 1)
Bizonyités

Az a mod b az a-bdl b ismételt kivonasaival megkaphato és igy a redukcios tétel
értelmében az allitdsunk igaz.
[

A rekurzios tétel révén készitheté el az euklideszi algoritmus a legnagyobb ko6zds osztd
meghatdrozasara. Az algoritmus pszeudokodja:

2.4.1. algoritmus 2.4.2. algoritmus
Euklideszi algoritmus Euklideszi algoritmus

1 Il

/I rekurziv valtozat // iterativ valtozat
1| Euklidesz (a, b, d") 1| Euklidesz (a, b, d)
2 |// Input paraméter : acZ, a>0 2 |// Input paraméter : acZ, a>0
3|/ beZ, b>0 31/ beZ, b>0
4|// Output paraméter: d"eZ, d">0 4|// Output paraméter: d"eZ, d">0
5/d"«a 5|WHILE b =0DO
6|1IF b=0 6 r<—a mod b
7 THEN Euklidesz (b, amod b, d*) 7 a<b
8 | RETURN (d") 8 b<_r

9|d"«a
10| RETURN (d")




1. Példa: Lnko(3604,3332)=68, q=|a/n], r=a—qg-n=amodn

Lépésszam | a b |[q]|r
0 3604|3332 1 |272

1 3332| 272|12| 68
2 272 684 0
3 68 0] -]68

2. Tétel:  Lamé tétele
Ha az euklideszi algoritmusban a>b>0 és b <F,,; valamely k > 0-ra, akkor

a rekurzids hivasok szama kevesebb, mint K.
A tételt nem bizonyitjuk.

Kovetkezmény a tételbdl: Ha F, <b < F,,,, akkor a rekurziés hivasok szama kevesebb, mint k,

valamint becslést tudunk adni erre a k-ra kdzvetleniil a b-bél. A k értékére jol memorizalhato
becslés az, hogy k vehetd a b tizes szamrendszerbeli jegyei Otszordsének. (Valdjaban
megmutathato, hogy itt a kisebb relacio is igaz.) A meggondolas az alabbi:

1 . 1
F ~—=®&°, ®~1618, log,, ® ~0,2089, ~4,78~5
< 0", ©~1618, log, - @
log,, K = k-log,, ®—log,, V5 3
1 log,, /5
k~————-lo 10 "~ ~5.log,, F, =5-log,,b 4
Ioglo® glO k Iogl()@ glO k glO ( )

Bizonyithat6, hogy az euklideszi algoritmusnak a legrosszabb bemend adatai a szomszédos
Fibonacci szamok. Az euklideszi algoritmus iddigénye O(Iog b) azon feltételezés mellett, hogy
az aritmetikai miveletek konstans ideig tartanak fiiggetleniil a benne szerepld szamértékek
nagysagatol. Ha a szamok nagysagat is figyelembe vessziik, akkor az id6igény O(Iog a-log b).
Az euklideszi algoritmus némi bdvitéssel alkalmasséa tehetd arra, hogy a legnagyobb kzos
osztd linearis kombinacioként torténd eléallitasaban szereplé X és y  egyiitthatokat is
meghatarozza. Tekintsiik az euklideszi tablat.

Lépésszam| a | b | q | r
0 ao| bo|l qo | ro
1 ai| b1l qu | n
k ak| bk| gk | rk
k+1 Akl | Dt | Qrer | Mkt
n d| o] - [d

A tabla k. soraban (k=00,...,n) a rekurzios tétel alapjan érvényes a d” =x; -a_+ Yy, -b,
Ssszefiiggés, ahol tovabba a_, =b,, b, =r, g =la /b |, . =a —q,-b.. Ak é k+1
indexii sorok kozott a kapcsolat:



d° =x.-a +Y,-b =
=X -(q -b, +1)+y; -b =
:(X;'qk'bk+X:'rk)+y;'bk: (5)
:(X:'qk+y;)'bk+X:'rk =

= Xk+1 : a'k+l + yk+l : bk+l

Kaptunk egy Osszefiiggést az X, Y, €s az X.,,, Y,,, egyiitthatok kozott az egymast kovetd
sorokra, ha fentrdl lefelé haladunk a tablaban.

Xea = X Yy

.. (6)
Y = %
Haladjunk most lentrél folfelé! Akkor (6)-bol x, és v, kifejezve:
X: = y;—l
()

Y = Xiir Ok " Yin

Az utolsé sor esetén viszont d” =1-d" +0-0,azaz x, =1 és y. =0. Az utolsé sorbol indulva
igy visszafelé sorrol-sorra haladva az x, és vy, értékek kiszamithatok. Végiil az x, és v, is

kiadodik. Ez a moddositas vezet az euklideszi algoritmus kibdvitésére, melynek pszeudokddjat
alabb ko6zoljik.

2.4.3. algoritmus
Kibévitett euklideszi algoritmus
// rekurziv valtozat
Kibovitett Euklidesz (a, b, d", X", y")
// Input paraméterek : a,beZ, a,b>0
// Output paraméterek: d*, X",y eZ, d">0
IF b=0
THEN (d" «a
X «1
y «0
ELSE Kibévitett Euklidesz (b, amod b, d*, X", y")

@:je[x*—tay;bj-y&

RETURN (d",x",y")
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2.4.3. algoritmus
Kibovitett euklideszi algoritmus
// iterativ valtozat
Kibdvitett Euklidesz (a, b, d”, x”, y)
// Input paraméterek : a,beZ, a,b>0
// Output paraméterek: d”, X",y eZ, d">0
Xo«—1,X1—0,yo—0,y1— 1,51
WHILE b=0
r—amodb,q«<—adivb
a<—bber
X—X,Yy<V¥1
X1« (- X1+Xo, Y1 < - Y1+Yo
Xo<— X, Yo<— Y
S«—-§
X «<SXo, Y < - Yo
(d*’ X*’ y*) — (a' X, y)
RETURN (d",x",y")

O NOO|O1P|WIN|F-

©
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2. Példa: példa a kibovitett euklideszi algoritmusra:

Lépésszam| A b |[g| r [d]|xX y
0 3604 (3332 | 1 |272|68|-12|1-1-(-12)=13
1 3332| 2721268 [68| 1 | 0-12-1=-12
2 2721 68/ 4| 0 |68 0 1-4.0=1
3 68 0| - 168(68| 1 0

Az algoritmus eredményeképpen X, =—12 és y, =13 adodott.
Ellenérzésképpen 68=(-12)-3604+13-3332=-43248+43316, ami valoban megfelel az

elvarasoknak.
FELADATOK

1. Bizonyitsuk be a maradékos osztas tételét!

2. Adjuk meg az Gsszes olyan b pozitiv egész szamot, amely 100-nal nem nagyobb és
teljesiil ra, hogy 7=bmod 11!

3. Adjunk olyan pozitiv szamparokat (két kiilonbozd szam), amelyek 100-nal nem
nagyobbak ¢és az ilyen tulajdonsagi parok kozott a legtobb kozds osztdval
rendelkeznek!

4. Soroljuk fel a 30 és a 105 szamok Osszes pozitiv, 100-ndl nem nagyobb lineéris
kombinaciodjat. Adjunk megfeleld egyiitthatokat is mindegyik linearis kombinaciohoz!

5. Bizonyitsuk be a kozos o0szt6 tulajdonsagainak tételét!

6. Soroljuk fel az Osszes pozitiv, 100-nal kisebb szdmot, amely relatv prim a 30-as
szammal!

8. Bizonyitsuk be a legnagyobb kozds 0szto elemi tulajdonsagainak tételét!

9. Hatarozzuk meg a 28560 ¢s a 38640 legnagyobb kozos osztojat a binaris legnagyobb

k6z0s osztd algoritmusaval! Végezziik el a szamitasokat binaris szdmrendszerben is!



10.

11.

Kiadjuk az Euklidesz(38640 ; 28560, d*) pszeudokdd utasitdst, melyben a 2.4.1.
algoritmust hasznaljuk. Szemléltessiik a parancs végrehajtasanak a menetét, a verem

alakulasat!
Adjunk felsé becslést a rekurziv hivasok szamara a 10. feladathoz a Lamé tétel

kovetkezménye alapjan!



