1.1. Az absztrakt adat és adattipus

Az adat fogalma az értelmezé szotar szerint: ,,Az adat valakinek vagy valaminek a
megismeréséhez, jellemzéséhez hozzasegitd (nyilvantartott) tény vagy részlet.” Lasd [1]. Ez a
fajta magyarazat azonban egy kissé homalyos, mindenki értse, ahogy tudja.

Mi adatnak fogunk tekinteni minden olyan informaciot, amelynek segitségével leirunk egy
jelenséget, tanulmanyunk targyat, vagy annak egy részét. Az adat formai megjelenésére nem
lesziink tekintettel, ettdl lesz absztrakt. (Absztrakt adat.) Egy rud hosszat megadhatjuk ugy is,
hogy mondjuk szazhuszonhét centiméter. Itt nem fontos, hogy a szazhuszonhét a 127
formajaban van-e megadva, esetleg 1111111,, vagy 7F1e alakban. (Egy szamitogépes program
szamara persze ez egyaltalan nem mindegy.) Ez a fejtegetés sem sokkal konkrétabb. Példaul mi
az az informdaci6? Erre a kérdésre a valaszt nem feszegetjiik. Az adat fogalma az alkalmazasok,
példak és feladatok soran lesz tisztabb.

Definicio: Az absztrakt adattipus
Az absztrakt adattipus egy leiras, amely absztrakt adatok halmazat és a rajtuk
végezhetd miiveleteket adja meg (definidlja) nem térddve azok konkrét (gépi)
realizélasaval.

Tehat egy halmazrdl van sz6 a rajta értelmezett miiveletekkel egyiitt. Absztrakt adattipusra
példa lehet a korabbi tanulmanyokbol ismert logikai érték, természetes szam, egész szam,
racionalis szam, valos szam, de ide tartozik a komplex szadm, sorozat, halmaz, dinamikus
halmaz is. A logikai érték esetén példaul csak az a fontos, hogy kétféle értéke lehet: az igaz
érték vagy a hamis érték. Az mar mellékes, hogy ezt i vagy h betiivel vagy a TRUE vagy FALSE
szavakkal irjuk le, esetleg hogy a szamitogép az 1 vagy 0 bitekkel dbrazolja. Ide tartoznak
persze a logikai értékek kozott végezheté miiveletek elsésorban a negacid (a tagadas mivelete),
konjunkcié (az ES miivelet) és a diszjunkcié (a VAGY miivelet). Ravaszabb dolog az egész
szam esete, mivel nagyon megszoktuk a 10-es alapl szdmrendszer hasznalatat. Valojaban nem
torédiink a szam leirasaval. Egy szam esetében a szamitogép nem a 10-es, hanem a 2-es alapot
hasznalja a szdm reprezentalasara. Attol még az a szam ugyanaz a szam. Nincs értelme absztrakt
egész szam esetén beszélni példaul egy szam szamjegyeirdl. Mas a helyzet abban a pillanatban,
amikor az absztrakt adattipus szerinti adatot konkrétan meg akarjuk jeleniteni. Akkor méar nem
lényegtelen az abrazolasi forma. Probéaljuk meg példaul Osszeszorozni papiron kézzel és
ceruzaval a hetvenkilencet €s a negyvenhetet gy, hogy a két szamot 79 és 47 alakban adjuk
meg, valamint Ggy is, hogy LXXIX és XLVII alakban. Az elsd esetre van egy modszer, egy
konnyen megjegyezhetd séma, amely szerint a kisiskolés is el tudja végezni a szdmitast, a masik
esetben pedig nehéz ilyet adni, holott a szorzat 1étezik az dbrdzoléstdl fliggetleniil. Adhato
persze az abrazolastol fliggetlen modszer is két nemnegativ egész szdm 6sszeszorzasara. Ennek
a modszernek a neve ma gyakran Ggy olvashato, hogy ,,0rosz paraszt” modszer. Az elnevezés
nem teljesen jogos, mert a modszert mar az 0kori egyiptomiak is ismerték €s hasznaltak [3]. A
madszer 1ényege, hogy a szorzatot fokozatosan gylijtjiikk 0ssze és a zérusbol indulunk ki. A
szorzét vizsgaljuk. A vizsgalat abbdl tart, hogy megnézziik, hogy paratlan-e. Ha igen, akkor a
szorzandot hozzaadjuk a szorzathoz, ha nem, akkor nem adjuk hozzd. Ezutdn a szorzot
lecseréljiik a felének az egész részére, a szorzandot pedig lecseréljiik a dupldjara. A vizsgélat
mindaddig ismétlédik, mig a szorz6 zérussa nem valik. (Lassuk be, hogy a mddszer mindig a
helyes szorzathoz vezet két nemnegativ egész szam esetén!)

1. példa: Szorozzuk Gssze a 79-et és a 47-et az ,,orosz paraszt” modszerrel!



Szorzand6 | szorz6 | Szorzo Szorzat
paratlan?
79 47 igen 0+79=79
158 23 igen 79+158=237
316 11 igen 237+316=553
632 5 igen 553+632=1185
1264 2 nem =1185
2528 1 igen 1185+2528=3713
0 =3713

Az absztrakt adattipus egy fekete doboz, amelybe beletessziik az adatot tarolasra és kivessziik,
ha sziikségiink van ra. Nem érdekes, hogy a doboz hogyan végzi a tarolast. Ami viszont fontos
az az, hogy az absztrakt adattipushoz elvalaszthatatlanul hozzatartoznak azok a miveletek,
amelyeket az adatokkal végezni lehet.

Definicié: Adatstruktura
Adatstrukturdnak nevezziik az absztrakt adattipus konkrét megjelenési formajat.

A miiveletek az adatstrukturdhoz emiatt ugyantigy hozzétartoznak, mint az absztrakt
adattipushoz. Adatstruktirara példa lehet a lista, verem, sor, kupac, els6bbségi (prioritasos) sor,
fa, graf, halozat, binomialis kupac, stb., de adatstruktura a szdmabrazolds modja is. Az
elnevezésekben azonban az absztrakt adattipus €s az adatstruktura nevek gyakran keverednek,
hiszen tartalmilag hasonl6 dolgokrol van szé.

1.2. Az algoritmus fogalma

Az adatainkon 4ltalaban kiilonféle miiveleteket, atalakitdsokat szoktunk végezni azzal a céllal,
hogy ezaltal kozvetleniil nem kiolvashatdo 0Osszefliggéseket, eredményeket kapjunk. A
tevékenységeket logikai sorrendbe rakva az algoritmus matematikai fogalméhoz keriiliink
kozelebb. Az algoritmus mély matematikai fogalom. Mi nem adunk preciz definiciot ra, mivel
ebben a kdnyvben erre nincs sziikséglink. Azok szdmara, akiket a téma mélyebben érdekel
ajanlhatjuk a [4],[5],[6] konyveket.

Definicié: Az algoritmus (csak heurisztikus definicio, nem tudomanyos)
Meghatérozott szamitasi eljaras, a szamitasi probléma megoldasi eszkoze.

Az algoritmus pontos el6iras, amely megad egy tagan értelmezett szamitasi folyamatot. Az
algoritmus valamely elére meghatarozott adathalmaz valamely tetszdleges kiinduld elemébdl
kezdve az ezen elem altal meghatarozott eredmény elérésére torekszik. Lehet, hogy a 1épések
sorozata azzal szakad meg, hogy nincs eredmény. Az algoritmus is tekinthetd egy fekete
doboznak, melynek a bemenetére adjuk a probléma, a feladat kiinduld adatait, a kimenetén
pedig megjelennek a végeredmények, ha vannak, vagy az jelenik meg, hogy nincsenek. Az
algoritmus fekete dobozéanak belsd szerkezete azonban érdekelni fog minket ebben a kdnyvben.
Az algoritmusnak véges 1d0 alatt (véges sok 1€pés utan) véget kell érnie.
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1. Példa: Algoritmus: Négyzetgyok kiszamitasa egy szambol papiron kézzel.

Hatarozzuk meg az X = Js szamot megadott szamu értékes jegy pontossagig, ahol s>0 valds
szam. Egy kézi algoritmus az alabbi formuléra épitkezve adhato:

(10a+b)* =100a® + 20ab + b? =100a* +(2-10a+b)-b (1)

helyiértékes szamrendszert hasznalunk):

1. Az s szam szamjegyeit a tizedesvesszotol balra és jobbra kettes csoportokra osztjuk.

2. A balszéls6 (els6) csoportnak vessziik az egyjegyli négyzetgyokét és az eredménybe
irjuk.

3. A kapott egyjegyli szam négyzetét kivonjuk az elsd csoportbol.

4. A maradék mellé leirjuk a kovetkezd kétjegyli csoportot, ha van. (A tizedesvesszot
kovetden mindig lehet zérust, vagy zérusparokat irni, ha mar nem lennének
tizedesjegyek.)

5. Az eddig kapott eredmény kétszereséhez hozzaillesztiink egy probaszamjegyet, majd az
igy kapott szamot a probaszamjeggyel megszorozva a szorzatot kivonjuk a 4. pontnal
kapott legutobbi maradék ¢s kovetkezd csoport altal meghatirozott szambol. A
probaszamjegy a lehetd legnagyobb olyan szdmjegy legyen, amely még nemnegativ
kiilonbséget ad.

6. A probaszamjegyet az eredményhez hozzairjuk 0j szamjegyként.

7. Ha a pontossag megfeleld, akkor leallunk, egyébként a 4-es pontnal folytatjuk.

(Hogyan kovetkezik az (1) formulabol az éppen lejegyzett algoritmus?)

2. Példa: Konkrét szampélda a kézi négyzetgyokvonds algoritmusara, mitkddésének

bemutatdsa: Szamitsuk ki az x =+/14424804 értékét!
A szam csoportokra osztasa: 14 42 48 04. Az algoritmus tovabbi 1épései az alabbi tablazatban
talalhatok. A probajegyeket és a hozzairt csoportot alahuztuk.

1épés | csoport | maradék | szamjegy dupléazas szorzat maradék
és (préba- elso 1épést
csoport jegy) kivéve
1 14 14 3 32=9 - 14-9=5
2 42 542 7 2-3=6 67 - 7=469 542-469=73
3 | 48 7348 | 9 2.37=74 | 749-9=6741 7348-6741=607
4 04 60704 8 Y | 2-379=758 | 7588 - 8=60704 | 60704-60704=0

Kiolvashato, hogy x =+/14424804 =3798. Az eredmény pontos, mivel a végs6 maradék
zerus.

3. Példa: Szamitsuk ki az x =+/2 értékeét négy tizedes jegyre!
A szadm csoportokra osztasa: 2, 00 00 00 00.

1€pés | csoport | maradék | szamjegy duplazas szorzat maradék
és (proba-
csoport jegy)




1 2 2] 1 12=1 - 21=1
2 00, 100| 4 2.1=2 24-4=96 100-96=4

3 00) 400] 1 2-14=28 281-1=281 400-281=119

4 00| 11900| 4 2.141=282 | 2824-4=11296|11900-11296=604

5 00| 60400| 2 Y[2.1414=2828|28282-2=56564 | 60400-56564=3836

X = /2 ~1,4142 . Ezen kozelités négyzete a 2-t6l csak 0,00003896-tal kevesebb.

A téargyalt algoritmus kellemes, az eredmény jegyei egymads utan egyenként jonnek eld.
Neuralgikus pont viszont a probajegyek helyes megvalaszasanak a kérdése, Igaz, ez a probléma
megoldodik, ha a szamitasokat kettes szamrendszerben végezzik. (Miért? Probaljuk ki!)
Mégsem ragaszkodunk a négyzetgyokvonds ezen modjahoz, mivel itt lényeges a szam
reprezentacidja. Adunk egy masik algoritmust, amely Iényegesen jobb mutatdkkal rendelkezik.
Ez az algoritmus az ugynevezett Newton modszernek egy specialis esete. Ez az algoritmus nem
szamjegyenként csalja eld a végeredményt, hanem egy szdmsorozatot képez, amely
meglehetésen gyorsan konvergal a végeredményhez. Nem art persze kelléen jo kezdd
kozelitésbdl kiindulni. Erdemes megjegyezni, hogy ha a modszer éltal képzett sorozatban
valamely elem mar tartalmaz értékes jegyeket a megoldast leird szam elejébdl, akkor minden
tovabbi elemben az értékes jegyek szama legaldbb dupldjara né a megel6z6hoz képest. Maga
fme (a leirasban az alkalmazé elére rogzit egy & >0 szamot, amit pontossdgi elirdsnak
neveziink):

1. Vélasztunk egy tetsz6leges pozitiv X, valos szamot és legyen k = 0. (Az x, =1 mindig

megfeleld, csak esetleg a kapott sorozat kezdetben lassan kezd kozeliteni a
megoldashoz.)

1 S .
2. Képezzik az X, ,, = 3 (Xk + —j szamot és Kk értékét eggyel noveljik.
Xy

3. Ha|x, — X, < &, akkor megéllunk és X » X, , egyébként pedig folytatjuk a 2-es pontnal.

4. Példa: Példaként hatarozzuk meg az X = /14424804 értékét négy tizedesjegyre, azaz legyen
& =0,0001! Heurisztikus meggondolasbol valasszuk kezdéértéknek az X, = 2048 szamot! (Mi

lehet ezen heurisztika hatterében, amely alapjan ez a kezdd kozelités elég jonak tekinthetd?
Végezziik el a szamitast az X, =1 értékre is!)

X, X, kiszdmitasa

0 2048 —
1 14424804

1 | 4545,680664 | = 3 2048 + WJ
1 14424804

2 | 3859,489842 | = > 4545,680664 + mj
1 14424804

3 13798,489832 | = > 3859,489842 + mj




4 | 3798,000032 :%-£3798,489832+

14424804
3798,489832

Szamitsuk ki az X =~/2 értékét négy tizedes jegyre, azaz legyen & =0,0001! Mivel
1<+/2<2 , ezért valasszuk a kezd6 kozelitést x, =1,5-nek!

X, X, kiszamitasa

0 15 _

1 |1,416666667 | = 1 15+ 3}
2 15

2 | 1,414215686 | = 1 1,416666667 + ;]
2 1,416666667

3 |1,414213562 | = 1 1,414215686 + ;j
2 1,414215686

Az algoritmus megadasi mddja: a pszeudokod és a folyamatdbra.

Az algoritmust szovegesen adtuk meg a fenti esetekben. Ez egy lehetdség altaldban az
algoritmus lejegyzésére. Elterjedt azonban a pszeudokodos megadas is, mely kozelebb viszi a
leirast a szadmitgdgépes megvalodsitdshoz anélkiil, hogy elkdtelezné magat egy konkrét
programozasi nyelv mellett. (A programozasi nyelvek divatja valtozik - ma mar tobb
programozasi nyelv van, mint a beszélt emberi nyelvek szama, - de a mar lejegyzett algoritmus
lényege nem valtozik.) Alabb ismertetiink néhany pszeudokod konvenciot, megallapodast,

amely segit az ilyen m6édon megadott algoritmusok megértésében.

1. Blokkszerkezeteket fogunk hasznalni, amint az sok programozasi nyelvben elterjedt.

A blokk zarojelezése helyett a bekezdés eltolasanak modszerét fogjuk hasznalni.

2. Az alabbi strukturalis (strukturalt vagy kvazistrukturalt) utasitasokat fogjuk hasznalni:

Utasitas Utasitas magyarazata
szerkezete

IF feltétel
THEN blokk

blokk végrehajtodik, egyébként nem.

(Utasitaskihagyasos elagazas.) Ha a feltétel igaz, akkor a THEN

IF feltétel
THEN blokk
ELSE blokk

hajtodik végre, egyébként az ELSE blokk.

(Kétiranyu eldgazas.) Ha a feltétel igaz, akkor a THEN blokk

CASE kifejezés
feltétels: blokk

feltételn:blokk




(Tobbiranyt elagazés.) A kifejezéssel kapcsolatos igaz feltétel
utan megadott blokk hajtodik csak végre. Ha a feltételek listdjan
egyik sem igaz, akkor egyik blokk sem hajtodik végre.
Egyidejileg legfeljebb egy feltételnek szabad csak igaznak lenni.

CASE kifejezés
feltétels: blokk

feltételn:blokk

ELSE blokk
(Tobbiranyu elagazas.) A kifejezéssel kapcsolatos igaz feltétel
utan megadott blokk hajtodik csak végre. Ha a feltételek listajan
egyik sem igaz, akkor az ELSE mogotti blokk hajtodik végre..
Egyidejlileg legfeljebb egy feltételnek szabad csak igaznak lenni.

FOR ciklusvaltozé < kezddértek TO végértéek DO
Blokk

(Elérehaladd leszamlalo, elolteszteld ciklus.) A ciklusvaltozo
bedll a kezddértékre. Ellendrzésre keriil, hogy a ciklusvaltozo
nagyobb-e, mint a végérték. Ha kisebb, vagy egyenld, akkor a DO
blokk végrehajtodik és a ciklusvaltozo értéke eggyel nd, majd az
ellendrzésnél folytatjuk. Ha nagyobb a ciklusvaltozo értéke a
végértéknél, akkor kilépiink a ciklusbol.

FOR ciklusvaltoz6 < kezddértek DOWNTO végértek DO

Blokk

(Visszafel¢ halad6 leszamlalo, elolteszteld ciklus.) A

ciklusvaltozd beall a kezddértékre. Ellendrzésre keriil, hogy a

ciklusvaltozé kisebb-e, mint a végérték. Ha nagyobb, vagy

egyenld, akkor a DO blokk végrehajtodik €s a ciklusvaltozo értéke

eggyel csokken, majd az ellendrzésnél folytatjuk. Ha kisebb a

ciklusvaltozo értéke a végértéknél, akkor kilépiink a ciklusbol.
WHILE feltétel DO

Blokk
(Elolteszteld iterativ ciklus.) Ha a feltétel igaz, akkor
végrehajtodik a DO blokk ¢és visszatériink a feltétel
ellendrzéséhez. Ha a feltétel hamis, akkor kilépiink a ciklusbol.
REPEAT
blokk
UNTIL feltétel

(Hatultesztel6 iterativ ciklus.) Végrehajtjuk a blokkot, majd ha a

feltétel hamis, akkor visszatériink a blokk ismétlésére. Ha a

feltétel igaz, akkor kilépiink a ciklusbol.
RETURN(paraméterlista)

Kilépés a procedirabodl. A felsorolt paraméterek atadasa a hivo

rutinnak.

Az értékadas jele a < jel lesz. Batran alkalmazzuk tombok, struktarak értékadasara és
tobbszoros értékadasra is.

A magyardzatokat, megjegyzéseket // kezddjellel fogjuk jelezni. Ez lehet egy teljes
megjegyzeEs sor, vagy lehet egy adott sorhoz hozzaflizott megjegyzés.

Az eljarasokban hasznalt valtozok lokalisak lesznek.



6. Tombelemet indexeléssel adunk meg. Lehet egy index (vektor), két index (matrix), vagy
tobb. Az indexek résztartomanyat ...-tal jeloljiik. Példaul 3...6 jelenti a 3,4,5,6
indexeket.

7. Az Osszetett adatok (objektumok) mezdkkel rendelkeznek, amelyekben az objektum
attributumait, tulajdonségait taroljuk. A mezdre a nevével hivatkozunk. A mezdénév
mogott szogletes zarojelben feltiintetjiik az objektum nevét.

8. A tombok vagy objektumok mutatok révén lesznek megadva. A NIL mutatd sehova
sem, semilyen objektumra sem mutat. Ha x mutat egy objektumra, y egy masikra, akkor
az x«y értékadas utan az X is €s az y is ugyanarra az objektumra mutat, nevezetesen az
y altal jelzettre. Az X altal korabban mutatott objektum ezaltal elvész, mivel a mutatdja
eltiint.

9. Az eljarasok az input paramétereiket érték szerint kapjak meg, azaz a paraméterrdl egy
masolat késziil (ami a verembe helyezddik el). Az eljarasnak a paramétereken végzett
valtoztatasai a hivo rutinban nem lathatok emiatt, hiszen a verembol ezek a
visszatéréskor torlddnek. Objektum paraméter esetén azonban az objektum mutatojanak
masolata keriil a verembe, nem maga az objektum, ezért az objektum mezdin végzett
valtoztatasok a hivo rutinban is lathatoak lesznek a visszatérés utan. Nem lathatok
viszont maganak a mutatonak a megvaltozasai. Az input és output paramétereket a
paraméterlistan feltiintetjik és megjegyzés sorokban irjuk le azokat. Az output
paramétereket a visszatérési RETURN utasitasban is megadjuk.

10. A pszeudokod nem zarja ki, hogy az algoritmus egyes részeit szoveges modon
tiintesstik fel.

A fenti iterativ négyzetgydkvonasi algoritmus péddul igy nézhetne ki. A jobboldalon egy
praktikusabb valtozat lathato.

1.2.1 algoritmus 1.2.2 algoritmus
Négyzetgyokvonas iteracioval Négyzetgyokvonas iteracidval
I I
1 | NEGYZETGYOK (s, 2) 1 | NEGYZETGYOK (s, z)
2 | /I Input: s —nemnegativ szam 21z«1
3 | // Output: z — nemnegativ szam 3 | // Input: s —nemnegativ szam
4] Xo«1 4 | // Output: z - nemnegativ szam
S| K«0 5| REPEAT x«z
6 | REPEAT X1 ¢ (Xk+S/Xk) /2 6 zZ< (x+s/x)/2
7 ke k+1 7/UNTIL  [z-x]|<s
8 |UNTIL  [xk-xk1l <e 8 | RETURN (2)
9|z « x
10 | RETURN (2)

A folyamatibra az algoritmust folyamatiban a sik kétdimenzids tulajdonsagéat kihasznalva
grafikus szimbolumok felhasznaldsaval teszi szemléletessé. Az alabbi, vizszintes vagy
fliggbdleges folyamatvonalak révén egymdshoz kapcsolhatd szimbolumokat hasznaljuk: A
folyamatvonalak 0sszefutasat kis korokkel jeloljiik.

| Szimbdlum | Szimbdélum magyarazata |




(az algoritmus megallasi helye, legaldbb
egy van)

Kezdészimbolum (az algoritmus kezdete,
@ pontosan egy van) és a befejez0 szimbolum
|

Tevékenység

|
Dontés a szimbdlumba irt feltétel
milyensége alapjan

Alprogram, procedira

/ Input — output
Kapcsolo szimbdélumok az abra tavolabbi

‘_Q Q_ részeinek Osszekapcsolasara. A korokbe irt
jel, - altalaban szam — mutatja az

Osszetartozd szimbdlumokat.

Folyamatvonalak taladlkozasa, dsszefutdsa

A folyamatvonalakon a haladés irdnya balrdl-jobbra, vagy fentrél-lefelé, hacsak a vonalra kitett
nyil masként nem mutat. Megjegyzést a szimbolumokhoz szaggatott vonallal a szimboélumhoz
kapcsolt, megfeleléen méretezett kezd6 szogletes zarojel jellel lehet hozzakapcsolni. A széveg
a szogletes zardjel mogé keriil.

A négyzetgyokvonas fenti praktikusabb véltozata folyamatabréaval:



Input paraméter: s

( NEGYZETGYOK ) ___________ Output parameter: z
z=+/s kiszamitasa
Newton teracioval

z<1

X7

Z<« (x+s/x)/2

nem

igen

(DFTI IRNI (7) )




A strukturalis utasitdsoknak megfeleld folyamatabra részletek:

IF feltétel THEN blokk

IF feltétel THEN blokk ELSE blokk

1992 | THEN blokk

hamis

1982 | THEN blokk

hamis

ELSE blokk

%:

FOR ciklusvaltozd6<kezddérték TO
végérték DO blokk

FOR ciklusvaltozo<kezd6értek DOWNTO
végérték DO blokk

l

ciklusvaltozo<«kezddérték

ciklusvaltoz6 <
végérték

DO blokk

v

ciklusvaltozo novelése eggyel

v

l

ciklusvaltozo<kezd6érték

ciklusvaltozé >
végérték

DO blokk

v

ciklusvaltozo csokkentése eggyel

v




WHILE feltétel DO blokk REPEAT blokk UNTIL feltétel

?7

DO blokk REPEAT blokk

hanis

igaz

Az algoritmusok koziil kitiinnek a rekurziv algoritmusok és az iterativ algoritmusok. Mindkét
fajta algoritmus hatékonyan realizalhaté szamitogépen. Az iterativ algoritmusok hasonld, vagy
azonos muveletek sorozatat ismétlik (a latin iteratio szé ismétlést jelent). A rekurziv
algoritmusokban azt ismerjiik fel, hogy a probléma mérete redukalhatd kisebb méretre, majd
még kisebb méretre, stb. és a kisebb méretii feladat megoldasa utan visszatérhetlink ( a latin
recursio sz6 visszatérést jelent) a nagyobb méretlinek a megoldasahoz, amely ezaltal
Iényegesen egyszeriibbé valik. Iterativ algoritmus volt a 0. fejezetben leirt Summa algoritmus.
¢és az 1.2 fejezetben leirt kézi négyzetgyokvonds algoritmusa. Ugyancsak iterativ algoritmusok
az 1.2.1 és 1.2.2 algoritmusok. Rekurziv algoritmus volt a 0. fejezetbeli RekurzivSumma és a
RekSum algoritmus. A rekurziv algoritmusok mindig atirhatok iterativ formara is. A 0.
fejezetbeli emlitett algoritmusoknak a pszeudokodjat az alabbi modon készithetjiik el procedira
forméban

1| Summa(n,s) 1 | RekurzivSumma (n, s)

25«0 21 1IF n=1

3|FOR k«1TOn 3 THEN S« 1
DO 4 ELSE s <« RekurzivSumma ( n-1, u)

4 S« s+Kk 5 S <« u+n

5 | RETURN(S) 6 | RETURN (s)

1| RekSum(m,n,s)

2| IF m=n

3 THEN s« m

4 ELSE RekSum (m, L(m+n)/2], u)

6 RekSum (L (m+n)/2J+1 , n, v)

6 S < UtV

7 [RETURN (s)

(frjuk at a RekurzivSumma és a RekSum rekurziv algoritmusokat iterativral)
(Irjuk at az 1.2.2. algoritmust rekurziv algoritmusra!)

Egy probléma megoldasara nem mindig konnyl algoritmust talalni még akkor sem, ha ismert,
hogy van megoldasa a problémanak és hogy csak egy megoldédsa van. (Ha nincs megoldéasa a



problémanak, akkor persze nincs értelme algoritmust keresni.) Megemlithetdk azonban
altalanos elvek, amelyek figyelembe vehetdk egy-egy algoritmus kidolgozéasakor. Ez persze
nem jelenti azt, hogy ezen elvek figyelembe vételével biztosan mindig célba is ériink. Az
intuicionak tovabbra is korlatlanok a lehetdségei €s a szerepe nem csokken. Ilyen altalanos
elvet, algoritmus tervezési stratégiat harmat emlitiink a kdnyvben:

1. Oszd meg és uralkod] Ez a stratégia a kiindulé problémat kisebb méretii, fiiggetlen,
hasonlé részproblémakra bontja, amelyeket rekurzivan old
meg. A kisebb méretli részproblémak megoldésait egyesitve
kapja meg az eredeti probléma megoldasat.

2. Moho algoritmus Ezt a heurisztikat altaldban optimalizaldsra hasznaljak. A
moho stratégia elve szerint az adott pillanatban mindig az ott
legjobbnak tiinG lehetéséget valasztjuk a részprobléma
megoldésara, azaz a pillanatnyi lokalis optimumot valasztjuk.
Ez a valasztés fligghet az el6z6 valasztasoktdl, de nem filigg a
késébbiektdl. A moh¢ stratégia nem mindig vezet globalis
optimumra.

3. Dinamikus programozas A stratégia a kiindulé problémat nemfiiggetlen (k6zds) rész-
problémakra bontja, amelyek egyszer oldédnak meg és az
eredmények az ujabb felhasznalasig tarolédnak. Altaldban
optimalizaldsra hasznaljuk, amikor sok megengedett
megoldas van. Lépései:

1. Jellemezziik az optimalis megoldas szerkezetét.

2. Rekurziv modon definidljuk az optimalis megoldas
értékét.

3. Kiszamitjuk az optimalis megoldéas értékét alulrol
felfelé modon.

4. A kiszamitott informéciok alapjan megszerkesztjiik az
optimalis megoldast.

1.3. Az algoritmus jellemzé vonasai (tulajdonsagai)

Minden algoritmusnak vannak jellemzd tulajdonséagai. Ezek k6zott vannak olyanok, amelyek
altalanosnak tekinthetdk. Ezeket az alabbiakban soroljuk fel:

1. A kiindulé adatok lehetséges halmaza (D)
Ez a halmaz azon adatokat tartalmazza, amelyeket az algoritmus megkaphat mint input
adatokat, tehat ezek eldjohetnek egy probléma konkretizélasa soran.

2. A lehetséges eredmények halmaza
Ezt a halmazt az input adatok halmaza hatdrozza meg. Minden input adathoz tartozik
eredmény adat, amit majd az algoritmus meg kell, hogy taldljon.

3. A lehetséges kozbiilsé eredmények halmaza
Ez a halmaz a nevében is mutatja, az algoritmus végrehajtasa kdzben keletkezd kozbiilsd
eredményeket tartalmazza. Menet kdzben ebbdl a halmazbol nem Iéphetiink Ki

4. A kezdeési szabaly
Az algoritmus els6 (kezdd) miiveletét szabja meg

5. A kozvetlen atalakitasi szabadlyok



Azok a szabalyok, amelyeket menet kdzben térvényszeriien hasznalhatunk egy-egy adott
szituacidban.
6. A befejezési szabaly
Az a szabaly, amelybdl egyértelmiien kidertil, hogy az algoritmus végrehajtasa végetért.
7. Az eredmény kiolvasasi szabalya
Az a szabdly, amely alapjan a kelekezett adatokbol eldonthetd, hogy mi az eredmény és
az hol, milyen formaban talalhato, hogyan nyerhet6 ki.

4. Példa: A gyokvonas 1.2.2. algoritmusa esetében a 7 pont igy nézhetne ki:

Kiindul6 adatok lehetséges halmaza tetszdleges pozitiv szam.

A lehetséges eredmények halmaza tetszdleges pozitiv szam.

A kozbiils6é eredmények tetszéleges pozitiv szam.

A kezdési szabaly a k=0 szamlalo beallitas és az xo=1 kezddértékbdl torténd indulas.
Atalakitasi szabaly a Newton iteracios formula: Xk+1=(Xk+S/Xk)/2 és a szamlalo novelése.
A befejezési szabaly a pontossag ellendrzése €s annak teljesiilése esetén a befejezés.
Az eredmény kiolvashato a legutoljara kapott Xk értékbdl.

NogakowhE

1.4. Az algoritmus hatékonysagi jellemzdi

Amikor egy algoritmust keresiink egy feladat megoldasara a kdvetkezo két kérdés fel kell, hogy
vetddjon:

1. Megoldhatd-e a probléma és ha igen, akkor egy vagy tobb megoldasa van-e? (Ezt hivjak
a megoldas egzisztencia és unicitas problémajanak.)

2. Ha mar taldltunk a problémara megoldési algoritmust, akkor van-e a meglévonél
hatékonyabb masik megoldasi algoritmus? (A megoldasi modszer, algoritmus

effektivitasi problémaja.)

A masodik kérdés csak akkor jogos, ha a megoldas létezik. Meghatarozasra szorul az, hogy mit
értlink egy megoldé algoritmus hatékonysagan, mikor mondhatjuk, hogy egy probléma egyik
megoldd algoritmusa hatékonyabb, mint a masik. Az is tisztdzando, hogy milyen szempont
szerint tekintjiik a hatékonysagot. A hatékonysagot mérdszdmmal lehet jellemezni. Kivalasztva
a mérlegelési szempontot, amely alapjan az algoritmust vizsgéljuk, az algoritmus minden
bemend adatara egy mérdszamot konstrudlunk. Az az algoritmus a hatékonyabb egy rogzitett
input esetén, amelyikre ez a mérdszam a jobb eredményt adja. Mérlegelési szempontnak
altaldban az algoritmus iddigényét (Iépésszamat, miiveletszamat) szokas tekinteni, hiszen az
idének vagyunk altaldban szlikében. Nem elhanyagolhaté azonban egy masik szempont sem,
az algoritmus tarigénye a szamitogépes realizdcid szempontjabol. Egy algoritmus lehet egy
bizonyos inputra jobb, mint egy masik algoritmus, egy masik input esetében pedig lehet
rosszabb. Ezért a hatékonysagi mérdszam fogalmat egy kicsit arnyaltabban kell megkozeliteni.
Elészor is be kell vezetni az inputok Osszehasonlitdsara alkalmas valamiféle mérdszamot.
Teljesen nyilvanvald, hogy példaul egy szazjegyli szambdl altaldban tovabb tart négyzetgyokot
vonni, mint egy tizjegy(ibol. Be kell tehat vezetni a probléma méretének a fogalmat.

Definicio: Az algoritmus inputjdnak a mérete (problémaméret)
Legyen adott egy probléma, amely megoldhaté egy A algoritmussal. Legyen D
az A algoritmus lehetséges inputjainak a halmaza. Legyen xeD egy input. Az X
input méretének nevezziik az x konkrét megadasakor hasznalt bitek szamat. Ez
egy nemnegativ egész szdm, mérdszam. Jeldlésben az X input mérete | x|.




Meglepd, de ez a bizonytalannak, nem egészen egyértelmiinek tiind méretdefinicio mégis
hatékony fogalomnak bizonyul.

1. Példa: A négyzetgyokvono algoritmusunk inputja legyen az egyszeriiség kedvéért az s
pozitiv egész szam, amelybdl gyokot akarunk vonni. Ekkor az algoritmus inputjanak mérete

s = | log, s |+1, a szamot leir6 bitek szama.

Vezesslink be most néhany jelolést. Legyen A egy algoritmus, D az algoritmus 0Osszes
lehetséges input adatainak a halmaza €s X egy lehetséges input. Az X input esetén t A(X) -szel
fogjuk jelolni az A algoritmus probléma megoldasi iddigényét (t-time, id6) és s,(x)-szel a
tarigényét (S-storage, tar).

Definici6: Az algoritmus idébonyolultsaga
A T,(n)=supt,(x) szamot az A algoritmus idébonyolultsdginak nevezziik.

xeD
[x<n

Az id6ébonyolultsag megadja, hogy az n-nél nem nagyobb méretli inputok esetén mennyi a
legnagyobb iddigény.

Definicio: Az algoritmus tarkapacitas bonyolultsdga
Az S,(n)=sups,(x) szamot az A algoritmus tdrkapacitds bonyolultsdginak

xeD
[x<n

nevezzik.

A téarkapacitds bonyolultsdg megadja, hogy az n-nél nem nagyobb méretli inputok esetén
mennyi a legnagyobb tarigény.

Mindkét mérdszam hatékonysagi mérdszam. A gyakorlatban ma mar inkabb az els6t hasznaljak
algoritmusok hatékonysdganak az Osszehasonlitdsaban, ami nem csdkkenti a masodik
szerepének a fontossagat. Elég nagy méretli tarak allnak ma mar rendelkezésre, de nincs olyan
tar, amit pillanatok alatt ki ne lehetne ndéni egy ,iligyes” algoritmussal. Lathatéan a
bonyolultsagok a probléma méretének monoton névekedd fliggvényei (Miért?) és az adott
méretet meg nem halado méretii esetek koziil a legrosszabb esettel jellemzik az algoritmust. Ha
ugyanazon probléma megoldasara két vagy tobb algoritmus is 1étezik, akkor a koziiliik torténd
valasztds megalapozasahoz ad segitséget az algoritmusok bonyolultsagi fiiggvényeinek a
vizsgalata, Osszehasonlitdsa. Az egyes bonyolultsagok Osszehasonlitdsa az egyes fliggvények
novekedeési iitemének, rendjének az 6sszehasonlitasat jelenti, mely fogalmat alabb definialjuk.
A fenti mérészamoknak 1étezik olyan kevésbé pesszimista valtozata is amikor a legrosszabb
eset helyett az inputok szerinti 4tlagolt értéket vessziik, vagy ami realisztikusabb, hogy ismerve
az egyes inputok gyakorisagat (valdszintiségét) sulyozott atlagot (varhato értéket) szamolunk.
Ez utobbi nem tartozik az anyagunkhoz, mivel valdsziniiség-szdmitasi ismereteket (sajnos) nem
tételeziink fol.




1.5. A novekedési rend fogalma, az ordo szimbolika

Egy algoritmus idobonyolultsaga (vagy akar a tarkapacitds bonyolultsaga) az input méretének
monoton ndvekvo fiiggvénye. Az ilyen fiiggvényeket novekedést leiro fiiggvényeknek (roviden
novekedési fiiggvény) nevezziik.

Az egyes fliggvények ndvekedését a novekedés rendjével jellemezziik, amely valamely elére
rogzitett  fliggvényhez (etalonhoz) torténd hasonlitast jelent. A hasonlitast az alabbi
ugynevezett ordo szimbolika altal eldirt modon végezziik el. Legyen f,g : N — Z két ndvekedést

leir6 fiiggvény.

Definicio: Az ordo szimbolika szimbolumai

Azt mondjuk, hogy az f(n) fliggvény novekedési rendje:

1.

nagy ordo g(n), ha Iétezik olyan pozitiv ¢ konstans és pozitiv ny probléma
kiiszobméret, hogy ha n a probléma mérete egyenld a kiiszobmérettel, vagy
annal nagyobb, akkor az f(n) fliggvényérték nemnegativ és a g(n)
fiiggvényérték ¢ konstansszorosatol nem nagyobb. Tomoren:
f(n)=0(g(n)), ha 7¢c>0 és ny>0, hogy ha n2n,, akkor 0 <f(n) <c-g(n)

nagy omega g(n), ha létezik olyan pozitiv ¢ konstans és pozitiv ny probléma
kiiszobméret, hogy ha n a probléma mérete egyenld a kiiszobmérettel, vagy
annal nagyobb, akkor az f(n) fiiggvényérték legalabb akkora, mint a
nemnegativ g(n) fliggvényérték c konstansszorosa. Tomoren:
f(n)=«2g(n)), ha 7¢>0 és ny>0, hogy ha n>n,, akkor 0 <'c-g(n) <f(n)

nagy teta g(n), ha 1éteznek olyan pozitiv C1 és C2 konstansok és pozitiv ng
probléma kiiszobméret, hogy ha n a probléma mérete egyenld a
kiiszObmérettel, vagy annal nagyobb, akkor az f(n) fliggvényérték a
nemnegativ g(n) fiiggvényérték c1 és Cz-szerese altal meghatarozott zart
intervallumbodl nem 1ép ki. TOmoren:

f(n)=6(g(n)), ha Fc1,c2>0 és ny>0, hogy ha n>n,, akkor

00, g(n) <K (n):<c, 9(n)

kis ordo g(n), ha minden pozitiv ¢ konstanshoz létezik olyan pozitiv n,
probléma kiiszobméret, hogy ha n a probléma mérete egyenld a
kiiszObmérettel, vagy annal nagyobb, akkor az f(n) fiiggvényérték
nemnegativ és a g(n) fliggvényérték ¢ konstansszorosatol Kkisebb.
Tomoren:

f(n)=o(g(n)), ha ¥c>0-ra 7ny>0, hogy ha n>n,, akkor 0 <f(n) < c-g(n)

kis omega g(n), ha minden pozitiv ¢ konstanshoz 1étezik olyan pozitiv ng
probléma kiiszobméret, hogy ha n a probléma mérete egyenld a
kiiszobmérettel, vagy annal nagyobb, akkor az f(n) fiiggvényérték
nagyobb, mint a nemnegativ g(n) fiiggvényérték ¢ konstansszorosa.
TOomoren:

f(n)=w(g(n)), ha vc>0-ra 7ny>0, hogy ha n=n,, akkor 0 <'c-g(n) < f(n)



Az f(n)=0(g(n)) és a tobbi jelolés tulajdonképpen nem szerencsés, mert azt sugalmazza, mintha
itt két fliggvény, az f és a g, valamilyen kozelségérol, egyezdségérdl lenne sz6. Valdjaban az
egyenldségjel jobboldalan nem egy fliggvény, hanem egy 4altala leirt fliggvényosztaly,
fliggvények egy halmaza all. A baloldalon all6 egyetlen fiiggvény nem lesz egyenld egy
halmazzal. Szerencsésebb lenne az egyenldségjel helyett a halmaz eleme (€) jelet hasznalni,
jelezve, hogy az f fiiggvény olyan tulajdonsagi, mint a g altal definialt fiiggvények.
Tradiciondlis okok miatt azonban megmaradunk az egyenldségjel hasznalata mellett.

A gyakorlatban gyakran el6fordul6 fontos jellemzd novekedések

Konstans fin) = O() Kobos f(n) = O
Logaritmikus |f (n) = ©(log n) Polinomialis |f(n) = @), keR és k>0
Linearis f(n) = Om) Exponencialis |f (n) = ©("), a>1

Négyzetes |f(n) = O

Definicio: A polinomidlisan gyorsabb ndvekedés
Azt mondjuk, hogy az f(n) novekedési fliggvény polinomidlisan gyorsabban

nd, mint az n® polinom (p > 0), ha létezik olyan & >0 valds szam, hogy

f(n)=0(n?*).

Definicié: A polinomialisan lassabb ndvekedés
Azt mondjuk, hogy az f(n) novekedési fliggvény polinomidlisan lassabban nd,

mint az n® polinom (p > 0), ha létezik olyan &£>0 valds szam, hogy

f(n)=0(n"*).

1.6. A rekurziv egyenletek és a mester tétel

Az algoritmusok idébonyolultsdganak elemzésekor sok esetben nem rendelkeziink kozvetlen
explicit formulaval, amely megadna, hogy a méret fliggvényeében hogyan alakul az algoritmus
idbigénye a legrosszabb esetben. Ismeretes lehet viszont az egyes méretek iddigényei kozotti
kapcsolat, mivel ezt altaldban konnyebb felirni. Ennek a kapcsolatnak az ismeretében
megprobalhatjuk meghatarozni vagy a fiiggvényt explicite, vagy legalabb annak aszimptotikus
viselkedését.

Definicio: Rekurziv egyenlet
Rekurziv egyenletnek nevezziik azokat a fiiggvényegyenleteket, amelyekben a
T fliggvény az ismeretlen, a meghatarozando, és a T(n) fiiggvényérték a T

fliggvény n-t6l kisebb értékli argumentumanak helyein felvett értékeinek
fliggvényekeént adott.

A rekurziv egyenlet a T(n) fliggvényértéket a korabbi (n -t6l kisebb helyen) felvett érték(ek)

fliggvényére vezeti vissza. Ebben az esetben remélhetjiik, hogy ha ismert az n elsé néhany
értékére a T(n) értéke, akkor a nagyobb n esetére a T(n) mar fokozatosan kiszamithat6. Ha
megadjuk ezeket az elsé értékeket, akkor azokat kezddfeltételeknek (vagy kezdetiérték
feltételeknek) nevezzik.



crer

rekurziv egyenlet specialis esetét. Ennek megolddsa trivialisan latszik, hogy T(n) =q"t- (1),
ami T(l) ismeretében egyértelmiien meghatarozott.

2. Példa: Legyen T(n)=T(n—1)+d, akkor a szdmtani sorozat (aritmetikai sorozat)

srer

latszik, hogy T (n) =T (l)+ (n —1)- d,ami T (1) ismeretében egyértelmiien meghatarozott.

3. Példa: Legyen T(n)=T(n-1)+T(n—2) és T(0)=0, T(1)=1, akkor a megoldas a Fibonacci
sorozat.

Specialis, de a gyakorlat szempontjabol sok fontos esetben a rekurziv egyenletekre az alabb
megfogalmazott tgynevezett mester tétel ad aszimptotikus megoldast (sok esetben meg nem

ad).

1. Tétel: A mester tétel
Legyenek a>1, b >1 konstansok, p=1Ilog,a, f:N — Z fiiggvény.
Definialunk egy g(n) =n’ Ggynevezett tesztpolinomot.
Legyen a rekurzios Osszefliggésiink: T(n)= a-T(n/ b)+ f(n). (Az n/b helyén
]_n / b—‘ vagy |_n / bJ is allhat.) Ezen feltételek esetén igazak az alabbi allitasok:
1. Ha f(n) polinomilisan lassabb novekedésii, mint a g(n)tesztpolinom,
akkor
T(n)=6(g(n))
Ha f(n)=0(g(n)), akkor |T(n)=©(g(n)-logn)

Ha f (n) polinomidlisan gyorsabb novekedési, minta g (n) tesztpolinom, €s

teljesiil az f fliggvényre az Ggynevezett regularitdsi feltétel, azaz 9c <1
konstans és n, >0 kiiszobméret, hogy n>n, esetén a- f(n/b)<c- f(n),
akkor [T(n)=0(f(n))|




FELADATOK

1. Egy - ma még nem létezd - szuper kvantumszamitogép egy gépi utasitast annyi ido alatt
hajt végre, amennyi id0 alatt a fény megtesz egy hidrogén atommag atmérdjének
megfeleld tavolsagot, amely idé 107** masodperc. Tegyiik fel, hogy az algoritmusunk
idébonyolultsdga az alabbi tablazatban megadott f(n) érték, ahol ez a gépi kodu
miiveletek szdma az input méretének (n) fiiggvényében. Hatarozzuk meg, hogy az egyes

idébonyolultsdgok ¢és idétartamok esetén mennyi a maximalis problémaméret, amely
még a gépiinkkel megoldhato elvileg. Toltsiik ki a tablazatot!

idé |1 mp|lperc|l ora|lnap| 1 honap 1év 1 évszazad
f(n) (30 nap) | (12 honap)

2. Adott az el6z6 szuper kvantumszamitogép, melyen egy probléma megoldasi algoritmusa
fe (n) idébonyolultsagu, és van egy masik egyszerli szamitogép, melyen az egy gépi
kodu utasitss végrehajtasi ideje a konnyebbség kedvéért10° masodperc és rajta
ugyanazon problémanak egy masik megoldasi algoritmusa van beprogramozva, melynek
idébonyolultsaga f, (n) Hatarozzuk meg az aldbbi tablazat szerinti esetekre, hogy

milyen input méretadatok esetén melyik gépet (a szuper kvantum — ,,sq”, vagy az
egyszerli —,,” ) érdemesebb a probléma megoldasara hasznalni! Toltsiik ki a tablazatot!

Probléma | f_(n) | probléma | f,(n) |probléma
sorszama méret ,,50” méret ,,e”
1. n! 10%n2
2. n’ 10%logn
3. 2" 10°vn
4. n! logn
S n® 10°n?

3. Bizonyitsuk be, hogy:

a. n—22—3n:®(n2)

b. 6n° = ©(n?)
C. 2n+1 — O( n)



d. 2™ =0(2")
€.
4. Oldjuk meg az alabbi rekurziv egyenleteket!

a  T(n)= ZTGJ +n, T@)=1

b.  T(n)=2T(Vn)+logn, T(2)=1
C. T(n)=T(n-1)+n, T@)=1 (Rekurziv visszahelyettesitéssel.)
5. Adjunk aszimptotikus megoldast az alabbi rekurziv egyenletekre a mester tétellel!

a  T(n)= 4T[gj+ n
b. T(n):4T(gJ+ n®



