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R™-t m-dimenziés térnek nevezziik, pontjai x = (x1,...,Xm)
alakdak, ahol x;-t az x pont (vektor) i-dik koordinatdjanak
nevezziik. A x = (x1,...,%Xm) € R™ vektor hossza

x| :=1/X2+ ...+ x3.

Az (x{")) R™-beli pontsorozatot konvergensnek nevezziik, ha
minden (x,.(")) koordindtasorozat konvergens (i=1,...,m), és
amennyiben az i-dik koordindtasorozat hatarértéke x;

(limp_ o0 x,-(") =x;,i=1,...,m), dgy az x := (x1,...,Xm) pontot
az (x(M) R™-beli pontsorozat hatarértékének nevezziik.
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Definicié:

Az f = (f,...,f): R™ — R" figgvényeket m-valtozds
vektorértékii fliggvénynek nevezziik. Az f;: R™ — R fiiggvényt az
f fiiggvény i-dik koordindta fiiggvényének nevezziik (i=1,...,n).

Példa:
fx,y) = (x+y,x-y,x)
Ekkor f: R?2 — R3,
koordindtafiiggvényei: fi(x,y) =x+y, fh(x,y)=x-y,
f3(x,y) = x.
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Definicié:

Egy f: R™ — R fiiggvényt folytonosnak nevezziik az x, € R™

pontban, ha minden € > 0 esetén van olyan § > 0, hogy minden

olyan x esetén, amelyre |x — xo| < 0 az |f(x) — f(xq)| < € teljestil.
v

Definicid:

Egy f: R™ — R fliggvényt folytonosnak nevezziik az x, € R
pontban, ha minden R™\{x,}-beli (x(")) sorozatra, ha x(") — x,
gy az (f(x(M)) valds szimsorozat konvergens és

lim f(x(M) = f(x,) teljesiil.

n—o0o

Tétel: (Atviteli elv folytonos fiiggvényekre)

A két folytonossag fogalom ekvivalens egymassal.
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Definicid:

Azt mondjuk, hogy az f: R™ — R fliggvény hatarértéke az

Xo € R™ pontban az yg € R valds szam, ha minden € > 0 esetén
van olyan § > 0, hogy minden olyan x esetén, amelyre

0 < |x—xq| <9 az |f(x) — yo)| < & teljesil.

Jelolés: lim f(x) = yo.
X—Xg

Definicid:

Azt mondjuk, hogy az f: R™ — R fiiggvény hatdrértéke az

xg € R™ pontban az yy € R valds szam, ha minden R™\{x}-beli
(x(") sorozatra, ha x(") — x, gy az (f(x(M)) valds szimsorozat
konvergens és nllﬁngo f(x(M) = yy teljesiil.

Jelolés: lim f(x) = yo.

X—Xg

Tétel: (Atviteli elv)

A két hatarérték fogalom ekvivalens egymassal.

™ = = -
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Definicié:
f=(f,...,f): R™ — R" fliggvényt folytonosnak nevezziik az
Xo € R™ pontban, ha minden egyes f; koordinatafiiggvény
folytonos az xy-ban (i=1,...,n).
Azt mondjuk, hogy a f = (f,...,f,): R™ — R" fiiggvény
hatarértéke az x, € R™ pontban az Yo= (Y0.15---,¥0,n) €R"
pont, ha minden egyes f; koordinatafiiggvénynek létezik
hatarértéke xqy-ban és Ii_)m filx)=y, (i=1,...,n).

X—Xp

A fentiek szerint elegend6 az f;: R™ — R alaki koordinata
fliggvényeket vizsgdlni (i =1,..., m).
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A x=(x1,...,Xm) € R™ vektor hossza |x| := \/x? + ... + x3,.

Definicio:
Legyen H C R™, f: H — R, x, belsé pontja H-nak, v € R™
olyan, hogy |v| = 1. Ha létezik és véges a

im X0+ tv) = f(xo)
t—0 t

hatdrérték, akkor azt mondjuk, hogy f-nek az xy-ban létezik a v
irdnymenti derivdltja. Ezt a hatdrértéket %(KO)—al, vagy

D, f(xq)-al jeldljiik.

Legyen e; :=(0,...,0,1,0,...,0), ahol az i-dik koordindta 1, a
tobbi 0. Ha az f-nek az xy-ban létezik a e; irdnymenti derivaltja,
akkor azt mondjuk, hogy az f parcidlisan differencialhaté az
Xg-ban, az i-dik valtozd szerint.

Jelolés: §L(xq), Dx,f(xo), Dif (xo)-
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Definicid:

Legyen H C R™, f: H — R, valamint f parcialisan differencialhato
H-n minden valtozdja szerint, ekkor az f gradiense
87‘ of

df=Vf .= A —en
gra \Y% 81 1+ . +8xme

vektor. Ezt megadhatjuk a koordindtdival is Vf = (g—:l, A 887; 5
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Definicié:
Legyen H C R™, f: H =+ R, és x, belsé pontja H-nak. Ha van
olyan 1 X m-es A mdtrix, hogy

im (X)) = flxo) — Alx — xo)

X=X X — Xq

=0,

akkor az f-t Frechet-differencidlhatdnak nevezziik az x, pontban.
Jelslés: A = f'(xp)

Megjegyzés: Ha az f Frechet-differencidlhaté az x, pontban,
akkor of Y
A= f(xo) = (aixl(lo)a e @(Ko))

Legyen H C R™, f: H =+ R, és x, belsé pontja H-nak. Ha az f
Frechet-differencidlhaté az x, pontban, akkor az f folytonos az x
pontban.

i = =

=
Tobbvaltozés fiiggvények



Legyen H C R™, f: H =+ R, és x, belsé pontja H-nak. Ha az f
Frechet-differencidlhaté az x, pontban, akkor az f az x, pontban
minden v iranymentén differencidlhaté (v € R™ és |v| =1). Ekkor

Dyf(xq) = f'(x0)v.

Specidlisan: Ha az f Frechet-differencidlhaté az x, pontban, akkor
az f az xy pontban minden vdltozdja szerint parcialisan
differencialhaté. Valamint

Dg,— f(xo) = f/(lo)ﬁi'
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Tobbvaltozds fluggvények szélsoértéke

Definicié:

Legyen H C R™, f: H — R, xq bels6 pontja H-nak. Ha az f
fliggvény minden valtozdja szerint parcidlisan differencidlhato az
Xo-ban, valamint

of of
87X]_(K0) =0,..., @(Ko) =0

akkor az x pontot az f staciondrius pontjanak nevezziik.

Tétel: (szélséérték |étezésének sziikséges feltétele)

Legyen H C R™, f: H — R, xq bels6 pontja H-nak. Ha az f
fliggvény minden valtozdja szerint parcidlisan differencidlhaté az
Xo-ban, valamint ott az f-nek szélséértéke van, akkor az x
staciondrius pontja az f-nek.
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Tobbvaltozés fliggvények széls6értéke

Definicié:

Legyen H C R™, f: H — R, xq bels6 pontja H-nak. Ha a

Dif: H — R fiiggvény parcialisan differencidlhato xy-ban az i-dik
valtozdja szerint, akkor a D; if(xq) := Dij(Djf)(xq)-t az f fiiggvény
mdsodrend(i parcidlis derivaltjanak nevezziik az xq-ban.

v

Tétel: (Young-tétel (Schwarz-tétel, m=2 eset))

Legyen H C R™, f: H — R, xq bels6 pontja H-nak, az f fiiggvény

r-szer differencidlhato xq-ban. Legyen i, ..., i, € {1,2,...,m},
valamint (j1,...,jr) az (i,...,I) szdm r-es egy dtrendezése.
Ekkor

Di iy,....i. f(x0) = Dj j,...jr f (X0)-
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Tobbvaltozés fliggvények széls6értéke

Tétel: (szélséérték létezésének elégséges feltétele kétvéltozds
fliggvényekre)

Legyen H C R?, f: H — R, x, belsé pontja H-nak, az f fiiggvény
2-szer folytonosan differencidlhatd x-ban (az dsszes masodrend.i
parcidlis derivdlt létezik az x, pont egy kornyezetében és ott
folytonosak). Az x staciondrius pontja f-nek. Legyen

o Dy xf(xg) Dxyf(xo)
Dlxo) = det( Dy,xf(ég) Dy,yf(ég) ) .

Ha D(xy) > 0, akkor f-nek az x, szélséérték helye, Dy f(xq) > 0
esetén helyi minimum, DX7Xf(go) < 0 esetén helyi maximum van.
D(xq) < 0 esetén az xq pont nem szélséértékhely.
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Tobbvaltozés Taylor-polinom

Tétel: (Taylor-tétel)

Legyen H C R?, f: H — R, x, belsé pontja H-nak, az f fiiggvény
(n + 1)-szer folytonosan differencidlhatd x,-ban (az dsszes

(n+ 1)-ed rendii parcidlis derivalt létezik az x, pont egy
kérnyezetében és ott folytonosak). Ekkor minden xy = (xo, yo),

x = (x,y) esetén van olyan & = (£1,&2) amely az xg-t és az x-t
bsszekotd szakaszon van, hogy

f(x) = Ta(f)(x) + Ra(F)(&, x)-
Specidlisan n = 2 esetén

Ta(f)(x) = f(x0) + Dif(x0)(x — x0) + Daf (x0)(y — yo)
+ %Dl,lf(&))(x — Xo)2 T %D2,2f(50)(y = y0)2

+ % (D12f (x0)(x — x0)(y — o) + D211 (x0)(x — x0)(y — y0)) -
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Tobbvaltozés Taylor-polinom

az f flggvény xq koruli mdsodrendii Taylor-polinomja.

= % Z Dijr jo.j3 f(é)(l - 50)1'1 (x — Ko)jz (x— Ko)j3

" 243

Ra(f)(& x)

a maradék tagja, ahol (x —xq); az (x —xg) pont j-dik koordinatdja.
v
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