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E1LOszO

Az analizis szd gorog eredetii, jelentése ”elemzés”. A matematikdban ez a
sz0 mintegy haromszaz éve egy nagy és fontos tudomanyag megjelolésére
hasznélatos, de ennek targyat és feladatat a szd eredeti jelentése nem jut-
tatja kifejezésre. Az analizis feladata olyan eljardsok keresése, amelyek révén
valamely keresett mennyiség szamara tetszolegesen kicsiny hibaju kozelito
értékeket lehet megadni.

A matematikai analizis a matematikanak azokat a fejezeteit Oleli fel, ame-
lyek szorosan kapcsolédnak a fiiggvény és a hatarérték fogalméahoz, a diffe-
rencial- és az integralszamitashoz, a végtelen sorozatok, sorok fogalmahoz, a
differencidlegyenletek elméletéhez, stb.

A matematikai analizis kialakitdsa a XVII. szazadban kezdodott el,
amikor sziikségessé valt a mozgassal kapcsolatos folyamatok tanulmanyozasa
az asztrondémidban, fizikdban. Sziikségessé valt tovabba a valtozd mennyi-
ségek vizsgalata is, amely a fiiggvények bevezetéséhez vezetett. Tobb
neves tudds (Kepler, Ferma, Barrow) részeredményei vezettek oda, hogy a
XVII. szazadban egyméstdl fiiggetleniil I. Newton (1643-1707) és Leibniz
(német, 1646-1716) mas-més megkozelitéssel megalapoztak a differenciél- és
integralszamitast. E szamitdsok targyanak: a fliggvénynek a fogalma egytitt
fejlodott az elmélettel. Descartes a szazad elsé felében még minden olyan
gorbét tavol kivant tartani, amely nem definialhaté algebrai mitveletekkel.
A differencial- és integralszamitasbdl megsziiletd matematikai analizisben
azonban rendre polgarjogot nyertek az algebraiakon kiviil mas egyszeri
fliggvények is, mint a logaritmus-, exponencialis, trigonometrikus és arcus-
fliggvények. Ekkor a matematikusok még meg voltak gy6zodve arrdl, hogy
barmilyen kis szakaszon ismerve a fliggvényt, le lehet abbdl vezetni azt a
torvényszeriséget, amelynek a fliggvény teljes menetében eleget tesz. Ez a
felfogas gyokeresen megdolt a XVIII. szazad végén és a XIX. szazad elején a
trigonometrikus sorok vizsgélatanak kapcsan.

Az analizis alapfogalmainak preciz és elvontabb megalkotasa a fejlodés je-
lentés mérfoldkoveit jelentette. Newton (aki egyben az egyetemes témegvon-
zés feltaldléja) els6ként vezette be a derivélt fogalmat ”fluxus” elnevezéssel.
Leibniz hasznalta elséként azt a jelolést, amelyet a derivalt és az integral
megjelolésére a jelenlegi modern matematika is alkalmaz.

Azonban Newton és Leibniz dolgazataiban hidnyzott egy alapvet6 fogalom
és eszkoOz - a hataratmenet fogalma. A hataratmenet modern értelmezését a
matematikdban Euler (svéjci, 1707-1783), Jean D’Alembert (francia, 1717-
1783) és masok dolgozatainak készonhetéen Cauchy-nak (francia, 1789-1857)
sikeriilt bevezetni és segitségével egzakt mddon definidlni a matematikai



8 TARTALOMJECGYZEK

analizis alapveté miiveleteit a differencidl- és integralszamitasban. Bolzano
pragai matematikus, aki Cauchy-val egyidoben a hatarérték és folytonossag
tekintetében hasonlé elvekhez jutott el, volt az elso, aki példat szerkesztett
folytonos, de sehol sem differencidlhato fiiggvényre, ezt a példat azonban
nem kozolhette. Weierstrass 1861-t6] kezdve eloadasaiban, 1872-ban pedig
egy dolgozataban nyilvanosan taglalta a kérdést, s egy nevezetes példat is
kozolt sehol sem differencidlhato folytonos fliggvényre. Késébb ezek a példak
megsokszorozddtak, mind egyszeriibbeket fedeztek fel. A valds fliggvények
elméletének modern fejezete ezektol a példaktdl szamithatd. A Riemann-féle
integral, Jordan és Peano mértékelmélete az analizis 1ij irdnyanak el6futarai.
R. Baire, E. Borel és H. Lebesgue munkai révén sziiletik meg végiil a mo-
dern valods fiiggvénytan. Lebesgue alkotta meg a mérték és integral 1j és
altalanosabb fogalmat, és az 1j integralelmélettel parhuzamosan a derivalas
elméletét is kiépitette.

Vegyiik észre, hogy igazabdl két évszazadra volt sziikség a matematikai
analizis elméletének egzakt megfogalmazasara.

Korszerti elektronikus tankonyviink tizenkét fejezetében nagy hangsulyt
fektetiink az analizis alapjainak targyalasara, amely a logisztikai folyama-
tok tanulmanyozasédhoz és a sztochasztikus modellezéshez sziikséges fogalmak
pontos bevezetését jelenti. Meggy6zodésiink, hogy szilard alapokra nemcsak
azoknak van sziikségiik, akik az analizis magasabb fejezeteit kivanjak el-
sajatitani, hanem azoknak is, akik alkalmazzak. A tananyag Osszeallitasa
a matematikai kézikonyvek szokasos felépitését koveti, egységes és komp-
lex. A Kalkulus elektronikus jegyzet célja a hatarérték, a folytonossag és
a differencialhanyados fogalmanak fokozatos, a szemléletre is tdmaszkodd
kialakitdasa és a rajuk épiilé elmélet targyaldsa, tovabba az elmélethez
szorosan kapcsolédo fontosabb alkalmazasok attekintése. E nehéz anyag
megértésének elosegitésére szamos megoldott feladatot és szemléltetd abrat
illesztettiink be az elektronikus tananyagba. A feladatok kozott néhany ne-
hezebb, invenciét igénylo példaval is talalkozhatnak a hallgaték. Az 6nalld
tanulasra is alkalmas tankonyv az alapképzések matematikai anyagandl
helyenként részletesebb, igy a Kalkulus tananyagot a hallgatok késébbi
tanulméanyaik soran is kivaléan hasznalhatjak.

Miskolc, 2010. &prilis 12.

A Szerzok



1 HALMAZELMELETI ALAPFOGALMAK

1.1 JELOLESEK, ELNEVEZESEK

A mindennapi életben, kiilonb6z6 tudomanyagakban, igy a matematikaban
is, sokszor beszéliink bizonyos, a valésagban 1étezd, vagy a gondolatunkban
kialakitott objektumok, dolgok, fogalmak Osszességérol. fgy példaul min-
denki tudja mirdl van sz6, amikor emlitjiik a bolygdk sokasagat, az els6éves
foiskolai hallgatokat, az egyetemi oktatokat, a trigonometrikus fliggvények
osztalyat, a természetes szamokat. A matematikdban az Osszesség, a sokasag
és mas hasonlé értelmii szavak helyett a halmaz elnevezést hasznaljak. A
halmazt nem definidljuk, hanem alapfogalomnak tekintjiik. Kozépiskolds
tanulmanyainkbol ismeretes, hogy ugyancsak definicié nélkiil, alapfoga-
lomként hasznaljuk példaul a pont, a stk fogalmat is. A halmaz és a halmaz
eleme fogalmat matematikai absztrakciénak tekintjiik.

A halmazokat altaldban nagybetiikkel

A B, C, ... XY, Z, ..; A1, Ay, Az, ...,
elemeiket kisbetiikkel jeloljiik:
a,b,c,...x,y,z,...;a1, as, as, ....
Azt a tényt, hogy = az X halmaz eleme, igy jeloljik:
r e X,
mig azt, hogy a nem eleme az A halmaznak az
a& A

szimb6lummal jeloljilk. Egy halmazt akkor tekintiink adottnak, ha is-
merjik az Osszes elemét, vagy azokat a tulajdonsagokat melyek segitségével
egyértelmiien el tudjuk donteni barmely elemrdl, dologrél, hogy hozzatartozik-
e a halmazhoz vagy sem. A halmazokat kétféleképpen tudjuk megadni. Ele-
meinek felsorolasaval, kapcsos zardjelbe téve ezt a felsorolast. Példaul igy:

A=1{2,4,6,8}, B = {a,b,c,d}, X = {1,5,10, 15},
F = {Duna, Tisza}, H = {hétf6, kedd, szerda, cstitortok, péntek}.

Ez a megadasi mod véges szamu elembdl allé halmazokra alkalmas. Szamos
esetben ez a megadéasi mod kényelmetlen, esetleg lehetetlen. Ilyenkor a hal-
mazt elemeinek tulajdonsagaival irjuk le.
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Emlékeztetoiil megadjuk néhany nevezetes szamhalmaz jelolését:

N ={1,2,...}, a pozitiv természetes szamok halmaza,

No ={0,1,2,...}, a természetes szdmok halmaza a nulldval b6vitve;
7 ={..,-3,-2,—1,0,1,2,3, ...}, az egész szamok halmaza;
Z+t={1,2,3, ...}, a pozitiv egész szamok halmaza;
Z-={...,—3,—2,—1}, a negativ egész szdmok halmaza;

Q= {2_9 :p€Z, qe{Z\{0}}, (p,q) = 1} , a racionalis szamok halmaza;
q

R = {raciondlis és irraciondlis szdmok}, a valés szamok halmaza.
Azt a tényt, hogy a C' halmaz a T tulajdonsaggal rendelkezd x elemekbdl &ll,
igy fejezziik ki:
C={zx:T(x)} vagy C={z]|T(x)}.
Példaul
A={z:|z| <2,z € R}
jelenti a 2-nél kisebb abszolut értéki valds szamok halmazat,
B={(z,y):2*+y* =9,z € R, y e R}

pedig az origd kozéppontu 3-sugari kor keriileti pontjainak halmazat. Legyen
az A halmaz a —2-nél nagyobb és 10-nél kisebb egész szamok halmaza:

A={a:-2<a<10,a€Z}.

Ezt a halmazt elemei felsorolasaval is megadhattuk volna:
A={-1,0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}
Egy elem csak egyszer fordulhat el6 egy halmazban.

1.1.1. Definicié (iires halmaz)
Azt a halmazt, amelynek egyetlen eleme sincs, tres halmaznak nevezzik.

Jelolése: ().

Példaul az
A={reR:2*+4=0}

halmaz iires, mivel 22 + 4 = 0 semmilyen valés szdmra nem teljesiil, azaz

A=10.
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1.1.2. Definici6 (egyenl6é halmazok)
Az A és B halmazok egyenldek, ha elemeik ugyanazok, azaz

r €A+ e B.

Jelolése: A = B. Tagaddsat A #+ B maddon jeloljiik.
Az 1.1.2. Definiciobdl kovetkezik, hogy csak egy iires halmaz létezik, illetve
a halmaz elemek megadasi sorrendje tetszoéleges. Példaul:

A=1{2,4,6} =B=1{4,2,6} =C ={6,2,4} = D = {6,4,2} = E = {4,6,2} = F = {2,6,4}.
1.1.3. Definicié (részhalmaz)
Az A halmaz részhalmaza a B halmaznak, ha minden v € A esetén x € B is
teljesul, azaz

re€ A=z €B.

Jelolése: A C B vagy B D A.

Az 1.1.3. Definicié szerint minden halmaz részhalmaza 6nmaganak és az iires
halmaz minden halmaznak részhalmaza. Példaul:

ACcA, 0cB, hcX.

1.1.4. Definicié (valédi részhalmaz)
Az A halmaz valodi részhalmaza a B halmaznak, ha A C B, de A # B.

Ez azt jelenti, hogy van B-nek A-ba nem tartozo eleme is. Az iires halmaz
valodi részhalmaza barmelyik nemiires halmaznak.

1.1.5. Megjegyzés
Két halmaz egyenloségét igy is megfogalmazhatjuk: Az A és B halmazok
akkor és csak akkor egyenlok, ha

ACB és B C A.
1.1.6. Példa
Egyenl6-e az () és a {0} halmaz?

Megoldas:
Az tires halmaznak nincs eleme. A maésodik halmaz egy-elemii. Igy a két
halmaz nem egyenlo.

1.1.7. Megjegyzés

Az € és a C jelek kiilonboz6 jelentéstiek. Az elso egy elemet és egy halmazt
kot 0ssze, a masodik egy halmazt kapcsol egy méasik halmazhoz. Nézziik meg
konkrét példakon keresztiil, a halmaz eleme (€) és a részhalmaz (C ill. D)
fogalmak és a nekik megfelel6 jelek kozotti kiillonbséget!

2 € {1,2,3}, de 2 ¢ {1,2,3};
2y ¢1{1,2,3),  de {2} C{1,2,3).
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1.1.8. Definicié (véges halmaz)
Egy halmazt végesnek nevezink, ha elemeinek szama véges. Ellenkezd esetben
végtelennek mondjuk. Véges halmaz szamossdagdan elemeinek szamdt értjik.

1.1.9. Példa
Az A =1{2,-4,6,7,10,14,100,2006} halmaz szdmossiga 8, azaz |A| = 8 és
aB={zx€R:2?+5r+6=0} szdmossdga 2, mert

B={r€R:2* +52+6=0} ={-2,-3}.

1.1.10. Megjegyzés

A természetes szamok N halmazanak szdmossdgat megszamlélhatéan
végtelennek mondjuk. A valés szdmok R halmazanak szamossaga kontinu-
um.

1.1.11. Definicié (halmazrendszer)
Egy olyan nemiires halmazt, amelynek elemei maguk is halmazok, hal-
mazrendszernek vagy halmazcsalddnak nevezink.

1.1.12. Definicié (indexelt halmazrendszer)
Ha I # 0 egy (dgynevezett) indexhalmaz és barmely i € I esetén adott egy
A; halmaz, akkor az

halmazt I-vel indexelt halmazrendszernek nevezzik.

1.1.13. Definicié (hatvanyhalmaz)
Eqgy A halmaz 6sszes részhalmazabaol allo halmazt az A halmaz hatvanyhalmazdnak
nevezziik és P(A)-val jeléljiik.

1.1.14. Példa
Hatérozzuk meg az A = {a, b, ¢} halmaz hatvanyhalmazat!

Megoldas:

U)<A> = {@, {a} ) {b} ) {C} ) {a7 b} ) {CL, C} ) {b’ C} ) A}

1.1.15. Megjegyzés
A hérom elemii halmaznak, mint lattuk 23 = 8 részhalmaza van. Bi-
zonyithatd, hogy egy n elemii véges halmaznak 0sszesen 2" részhalmaza van.
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1.2 MUVELETEK HALMAZOKKAL

Héarom miveletet értelmeziink:
1. a halmazok egyesitését (unidjat);
2. a halmazok kozos részét (metszetét);
3. a halmazok kiilonbségét.

1.2.1. Megjegyzés

A halmazok szamos esetben jél szemléltethetOk zart gorbével hatarolt
sikidomokkal (korlap, téglalap, ellipszis), a halmazokhoz tartozé elemek
pedig a halmazt dbrazol6 sikidom belsejében 1év6 pontokkal. Az ilyen jellegli
abrat Venn-diagramnak nevezziik.

1.2.2. Megjegyzés

John Venn (1834 - 1923), angol matematikus. Venn édesanyja koran meghalt,
mikor gyermeke még egészen kicsi volt. Apja a drypool-i egyhdzkozség
vezetdje volt és nagyapja is lelkész volt. Mindketten fontos szerepet toltottek
be az evangélikus egyhazban. Nem volt tehat kérdéses, hogy az ifju John
Venn-nek is a papi hivatast kell vélasztania. 1853-ban kezdte egyetemi
tanulmanyait Cambridge-ben. A masodik évben dertilt ki matematikai
tehetsége, mikor hatodik lett a matematikai dijazottak kozt. 1859-ben,
diplomaja megszerzése utan két évvel pappa szentelték. S ezutan Cheshunt-
ban, Hertfordshire-ben majd Mortlake-ben teljesitett szolgdlatot. 1862-ben
visszatért Camebridge-be, ahol egyetemi tanari allast kapott, s tobbek kozt
logikat tanitott. Venn kiterjesztette Boole logikajat, és leginkabb grafikus
abrazolasi modjardl ismert. 1883-ban Venn-t a hires Royal Society tagjava
valasztottak.

1.2.3. Definicié (halmazok egyesitése)
Az A és B halmazok egyesitésén vagy unidjan azoknak az elemeknek a hal-
mazat értyik, amelyek legaldbb az egyik halmazban benne vannak. Jelolése:

AUB. Azaz
AUB :={x : x € A vagy x € B}.

Az 1.1. Abrén az A és B halmaz unidja lthato:
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1.1. dbra

1.2.4. Definicié (halmazok metszete)
Az A és B halmazok metszetén vagy kozos részén azoknak az elemeknek a

halmazat értyik, amelyek mindkét halmaznak elemei. Jelolése: AN B. Azaz
ANB:={z : x€ A ész € B}.

Az 1.2. dbrdn az A és B halmazok metszete van &dbrazolva:

1.2. dbra

1.2.5. Definicié (halmazok kiil6nbsége)
Az A és B halmaz kiilonbségén azt a halmazt értjik, amelynek elemei A-hoz
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tartoznak, de nincsenek benne B-ben.
Jelolése: A\ B.
A\B={zx:2x€ Aész ¢ B}.

1.3. abra

1.2.6. Definicié (komplementer halmaz)
Legyen A a H halmaz részhalmaza: A C H. Ekkor a

H\A:={x:x € Hésx¢gA}

halmazt az A halmaz H-ra vonatkozé komplementerének nevezzik (kiegészitd
halmazdnak nevezzik). (Ldsd az 1.4. dbrdt.)
Jelolése: A vagy Ag.

1.4. abra
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1.2.7. Definicié (diszjunkt halmazok)
Az A és B halmazok diszjunktak, ha metszetiik tires halmaz:

ANB=0.

1.5. dbra

1.2.8. Példa
Legyen A = {2,4,6,8,10} és B ={n € Ny : n < 7}. Ekkor:

AUB=1{0,1,2,3,4,5,6,8,10}.

1.2.9. Példa
Legyen A = {pozitiv paros szdmok}, B = {pozitiv paratlan szdmok} és
C = {0}. Ekkor:

AUB =1{1,2,3,4,5,..} = N; AUBUC={0,1,2,3,...} = N.

1.2.10. Példa

Legyen A = {pozitiv paros szdmok} = {2,4,6,8,10, ...} és

B = {az 5-tel oszthaté természetes szamok} = {5,10,15,20,25,30,...}.
Ekkor:

AN B ={10,20,30,40, ...} = {a 10-el oszthaté természetes szamok}.

1.3 Az UNIO ES A METSZET TULAJDONSAGAI

1.3.1. Tétel (miiveleti szabalyok)
Legyenek A, B és C' tetszdleges halmazok. Ekkor érvényesek az aldbbi tulaj-
donsagok:

1. Kommutativitis: AU B = BU A, illetve ANB=BNA;



1.3 Az uN1O ES A METSZET TULAJDONSAGAI 17

2. Asszociativitds: AU (BUC) = (AU B)UC, illetve
AN(BNC)=(ANnB)NC;

3. Idempotens tulajdonsdig: AU A = A, illetve ANA=A;
4. Elnyelési tulajdonsdg: AU (AN B) = A, illetve AN (AU B) = A;

5. Disztributivitas: AU (BN C) = (AUB)N(AUCQ), illetve
AN(BUC)=(ANB)U(ANC);

6. Ures halmazzal vald mivelet: AU = A, illetve AN Q= 0.

A tétel bizonyitasa a miveletek definicigjabdl kovetkezik. O]

1.3.2. Megjegyzés
Konnyen belathatd, hogy a komplementer felhasznédlasaval a H alaphalmaz
A és B részhalmazaira az A\ B kiilonbséget a kovetkez6képpen fejezhetjiik
ki:

A\ B=AnNBy.

Valamely H alaphalmaz A és B részhalmazaira teljesiilnek az aldbbi
allitasban kimondott tulajdonsagok.

1.3.3. Tétel (részhalmazok és komplementerek tulajdonsigai)
Ha ACH és BC H, akkor:

1. Agp=A
2. AN Agy = 0 illetve AUAy = H

3. ANB = AU B illetve AUB = AN B, ahol minden komplementer a
H halmazra vonatkozik.

Bizonyitas:

Bizonyitsuk a AN B = AU B De-Morgan féle képletet!

Legyen x € H tetszOleges eleme H-nak. Ekkor x € AN B akkor és csak
akkor, ha z € (AN B). Az x ¢ (AN B) relacié akkor és csak akkor teljesiil,
ha z € A vagy © ¢ B. Ezért x ¢ A vagy x ¢ B akkor és csak akkor, ha
r € Avagy x € B. Tehat igaz, hogy AN B =AUDB.

A masodik De Morgan képletet bizonyitasa analog. O]
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1.3.4. Megjegyzés

Augustus de Morgan (1806 - 1871), angol matematikus. Bevezette a tel-
jes indukcié hasznalatat és a De Morgan-azonossagnak nevezett szabalyokat.
Indidban sziiletett, csaladja otodik gyermekeként. Nem sokkal sziiletése utan
elvesztette szeme vilagat, s amikor 7 honapos volt, visszatértek Anglidba.
1823-ban, 16 évesen a Cambridge-i Trinity College didkja lett, ahol tobbek
kozott George Peacock is tanitotta. 1827-ben az wjjaalapitott Londoni Uni-
versity College-ben megpalyazott egy allast a Matematika Tanszéken, s annak
ellenére, hogy addig nem jelent meg matematikai publikdcidja, meg is kapta
az allast. 1828-ban az University College els6 matematika professzora lett.
1831-ben lemondott a posztjardl egy elvi vita miatt, azonban 1836-ban djra
megkapta ugyanazt a tisztséget, amelyet aztan 1866-ig meg is tartott, amikor
egy ujabb elvi vita miatt ismét lemondott. Az Aritmetika elemei cimi konyve
1830-ban érte meg a masodik kiadast, amelyet még szamos mésik kovetett az
idok folyamén. 1838-ban definidlta és bevezette az igynevezett matematikai
indukcidt, ez a kifejezés eldszor Induction (Mathematics) cimii miivében je-
lenik meg, amit a Penny Cyclopedia-ba irt. Az évek soran tovabbi 712 cikket
irt ebbe az enciklopédiaba, melyet a Society for the Diffusion of Useful Knowl-
edge jelentetett meg, ugyanaz a tarsasag ami a késobbiek folyaman London
University-t alapitottdk, s akik de Morgan masik hires muvét, A differencidl-
€s integralszamitds-t is kiadta. 1849-ben publikdlt még egy miivet a kom-
plex szamok geometriai értelmezésérdl, majd bevezette a ma De Morgan-
azonossagként ismert szabalyokat, melyekkel nagyban hozzajarult a matem-
atikai logika megreformélasahoz. De Morgan-t mindig érdekelték a furcsa
szamtani tények, és 1864-es frasaban megjegyezte, hogy éppen z éves, és
éppen az x?-edik évet rjdk, ugyanis 43 éves volt 1849-ben.

1.3.5. Példa / 3
Legyen A={z:z € R,[z| <3} és B={z:2 € R,x>0}. Irjuk fel az Ag,
Bg, AN B, AU B, A\ B halmazokat!

Megoldas:
Ag ={x:x € R,|z| > 3}

Br ={r:2 € R,z <0}.

Mivel az A és B halmaz ko6zos elemei a haromnaél kisebb pozitiv valés szamok,
ezért

ANB={x:2€R,0<z < 3}

Az A és B halmaz unidja mindkét halmaz valamennyi elemét tartalmazza,
ezért
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AUB={z:xz € R,z > -3}

Az A\ B halmaz A-nak azokat az elemeit tartalmazza, amelyek nem tartoznak
B-hez, igy

A\B={z:zeR,-3 <z <0}

1.3.6. Példa
Legyen A = {(z,y) €R*|y=ax+b} és B = {(z,y) ER? |y =cx +d}.
Mit mondhatunk az a,b,c,d paraméterekrol, ha tudjuk, hogy

Megoldas:

Az A és B halmazok elemei az R? sik egy-egy egyenesének pontjai.

a) Ha A\B = A, akkor a két egyenesnek nincs kozos pontja, azaz
parhuzamosak, de nem esnek egybe. Ekkor a = ¢ és b # d.

b) Ha A\B = (), akkor minden pont kozos, vagyis a = ¢, és b = d.

c) Ha AN B ={(0,0)}, akkor a két egyenes az origéban metszi egymast
és ez az egy kozos pontjuk van. Tehat a # c és b=d = 0.

d) Ekkor az egyenesek a két adott pontot biztosan tartalmazzik, igy
egyértelmiien meghatarozottak. Vagyis a = ¢ = —1ésb =d = 1.
A két egyenes egybe esik.

1.3.7. Példa
Igazoljuk, hogy tetszoleges A, B, C' halmazokra

a) AA\(BUC)=ANBNC;

b) A\(AN B) = A\B;

) (A\B) N (A\C) = A\(BUC);
d) A\(BNC) = (A\B) U (A\C).
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Megoldas:
a) A\(BUC)=AN(BUC)=AN(BNC)=AnBnC
b) AA(ANB) = AN(ANB) = AN(AUB) = (ANA)U(ANB) =

PU(ANB)=(ANB)=A\B

c) (A\B)N(A\C) = (ANB)N(ANC)=ANANBNC = AN(BNC) =
AN(BUC)=A\(BUCQC)

d) A\(BNC)=AN(BNC) = An(BUT) = (ANB)U(ANT) =
(A\B) U (A\C)

1.3.8. Definicié (halmazok szimmetrikus kiilonbsége)
Az A és B halmaz szimmetrikus kilonbségén (szimmetrikus differencidjin)
az

(A\B)U(B\ A)
halmazt értjik. Jelolése: ANB.

1.3.9. Megjegyzés
Konnyen ellenorizhetd, hogy

AAB = (AUB)\ (AN B).
Az 1.3.8. Definiciébdl vilagosan kitiinik, hogy a A miivelet kommutativ:
AAB = BAA,

tovabba
AAB C AU B,
és
ANA =0, DAA = A.
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2 RELACIOK, FUGGVENYEK

2.1 RENDEZETT ELEMPAROK, DESCARTES-SZORZAT

2.1.1. Definicié (rendezett elemparok)
Két tetszoleges a és b elembol rendezett elempart, amelyet alapfogalomnak
tekintink, gy alkotunk, hogy a két elemet meghatdrozott sorrendben tekintjik
és az (a,b) szimbélummal jeldljik; a-t az (a,b) rendezett elempar elsd, b-t
pedig a masodik komponensének nevezzik.

2.1.2. Megjegyzés
A rendezett elemparra igaz, hogy

(a,b) = (¢,d) <= a=c és b=d.

2.1.3. Példa
Rendezett elemparok:

(Budapest, Duna), (Szeged, Tisza);
(1,1),(2,4), (3,9), (4, 16).

2.1.4. Definicié (halmazok direkt (Descartes-) szorzata)

Az A és B halmaz direkt szorzatan (Descartes-szorzatdn) pontosan azoknak
a rendezett a,b) elempdroknak a halmazadt értjik, mely elempdrok elsé kom-
ponense A-beli, mdsodik pedig B-beli elem. Jeldlése:

Ax B:={(a,b):a € A,b € B}.

2.1.5. Megjegyzés

René du Peron Descartes (1596 - 1650), francia matematikus, fizikus és
filozofus. Az analitikus geometria megalapozasaval 1j korszakot nyitott
a matematika torténetében. Gazdag nemesi csaladbdl szarmazott. Nyolc
évesen a jezsuitak egyik iskoldjaba keriilt. Onnan 1612-ben P&rizsba ment
és Mersenne-t0l matematikat tanult. 1617-ben katonanak allt be a holland
Oraniai Méricz herceg hadseregébe. Innen a bajor hadsereghez szegtodott.
Sok csataban vett részt és szamos orszagban megfordult, koztiik hazankban
is. Ersekﬁjvér ostromakor szemtanuja volt vezére halaldnak, ezért egy idore
elment a kedve a katonaskoddstol és visszatért Parizsba. 1629-ben Hol-
landidban telepedett le és ott élt 20 évig. Nem ndsiilt meg, idejét egy
altalanos megismerési modszer keresésének szentelte. A skolasztika ellen-
feleként hitt az értelmi megismerésben. 1637-ben jelent meg az Ertekezések
a modszerrol cimi miive, amelyben a természetkutatas altalanos modszereit



22 2 RELACIOK, FUGGVENYEK

dolgozta ki. A koordindtamoddszert a mi Geometria cimi fliggeléke tar-
talmazza. 1649-ben Krisztina kirdlyné meghivasara Svédorszagba ment az
akadémia megszervezésére. (Gyenge szervezete azonban nem birta az északi
klimét és 1650 elején tiidogyulladasban meghalt.

2.1.6. Példa
Legyen A = {1,2} és B = {2,3,4}. Irjuk fel az A x B ésa B x B = B?
halmaz elemeit!

Megoldas:
Ax B=1{(1,2),(1,3),(1,4),(2,2),(2,3),(2,4)};
B x B=DB*=1{(2,2),(2,3),(2,4),(3,2),(3,3),(3,4), (4,2), (4,3), (4,4)}.

2.1.7. Megjegyzés
A direkt szorzas altalaban nem kommutativ miivelet. Ezt az aldbbi példa
igazolja.

2.1.8. Példa
Ha A = {2,4} és B = {1, 3}, akkor

Ax B=1{(21),(2,3),(4,1),(4,3)}
Bx A=1{(1,2),(1,4),(3,2), (3,4)}.
Tehét A x B # B x A,

Ismertetjiik a direkt szorzat egyes tulajdonsédgait.

2.1.9. Tétel (direkt szorzat tulajdonsigai)
Ha A, B és C tetszdleges halmazok, akkor:

1. AXB=0<+= A=0 vagy B =0;

2. (AUB)x C=(AxC)U(B x C);
3. Ax (BUC)=(Ax B)U(AxC);
4. (ANB)x C = (AxC)N (B x C);
5. Ax (BNC)=(Ax B)N(AxC);

N
6. (A\B)x C=(AxC)\ (BxC);
\

7. Ax (B\C)=(Ax B)\ (AxC),
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8 BCcC= (AxB)C (AxCQ().

Ezek a tulajdonsagok kozvetleniil a definiciébol adddnak. O]

2.1.10. Megjegyzés

A rendezett parokhoz hasonléan értelmezheté a rendezett elem harmasok,
sot a rendezett elem n-esek fogalma is.

Az Ay x Ay x ... A,, direkt szorzat elemei azok a rendezett (aq, ag, ..., a,) elem
n-esek, melyekre a; € Ay a0 € A, ...,a, € A,.

2.1.11. Példa
Legyen A; = {a,5}; As = {1,2}; A3 = {4, 6}. Irjuk fel az A; x A3 x A3 halmaz
elemeit!

Megoldas:
A1 xAgx As = {(a,1,4),(a, 1,6), (a,2,4), (a,2,6),(5,1,4), (5,1,6), (5,2,4), (5,2,6) }.

2.2 RELACIOK

2.2.1. Definicié (binaris (kétvaltozos) relacid)

Bindaris (kétvaltozds) relacionak neveziink minden olyan halmazt, amelynek
elemei rendezett pdrok.

Legyen F' bindris reldcio és (a,b) F wvalamely eleme. Az (a,b) € F
hozzdtartozast a kovetkezoképpen is jelolhetjik: aFb. Olvasva: a az F
relacioban van b-vel, vagy F' a-hoz a b-t rendeli.

2.2.2. Példa
F={(1,2),(a,g),(4,6)} - binris relacio.

2.2.3. Definicié (bindris relicié értelmezési tartomanya és értékkész-
lete)
Valamely bindris reldcio elemeinek az elsé komponenseibol alkotott halmazt a
reldcio értelmezési tartomdnydnak, a mdsodik komponeneseibdl szdrmaztatott
halmazt pedig a bindris reldcio értékkészletének nevezzik. Jeloljik az F
bindris reldcio értelmezési tartomdnydt D p-el, értékkészletét pedig Rp-el.

2.2.4. Példa

Ha F = {(1,2),(a,9), (4,6)}, akkor
®F = {170’74};
jQF = {2aga6}
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2.2.5. Definici6é (az A és B halmaz kozotti relacid)

Az A X B direkt szorzat eqy F' C A X B részhalmazdt A és B kézitti (bindris
kétvaltozos) reldcionak, vagy A-bol B-be dtvivd reldcionak nevezziik.

Ha A = B akkor azt mondjuk, hogy F reldicio A-n.

2.2.6. Példa
Ha A= {1,2} és B ={2,3,4,5}, akkor

Ax B ={(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),(2,2),(2,3),(2,4),(2,5)}
és
F={(1,2),(1,4),(2,2)} CAx B
egy A-bol B-be atvivé relacio.

2.2.7. Megjegyzés
Nem szabad Osszekeverni a bindris reldcié (lasd: 2.2.1. Definicid) és a két
adott halmaz kozotti relacié (lasd: 2.2.5. Definicid) fogalmét.

2.2.8. Definicié (relacié inverze)
Az F C Ax B reldcié F~' inverze alatt a B x A halmaz aldbbi részhalmazdt
értyuk:
F~t:={(ba) : (a,b) € F C Ax B}.
2.2.9. Megjegyzés
(a,b) € F akkor és csak akkor, ha (b,a) € F~'. Ezért azonnal adédik, hogy
(F~1™" = F. Az is ldthat6, hogy Rp—1 = Dp és Dpo1 = Rp.

2.2.10. Definicié (relaciék kompozicidja)
Legyenek FF C (A x B) és G C (B x C) adott reliciok. Ezen reldcick kom-
pozicioja a kovetkezo relacio:

Go F:={(a,c) : 3b € B 1gy, hogy (a,b) € F, (b,c) € G}
A fenti definicié szerint G o F' egy A és C kozotti relacio.

2.2.11. Példa

Adottak az F' = {(1;2),(2;3),(3;1)
G = {(1;5)7(5;4>’(2;4)7(371)7 ’1)
Hatarozzuk meg a (F o G) N(Go F

Megoldas:

, (45), (5 1)} és a
}relac10k az A ={1,2,3,4,5} halmazon.
)

reldciot!

(3
(4

FoG={(1;1),(2;5),(3;2), (4:2), (5 5)}
GoF'={(1:4),(2;1),(3;5), (4:4), (5 5)}
Tehat:
(FoG)N(Go F)={(5;5)}.
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2.2.12. Példa
Adott az F = {(1;2),(2;3),(3;1),(4;5),(5;3)} binédris relacié az A =
{1,2,3,4,5} halmazon. Szdmitsuk ki az F? és az F? relacidkat!

Megoldas:
FoF =F*={(1;3),(21),(32),(43),(5 1)},
FoF?=F={(1;1),(22),(3;3),(41), (5:2)}.

2.2.13. Tétel (relaciok kompozicigjanak inverze)
Legyenek F C A X B és G C B x C tetszbleges reldciok. Ekkor

(GOF’)*1 —F1toG.

Bizonyitas:

Mivel a GG o F relaci6 elemei A x C-beli elemparok, ezért

(Go F)™' € C x A. Egy (c,a) elempar pontosan akkor tartozik (G o F)~!-
hez, ha (a,c) € G o F. Ez a tartalmazés akkor és csak akkor lehet érvényes,
ha létezik b € B ugy hogy (a,b) € F és (b,c) € G. Ez a két tartalmazds
egyenértékil azzal, hogy (c,b) € G™1 és (b,a) € F~! valamilyen b € B-vel,
tehdt ha (c,a) € F~' o G7!. Ezzel megmutattuk, hogy a (c,a) € (Go F)™!
és a (c,a) € F~' o G Gsszefiiggések ekvivalensek. Igy a tétel allitdsét
belattuk. O

2.2.14. Tétel (relaciok kompozicigjanak asszociativitisa)
Legyen adott az A, B,C és D halmaz. Leqgyen F C A x B, G C B x C és
H C C x D tetszileges relaciok. Ekkor

Ho(GoF)=(HoG)oF.

Bizonyitas:

A bizonyitast a szokott mdédon végezziik. Legyen (a,d) € H o (G o F'). Ekkor
létezik olyan ¢ € C, hogy (¢,d) € H és (a,c) € (G o F). Ez utébbi miatt
létezik olyan b € B, hogy (a,b) € F és (b,c) € G. Viszont (¢,d) € H és
(b,c) € G miatt (b,d) € (HoG), igy (a,d) € (HoG)o F.

Megforditva: Ha (a,d) € (H o G)o F, akkor létezik b € B, hogy (a,b) € F és
(b,d) € (H o G). Emiatt létezik olyan ¢ € C, hogy (b,¢) € G és (¢,d) € H.

4

gy (a,c) € (G o F), ahonnan adédik, hogy (a,d) € H o (G o F). O
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2.3 RELACIOK AZ A HALMAZON

2.3.1. Definicié (parcidlis rendezés)

Legyen adott az A nemiires halmaz. Egqy R C A x A reldciot parcidlis ren-
dezésnek (részben rendezésnek) nevezink az A halmazon, ha teljesiilnek a
kovetkezo feltételek:

e az A halmaz minden x elemére (x,x) € R, azaz a reldcid reflexiv;

e az A halmaz minden x,y elemére ha (x,y) € R és (y,x) € R, akkor
xr =1y, azaz a relacio antiszimmetrikus;

e az A halmaz minden z,y,z elemére ha (x,y) € R és (y,z) € R, akkor
(x,z) € R, vagyis a reldcid tranzitiv.

Ha R parcidlis rendezés A-n, akkor az A halmazt részben rendezett halmaznak
nevezzuk.

2.3.2. Definicié (rendezési relacid)
Legyen adott az A nemdiires halmaz. FEqy R C A x A reldciot rendezési
reldcionak nevezink az A halmazon, ha teljesiilnek a kovetkezo feltételek:

e az A halmaz minden x elemére (x,x) € R, azaz a reldcio reflexiv;

e az A halmaz minden x,y elemére ha (x,y) € R és (y,x) € R, akkor
r =1y, azaz a relacio antiszimmetrikus;

e az A halmaz minden x,y, z elemére ha (x,y) € R és (y,z) € R, akkor
(x,2) € R, vagyis a reldcid tranzitiv;

e az A halmaz minden x,y elemére vagy (x,y) € R vagy (y,z) € R, azaz
a reldcio linedris.

Ha R rendezési relicio A-n, akkor az A halmazt rendezett halmaznak
nevezzuk.

2.3.3. Példa

Legyenek x,y, z kiilonbozé elemek és A = {x,y,z}. Adjuk meg az Osszes
parcialis rendezést az A halmazon, majd vélasszuk ki ezek koziil a rendezési
relaciokat!
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Megoldas:

A X A;

Rl =

{(z,2), (y,9), (2,2), (x,9) };

RQ =

{(m,x), (y,y), (z’ Z)a (y,x)};

R3 =

{(z,2), (y, ), (2,2), (x,2) };

R4 =

{(z,2), (y,v), (2,2), (z,2) };

R5 =

{($,ZL‘), (yay)v (Za Z), (ya Z)}a

RG =

{($,ZE), (yay)v (Z’ Z), (Z7y)};

R7 =

{($,ZE), (yvy)v (Z’ Z)? ($,y), ($, Z)}7

RS =

{(JZ,IE), (yvy)7 (Za 2)7 (yax)> (ya Z)}>

Rg =

{(aj’x)> (y,y), (Za 2)7 (Z,JZ), (z,y)};

RlD .

{(.CIZ,{E), (v,9), (2,2), (z,9), (Zvy)};

Rll .

{(.CIZ,{E), (yay)7 (Z’ 2)7 (yax)> (Z7x>}§

R12 .

{(.CE,{E), (yay)7 (Za Z), (xvz)a <y7z)}§

ng .

{(z,2), (1,9), (2,2), (x,9), (4, 2), (x, 2) };
{(z,2), (1,9), (2,2), (y,2), (z,2), (y,2)};
{(z,2), (1,9), (2,2), (2,9), (, 2), (z,9) };
{(z,2), (1,9), (2,2), (x,9), (2,2), (2,9) };
{(z,2), (1,9), (2,2), (Y, 2), (2,2), (2,9) };
{(z,2),(y,9), (2,2), (z,2), (y, 2), (y,2) }.

Az utolsd hat reldcid rendezési relacio is.

R14 .

R15 .

Rm .

R17 .

ng .

ng :

Legyen adott az A nemiires halmaz. Eqy R C A x A reldciot ekvivalencia-
reldcionak neveziink az A halmazon, ha teljesilnek a kovetkezo feltételek:

2.3.4. Definicié (ekvivalencia-relacio)

flexiv;

’

dcio re

e az A halmaz minden x elemére (z,z) € R, azaz a rel

e az A halmaz minden x,y elemére ha (x,y) € R, akkor (y,z) € R, azaz

a reldacio szimmetrikus;

e az A halmaz minden x,y, z elemére ha (x,y) € R és (y,z) € R, akkor

(x,2) € R, vagyis a reldcio tranzitiv.
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2.3.5. Példa
Legyenek z,y, z kiillonbozé elemek és A = {z,y,z}. Adjuk meg az Gsszes
ekvivalencia-relaciét az A halmazon!

Megoldas:
Ry = AXxA;
Ry:= {(z,2),(3,9),(2,2) };
Ry = {(z,7),(y,9), (2, 2), (,9), (y,2)};
Ry:= {(z,2),(y,9),(2,2), (x,2), (2,2) };
Rs = {(z,2),(v,9), (2 2), (z,9), (y,2)}

2.3.6. Definicié (osztalyozas)
Legyen H eqy nemiires halmaz. Az R halmazrendszert H eqy osztdlyozdasanak
nevezzik, ha

o R elemei pdronként diszjunktak;
e minden A € R esetén igaz, hogy A# () és A C H;
e UR=H.

2.3.7. Példa
Legyenek z,y, z kiilonb6z6 elemek és H = {x,y, z}. Adjuk meg a H halmaz
Osszes osztalyozéasat!

Megoldas:
A H halmaz osztalyozasai az alabbi halmazrendszerek:

Ri= {{a} {y} {z}}:
Ry = {{a} {y,2}};
Ry = {{y}, {%Z}};
Ro= {{z} {z,y}};
Ry = {{x,y,z}}.
2.3.8. Tétel (osztalyozas és ekvivalencia-relacié kapcsolata)
Ha R eqy osztdlyozdsa H-nak, akkor megadhato H-n eqy ekvivalencia-reldcid.

Forditva: ha adott eqy ekvivalencia-relacio H-n, 1gy megadhato H-nak eqy
osztalyozasa.
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Bizonyitas:

Tegyiik fel, hogy R egy osztalyozasa H-nak. Vezessiik be a p relaciot a H
halmazon gy, hogy (z,y) € 0, ha létezik olyan A € R, hogy x € A és y € A.
Ellenorizziik, hogy az igy bevezetett o relacio ekvivalencia-relacio!

o reflexiv, mert barmely a € H esetén UR = H miatt van olyan A € R hal-
maz, hogy a € A; tehat apa. Ha apb, akkor van olyan A € R, hogy a,b € A,
azaz boa ugyancsak teljestil, igy o szimmetrikus is. Ha agb és boc, akkor van
olyan A € R és B € R, hogy a,b € A és b,c € B. Ekkor b € (AN B), az
R osztélyozéas azonban diszjunkt halmazokbdl all, amibdl A = B kovetkezik.
Vagyis a,c € A, tehat apc is teljesiil, ami p tranzitivitdsat jelenti. Megmu-
tattuk tehat, hogy o ekvivalencia-relacié.

Megforditva: Legyen p ekvivalencia-relaci6 a H halmazon. Legyen =z
tetszoleges eleme H-nak és jelolje A, azt a halmazt, amelynek elemei p
relacioban &llnak z-szel. fgy megadtuk H egy osztdlyozasat, hiszen ha
A, # A,, akkor a az osztalyozéashoz tartozé halmazok paronként diszjunktak,
mert ha lenne ko6zos elemiik, z, akkor xpz és yoz miatt a tranzitivitasbol xoy
addédna, amibél A, = A, kovetkezne. Az osztalyozds masodik tulajdonsaga
is fenndll, mert a reflexivitds miatt x € A,, gy A, # 0 és A, C H, hiszen
A,-be csak H-beli elemek keriilhetnek. Tovabba UR = H is igaz, hiszen
minden z € H esetén a reflexivitas miatt zoz, azaz x € A,. O

2.4 FUGGVENYEK

Két adott halmaz elemei kozott értelmezett hozzarendelés segitségével
bevezetheto a fiiggvényfogalom &ltalanossagban.

2.4.1. Definici6 (adott halmazt adott halmazba leképezé egyértelmii
fliggvény megaddsa)

Ha egy nem tires X halmaz minden egyes eleméhez hozzdrendeljik a nem
tres Y halmaznak pontosan eqy elemét, akkor X-bol Y -ba vivd egyértelmii
leképezést, vagy fligguényt adunk meg. Ha erre a figguényre, mint az f
fugguényre hivatkozunk, akkor az f : X — Y jelolést haszndljuk.

A jelenkor matematikdjaban a leképezés a fliggvény sz6 szinonimaja. Meg-
jegyezzik, hogy a matematikdban a "hozzarendelésnek” cnmagaban nincs
értelme. A hozzarendelés mindig halmazokhoz van kotve, tehat feltételezi
mind az értelmezési tartomany, mind a képhalmaz megadasat.

2.4.2. Megjegyzés
A 2.4.1. Definiciéban szerepl6 egyméshoz rendelésnél csak az egyik iranyban
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kivanjuk meg az egyértelmiiséget, azaz X egy eleméhez Y-nak csak egy eleme
tartozik, de forditva Y -nak valamelyik eleme tartozhat X-nek tobb eleméhez.

X Y

2.1. 4bra

2.4.3. Definicié (értelmezési tartomany, értékkészlet)

Az f + X — Y figguény értelmezési tartomdnydn azoknak az X-beli ele-
meknek a halmazadt értjik, melyekhez f wvaloban hozzdarendeli az Y halmaz
valamely elemét. Az [ figguény értékkészlete azon Y -beli elemek halmaza,
melyeket f az X halmaz legaldbb eqy eleméhez hozzdrendel. Az f figguény
értelmezési tartomdnydnak jelolése:  Domf wagy Dy, értékkészletének
jelolése: Ranf vagy Ry. Ha f : X — Y, akkor Dy C X, Ry C Y és
f(Dg) =Ry

2.4.4. Megjegyzés

A matematikdban a hozzarendelés szinonimai: megfeleltetés, utasitas,
eloiras, szabaly, torvény és mindez annak koriilirdsara szolgalhat, hogy
hogyan adunk meg valamely adott halmazt adott halmazba leképzo
fliggvényt.

Az adott halmazt adott halmazba leképzd egyértelmu fiiggvény bevezetheto
a két halmaz kozotti reldcio segitségével is (lasd: 2.2.5. Definicid).

2.4.5. Definicié (egyértelmii fiiggvény, mint két adott halmaz k6zotti
relacid)

Legyen X és 'Y adott nem dres halmaz. Az f C X x Y két halmaz kozotti
reldaciot (azaz az X XY direkt szorzat egy részhalmazdt) X-b6l Y -ba vivd
egyértelmi fligguénynek vagy leképezésnek nevezzik, ha (z,y) € f és (z,2) €
f esetén y = z teljesil, azaz ¥V x € X esetén legfeljebb egy olyan y € Y
létezik, melyre (x,y) € f.
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2.4.6. Megjegyzés

Az adott halmazt adott halmazba leképzé egyértelmi fliggvény definicidja a
kovetkezoképpen is megfogalmazhato.

Az X és'Y halmazok kozotti f C X x Y reldcié fiiggvény, ha Vo € Dy esetén
pontosan egy y € Y létezik, melyre (x,y) € f. Azaz az f halmazban nincs
olyan két elempar, amelyeknek az elso eleme egyenlo.

2.4.7. Definicié (fliggvény helyettesitési értéke)
Az x € X elemhez hozzarendelt y € Y elemet az [ fiigguény x helyen felvett
értékének vagy helyettesitési értékének nevezzik. Jelolése: y = f(x).

2.4.8. Megjegyzés
A 2.4.7. Definiciéban szereplo ”érték” szét szimbolikusan hasznéljak, hiszen
az X és'Y halmaz elemei tetszéleges objektumok (dolgok) lehetnek.

2.4.9. Példa

Legyen X = {elsdéves hallgatck}, Y = {a hét napjai: hélfs, kedd, sz-
erda, csutortok, péntek, szombat, vasdarnap}. Legyen f az a fliggvény, amely
minden hallgatéhoz hozzarendeli a hét napjai koziil azt a napot, amelyiken
sziiletett (lasd a 2. dbrat). Ez esetben a "fiiggvényértékek” a hét napjai.

2.4.10. Definicié (fiiggvény grafikonja)
Legyen adott az f : X — Y figguény. Az [ figguény grafikonjinak az X XY
direkt szorzat alabbi rendezett elemparjaibol allo részhalmazt nevezziik:

G(f) ={(z,y) e X xY :zeX y=f(zx)eY}.

2.4.11. Példa
Legyen X = {a,b,c}, Y = {y1,y2,93,y4} és az f : X — Y fliggvény
értékkészlete:

fla) =ys, f(b) =12, [f(c)=1y2.
Ekkor az f fiiggvény grafikonja az alabbi halmaz:

G(f) = {(a,94), (b,92), (¢ 42)}-

2.4.12. Megjegyzés

Az R-bol R-be atvivé relaciét grafikusan is abrazolhatjuk. Minden ren-
dezett (z,y) € R x R elempérhoz hozzarendeljik a derékszogii ko-
ordindtarendszerben az (z,y) koordinatakkal rendelkezé pontot.

2.4.13. Definicié (sziirjektiv fiiggvény)
Az f: X =Y fligguény szirjektiv, ha f(X) =Y.
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2.4.14. Definicié (injektiv fliiggvény)
Az f + X — Y figguény injektiv, ha barmely x1,xs € Domf-re x1 # x5
esetén kovetkezik, hogy f(x1) # f(x2).

2.4.15. Definicié (bijektiv fiiggvény, kélcsondsen egyértelmii fiiggvény)
Az [+ X =Y figguény bijektiv, ha injektiv és sziirjektiv, azaz kélcsoénosen
egyértelmi leképezést létesit az X és'Y halmazok elemei kozott.

2.4.16. Megjegyzés

Egy f : X — Y figgvény akkor tekintheté6 adottnak, ha ismerjik a
Dy értelmezési tartomanydt, az Y halmazt és azt a szabélyt, ahogyan az
értelmezési tartomany elemeihez az Y-beli elemeket hozzarendeljik. Az f
fliggvény megadasanal szokasosak még az alabbi jelolések:

1. o— f(z), z€X, (zeDy)
2. y=f(z), ze€X, (xreDy

Természetesen az X és Y halmazok nem feltétlentil kiillonbozéek, ezek meg
is egyezhetnek.

2.4.17. Definicié (Gsszetett fiiggvény)
Legyen g : X —Y és f:Y — Z két adott fiigguény. A h: X — Z fligguényt,
amelyet a

hz) = flg(x)), zeX
képlet hatdroz meg, dsszetett fligguénynek nevezzik. Jelolése:
h=f(g) vagy h=foy,
illetve
h(z) = f(g(x)) wvagy h(x) = (fog)().
2.4.18. Példa
Legyen g : R — R, g(x) =22 +2és f: R — [-1,1], f(z) = sinz. Ekkor
flg(x)) = (fog)(x) =sin(z® +2); D(fog)=R; fog:R—[-11];
g(f(x) = (go f)(x) =sin®z+2; D(gof)=R; gof:R—[2,3].

2.4.19. Definicié (inverz fiiggvény)

Legyen f : X — Y eqy bijektiv fugguény. Ekkor N y € Y -ra létezik egyetlen
eqy v € X, melyre f(z) =y. Jelolése: f~1(y) := .

Az 711 Y — X fiigguényt az f fligguény inverzének nevezziik.
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2.4.20. Megjegyzés

Az inverz fliggvény megadhaté két adott halmaz kozotti relacio segitségével
is. Az f C X x Y két halmaz kozotti relacioval meghatarozott bijektiv
fiiggvény inverzén az f~! C Y x X, azaz az Y és X kozotti reldcidval adott
fiiggvényt értjiik, ahol az f~! részhalmaz elemei:

fh=Ay,x) €Y x X : (z,y) € f}

2.4.21. Példa
Legyen f: X — Y, y= f(x) =2z + 10. Ekkor

y— 10

JRY =X, a= ) =t

2.4.22. Megjegyzés

Az f: X — Y fluggvény megaddsanal az X,Y halmazok igen valtozatosak
lehetnek. Az X, Y halmazok konkrét megvalasztasaval olyan specidlis tipusu
fiiggvényeket kapunk, amelyeket kiilon elnevezéssel illetiink. Példaul, ha X
és Y is a valds szamok halmaza, akkor azt mondjuk, hogy f egyvéltozos valos
fliggvény. Ha X = R xR és Y =R, akkor f: R x R — R kétvaltozos valds
figgvény. Ha X = Cla, b|, azaz az [a, b] intervallumon értelmezett egyvaltozds
valds folytonos fiiggvények halmaza és Y = R, akkor az f : Cla,b] — R
leképezést funkcionalnak mondjuk.

2.4.23. Példa
Hatarozzuk meg az

v f(r)=2"+4, z€R é x>0
fliggvény értelmezési tartomanyat és értékkészletét!
Megoldas:

D; =R" (a pozitiv valés szamok halmaza)

Ry={r eR:x >4} (anégynél nagyobb valés szdimok halmaza)

2.5 MEGSZAMLALHATO HALMAZOK

2.5.1. Definicié (ekvivalens halmazok)
Két halmaz ekvivalens, ha létezik kozottiuk eqy bijektiv leképezés, vagyis az A
és B halmazok ekvivalensek, ha létezik

f:A—B

bijekcio. Ha A és B ekvivalens halmazok, akkor azt igy jeloljik: A ~ B.
Az ekvivalens halmazokrdl azt is mondhatjuk, hogy egyenld szamossdguak.
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2.5.2. Definicié (megszamlilhaté halmaz)

Azt mondjuk, hogy egy halmaz megszdmldalhato, ha az elemeit kélcsonosen
egyértelmien megfeleltethetjik a természetes szamok halmazdinak, azaz olyan
halmazok,amelyek végtelen sorozatba rendezhetok: ay,as,...,an, ..., ami azt
jelenti, hogy bijekcio létesitheto kozte és a természetes szamok halmaza kozott.

2.5.3. Példa
Tekintsiik az egész szamok halmazat és a létesithetd bijekciot a természetes
szamok halmazaval:

0 1 3, .. }
L
1 3

N

2.5.4. Példa
Bizonyitsuk be, hogy a raciondlis szamok halmaza szintén megszamlalhato!

Megoldas:
Minden raciondlis szam egyértelmiien irhaté fel olyan r = E, (g > 0)

tortként, amelyik mar nem egyszertisithetd. Nevezziik a |p| + ¢ Osszeget
az r raciondlis szam ”"magassaganak”. Nyilvanvalo, hogy az adott n mag-

assagu tortek szama véges. Példaul 1 magassagu szam csak a T 2 mag-

-1 21 -2 -1
T T 3 magassaguak: Ty 1 3 Ezek utan a raciondlis
szamokat novekvd magassaguk szerint rendezziik sorozatba, azaz elészor az
1 magassagu szamot, azutan a 2 magassagu szamot irjuk le, és igy tovabb.
Ezéaltal minden racionalis szam sorszamot kap, azaz bijektiv megfeleltetést

létesitettiink a természetes szamok és a raciondlis szamok halmaza kozott.

assaguak:

2.5.5. Megjegyzés
A valds szamok halmaza nem megszamlalhat6. Igy a [0, 1] intervallum sem
megszamlalhato halmaz.



35

3 A VALOS SZAMOK HALMAZA

3.1 A VALOS SZAMOK HALMAZA, EGYES TULAJDONSAGAI.

A valds szamok halmaza, melyet R-rel jelltiink kozépiskolai tanulmanyaink
soran, kiemelt fontossagi a matematikai analizisben. A valds szamok fo-
galmanak kialakitasa a matematikdban egy elég hosszi folyamat eredménye.
Ismeretes, hogy a valds szamok R halmaza tartalmazza:

1. A természetes szdmok halmazat:

No={0,1,2,..}, N={1,2.}.

A természetes szamok halmaza zart az Osszeadasra és a szorzasra,
azaz két természetes szam Osszege és szorzata is természetes szam. A
természetes szamok halmazaban van legkisebb szam, de nincs legna-
gyobb, elemeinek szama végtelen.

2. Az egész szamok halmazat:

Z={..,—4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,...}

Az egész szamok halmazan az Osszeadds, szorzas és kivonas mindig
elvégezhet6. A Z halmazban nincs legkisebb és legnagyobb elem, ez a
halmaz megszamlalhatoan végtelen, mint az N halmaz.

3. A racionélis szamok halmazat:

o-{L:pez ge@on}.

Az értelmezésbdl kovetkezik, hogy minden raciondlis szam egyértelmiien
felirhaté véges tizedes vagy végtelen szakaszos tizedes tort alakban, melyet
periddikus tortnek is neveznek. Fenndll a forditottja is, azaz minden ilyen
tizedes tort raciondlis szam. Ha a raciondlis szdm nevezdje ¢ = 2% - 5%, ahol k

és s pozitiv egész szamok, akkor a b racionalis szamnak 1étezik véges tizedes
q
tort alaku kifejtése:

(3.1) p_ ag.Q1Qa(r3... 0l ,

ahol ag € Z, ay, as, s, ...a,, pedig a 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9 jegyek koziil valok.
A (3.1) véges tizedes tort elédllitaséra egyszerii osztasi eljaras szolgal (p-ben
a ¢ megvan ag-szor és marad sg, 10sg-ban a ¢ megvan a;-szer és marad s,...).
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3.1.1. Példa

1 106

5 = 0.5; 0= 2.12
Minthogy az osztasi eljaras soran az sg, S, ..., Sp, ... maradékok mindegyike az
1,2, ...,q — 1 szamok kozil valé, ezért legfeljebb ¢ 1épés utan ujra egy elébbi
maradék all el6. Ebbdl kovetkezik, hogy a tizedes tortben a jegyek bizonyos

helytol kezdve szakaszonként ismétlodnek, és a P szamot vagy a
q

(3.2) D o biba...by bibo...by bibs.. by ..,
q —— —— —

ap € Z,by, € {0,1,2,3,4,5,6,7,8 9} un. tiszta szakaszos végtelen tizedes
tort, vagy a

(33) E = Qp.A1a2...Qy, blbgbn blbgbn blbzbn ceey
q ——

ap € Z,a;,b, € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} dn. vegyes alaki szakaszos végtelen
tizedes tort abrazolja.
Forditva, minden (3.2) vagy (3.3) szakaszos végtelen tizedes tort abrézol

P
valamely = racionalis szamot, nevezetesen:

(3.4)
by - 10" 4 by - 10" 2+ ..+ b,y - 104 b,
ag. blbgbn blbg...bn .= ag + ! + % i + ! + )
—_—— — 10" —1
(3.5)
by - 10"+ ..+ b1 - 10+ 0,
ag.ayq...Am, blbgbn blbgbn =+ ag.ai...y + ! + i ! + .
— N — 10 — 1

ap > 0 esetén.

3.1.2. Példa
= 0.166... = 0.1(6)...;

| =

= 0.142857142857... = 0.(142857)...;

~| =

=0.222... = 0.(2)...;

Nol i O}

= 0.070707... = 0.(07)...;

8l~

103
—— = —0.3121212... = —0.3(12)...
330 (12)
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3.1.3. Példa
Irjuk fel a 0.3121212... = 0.3(12)... vegyes szakaszos végtelen tizedes tortet
racionalis tortalakban!

Megoldas:
p
—=x=0.3(12)...
. (12)
10z = 3.(12)...
1000z = 312.(12)...
1000z — 10z = 312 — 3

990z = 309
L, 309 108 _p
990 330 ¢

A raciondlis szamok halmazén az Osszeadds, szorzas, kivonds és osztés (kivéve
a nullaval val6 osztast) mindig elvégezhetd, azaz ezeknek a miiveleteknek az
eredménye ismét raciondlis szam. A racionalis szdmokat a szdmegyenesen
abrazolhatjuk egy megfelel6 ponttal.

3.1.4. Megjegyzés
Barmely két racionalis r; < 7o szam kozott mindig van végtelen sok racionalis

szam. Ugyanis
T+ T2

m < < T,

1+ 72

ahol

raciondlis szam. Ezt folytatva kapjuk, hogy végtelen sok racionalis szamot
tudunk elhelyezni r{ és ry kozé. Ezt masképpen igy mondjuk, hogy a
racionalis szamok halmaza mindeniitt stiri. Ennek ellenére meglepé talan,
hogy a raciondlis szamok halmazanak szamossaga megegyezik az N halmaz
szamossagaval, azaz az N és Q halmazok ekvivalensek.

raciondalis szam, hiszen az Osszeadds és osztas eredménye

A tizedes tortek kozott vannak olyanok, amelyek nem végesek és nem sza-
kaszosak (periddikusak). Felmeriil a kérdés, hogy vajon milyen szamokat
hataroznak meg az

(3.6) ag.a1Q3...0p..., a €{0,1,2,....9}, ay €Z

alakd nemszakaszos tizedes tortek?
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3.1.5. Definicié (irracionalis szamok)
Az ag.aias...a,... végtelen mem szakaszos tizedes torteket irraciondlis
szamoknak nevezzuk.

3.1.6. Példa
Igazoljuk, hogy v/2 nem racionslis szam!

Megoldas:
Tételezziik fel az ellenkezéjét, hogy /2 raciondlis, azaz

Vit
q

ahol a p-nek és a g-nak az 1 szamon kiviil nincs mas pozitiv osztdja. Négyzetre
emelés utan:

2

2= L
q

p2:2q2.

Latszik, hogy p? paros szdm, ennek kovetkeztében p is paros. Legyen p = 2s.
Ekkor
P’ =45 =2¢° = 2s*=¢"

Innen lathaté, hogy ¢? péros szam, igy q is paros. Ha p és ¢ paros, akkor a
2 szam kozos osztéjuk. Ez viszont ellentmondéashoz vezet.

3.1.7. Definicié (valdés szamok halmaza)
A raciondlis és irraciondlis szamok alkotjdk a valos szamok halmazdt, amelyet
R-rel jelolnek.

A valds szdmok halmazan az Osszeadds, szorzés, kivonds, osztas (kivéve
a nulldval valé osztdst) eredménye ismét valés szam. A valds szamok is
abrazolhaték a szamegyenesen. Ugyanis, annak ellenére, hogy a racionalis
szamoknak megfelel pontok stirtin helyezkednek el a szamegyenesen mégsem
toltik ki egészen. fgy a szamegyenes bizonyos értelemben "hézagos”. Az
irracionalis szamok ezen hézagoknak megfeleld pontokkal dbrazolhatok a
szamegyenesen, tehat ezeket a hézagokat toltik ki.

3.1.8. Megjegyzés

Az irracionalis szamok halmaza is mindentitt siiri és nagyobb szamossagu,
mint a raciondlis szamoké, un. kontinuum szamossagu. Tehat, a valds
szamok halmaza is kontinuum szamossagu.

3.1.9. Lemma (valds szam végtelen tizedes tort alakja)
Barmely a valos szamnak van végtelen tizedes tort alakiu kifejtése:

a = ag.a1Qs...ay, ...ahol ag € Z, a; € {0,1,...,9}.
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3.1.10. Megjegyzés
A véges ag.aqas...q, tizedes tort felirthatd vegyes szakaszos végtelen tizedes
tort alakjaban a kovetkezdképpen:

(3.7) a = ap.a1g...0L, = A.01Q;3...0,,00...0... = a.aqas...a,,(0)

Néha (3.7) helyett az alabbi vegyes szakaszos végtelen tizedes tortet irjak fel:
(3.8)
a = ay.aq...0, = Ag.Q1...0 1 (0, —1)999...9... = ag.ay...c—1 (v, — 1)(9),

annak ellenére, hogy az egyszerii osztasi eljaras soran ilyen alak nem
keletkezik.

3.1.11. Definici6é (nemnegativ valés szam)
A végtelen tizedestort alaki

a = ap.a10z...Gy,...
valos szam nemnegativ, ha
e ap € NU{0} és
e n>1 eseténa, €{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}.

3.1.12. Definicié (pozitiv valés szadm)
A nemnegativ valds szamot pozitivnak nevezzik, ha madr ag > 0 vagy pedig
létezik n > 0 gy, hogy a, > 0.

3.1.13. Definici6 (negativ valés szam)
A7 =7 (minusz) eldjellel vett pozitiv valds szdm negativ valds szamot hatdroz
meg.

3.1.14. Megjegyzés

A7 —7 eldjelre vonatkozd miiveleti szabalyok ugyanazok, mint a Q halmaz
esetén. Ezért a tovabbiakban foleg csak a pozitiv valds szamok tulajdonségait
targyaljuk.

A 3.1.9. Lemmabdl kapjuk a kovetkezo tulajdonsagot.

3.1.15. Kovetkezmény
Barmely a € R valds szdmot alulrol illetve feliilrol ri,ry raciondlis szdmmal
kozelithetyik:

™ = 0p.A109...0, < a < 0¢.A102...0y + W = To,
mégpedig 1gy, hogy az ro —ry = Ton ktilonbség tetszolegesen kicsivé teheto n

novelésével.
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3.1.16. Példa
Szamitsuk ki a /7 + m Osszeg racionalis kozelitését!

Megoldas:
3.141592 < 7 < 3.141592 + 1
106
1.772453 < /7 < 1.772453 + %06.
Tehat:

2
4.914046 < /7 + 7 < 4.914046 + 05"

A valés szamok egzakt bevezetése a matematikaban kiilonboz6 mddon
torténhet:

1. Egy megfeleld axiomarendszer éltal. Ennek az axiomatikus megkoze-
litésnek az alapjat az un. axiémak, més széval bizonyos kézenfekvo
fogalmak és ezek nyilvanvalé tulajdonsagai adjak. Az axiémékat bi-
zonyitas nélkiil, alapvetésként fogadjuk el. A valds szamok elméletébe
tartozo minden tovabbi fogalmat, allitdst pedig méar az axiémék fel-
hasznalasaval pontosan definidlunk illetve bizonyitunk.

2. A valés szamok definidlhaték a racionalis szamok un. Dedekind-
szeleteinek segitségével is. [Richard Dedekind, német, 1831-1913].
Ezekkel a témakorckkel mi nem foglalkozunk.

A tovabbiakban sziikség lesz az aldbbi fogalmakra.

3.1.17. Definicié (nagyobb ill. kisebb fogalom a pozitiv valés szadmok
korében)
Azt mondjuk, hogy
a4 = Qg.a10203...0yp...

kisebb, mint
b - bo.blbgbg...bn...,

azaz a < b, ha mdr ay < by, vagy ag = by, a1 = by,...,a,_1 = b,_1 esetén
a, < b,.

3.1.18. Definicié (feliilrdl korlatos sziamhalmaz)
Az X C R szamhalmazt feliilrol korldtosnak nevezzik, ha létezik olyan K
valos szam, hogy minden x € X -re

< K

teljesil. Ekkor a K szdm az X halmaz eqy felsé korldtja.
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3.1.19. Példa

Legyen X = {z € R: z < 3}. Ez a halmaz feliilrél korlatos, példaul K = 3,
K =4.

3.1.20. Definicié (alulrél korlatos szamhalmaz)
Az X C R szamhalmazt alulrol korlatosnak mondjuk, ha létezik olyan k valds
szam, hogy minden v € X -re

x>k

fenndll. Ekkor a k szim az X halmaz eqy also korldtja.

3.1.21. Példa

Legyen X = {z € R: x > 43}. Ez a halmaz alulrdl korldtos, példaul k = 42,
k = 40.

3.1.22. Definicié (legkisebb felsé korlat, supremum, pontos felsé
korlat)

Legyen X C R nem ures, felulrol korlatos halmaz. Az M szdmot az X hal-
maz legkisebb felsd korlatjdnak (supremumnak) nevezzik, ha M felsd korldtja
X-nek és nincs olyan M* < M szdm, mely az X -nek szintén felsd korldatja.
Jelolése: M = sup X.

3.1.23. Példa
Legyen X = {z € R: x < 2}. Ekkor sup X = 2.

3.1.24. Definicié (legnagyobb alsé korlat, infimum, pontos alsé
korlat)

Legyen X C R nem dres, alulrol korldtos szamhalmaz. Az m szimot az
X halmaz legnagyobb alsé korlatjdnak (infimumnak) nevezzik, ha m alsd
korlatja X-nek és nincs olyan m* > m szam, mely az X-nek szintén also
korlatja.

Jelolése: m = inf X.

3.1.25. Példa
Legyen X = {z € R: 2 > —4}. Ekkor inf X = —4.

3.1.26. Definici6 (korlatos halmaz)
Egy nem tures X C R szamhalmaz korldatos, ha alulrdl és felilrdl is korlatos.

3.1.27. Példa
Legyen X = {r e R: —1 < x < 11}. Ekkor

inf X = —1; sup X = 11.
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3.2 A VALOS SZAMOK AXIOMARENDSZERES BEVEZETESE

Ennek az axiomatikus megkozelitésnek az alapjat az un. axiémék, azaz bi-
zonyos kézenfekvd fogalmak és ezek nyilvanvald tulajdonsdgai adjak. Az
axiomakat bizonyitds nélkiil, alapvetésként fogadjuk el. A wvalds szamok
elméletébe tartozé6 minden tovabbi fogalmat, allitast az axiémak fel-
hasznélasaval definialunk illetve bizonyitunk.

3.2.1. Definicié (miivelet)
Legyen A tetszoleges halmaz. Minden f : A x A — A fligguényt miveletnek
nevezunk A-ban.

3.2.2. Definicié (a valés szdmok axiémarendszeres bevezetése)
Az R halmazt a valds szamok halmazdanak nevezziik, ha elemeire érvényesek

az alabbi axiomdk:

1. Egyértelmiien értelmezve van két miwvelet - az 6sszeadds és a szorzads,
azaz barmely a,b € R szampdrhoz hozzdrendelhetd az

a+beR osszeqg ésaz a-beR  szorzat.

2. Ervényesek a miveleti ariomdk:

(a) Az Osszeadds kommutativ, azaz

r+y=y+z, Vr,yckR,;
(b) Az osszeadds asszociativ, azaz

(+y) +z=v+Wy+z), VryzeR,

(c) A szorzis kommutativ, azaz

x-y=y-x, Vr,yeR,
(d) A szorzds asszociativ, azaz

(x-y)-z=x-(y-2), Vr,y,zeRy;

(e) A szorzds az dsszeaddsra nézve disztributiv, azaz

(x4+y)-z=x-z+y-2, Vr,y,zeR,
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(f) Létezik zéruselem (nullelem) illetve egységelem, azaz két olyan -
0-val és 1-el jelolt - elem gy, hogy

O+rx=2+0=2 illetve 1-z2=z-1=2, VrelR;

(9) Létezik additiv inverz elem gy, hogy
r+(—z)=0, VreR

(a —x elem az x elem ellentetje) és létezik multiplikativ inverz
elem, melyre
v-x =1 VreR\{0}

(7! az x # 0 elem reciproka,).
3. Fenndllnak a rendezést axiomak:

(a) Ertelmezett az x < y rendezési reldacio minden x,y € R-re gy,
hogy az x =y, x <y, x >y reldcio kozul pontosan eqy érvényes.

(b) Ervényes a tranzitivitds:
Ho <y és y<z, akkor <z, Vx,y,z€R.

(c¢) Teljesiil az dsszeadds és a szorzds monotonitdsa:

o Haox <y, akkorz+2<y+z, Vz,y,z€R;
e Hox,yec R, 0<z és0 <y, akkor 0 <z -y.

4. Dedekind-féle teljesséqgi axioma:
A wvalds szamok minden nemiires, felilrdl korldtos részhalmazdnak van
supremuma (legkisebb felsé korldtja).

3.2.3. Megjegyzés
Ha egy halmaz rendelkezik a megfogalmazott axiémaéakban feltiintetett tulaj-
donsdgokkal, akkor ez a halmaz nem mas, mint a valés szamok R halmaza.

3.2.4. Megjegyzés
A Dedekind-féle teljességi axiomébol mar kovetkezik az alulrél korlatos
nemiires szamhalmazok infimumanak 1étezése.

3.2.5. Megjegyzés

Richard Dedekind(1831-1916), német matematikus. Munkdssidga nagy
hatassal volt a modern matematika fejlédésére. A gimnaziumot és a f6éiskolat
sziilovarosaban, Braunschweigben végezte. Jé eredményei alapjan Gauss
mellé keriilhetett Gottingenbe. Két évi munka utan magantanarrd habilitalta



44 3 A VALOS SZAMOK HALMAZA

magat. Szorgalmasan latogatta Dirichlet orait is. Ekkor fogalmazddott
meg benne a valds szamok megalapozasanak sziikségessége a hatarérték-
fogalom nélkiil, pusztan aritmetikai tulajdonsagaik alapjan. 1858-t4l a
zirichi, 1862-t6] pedig a braunschweigi miiszaki foiskola tanara. 1872-ben
adta ki a "szeleteit” és a halmazelmélet sok alapfogalmat tartalmazé miivét
Folytonossag és irraciondlis szamok cimmel. 1874-es svajci vakacidja soran
megismerkedett Cantorral. Baratsagga mélyiilt kozottiik az a sorskozosség,
hogy egyikiik munkassagat sem értékelték a kortarsak. Dedekind vezette be
1879-ben az idedl és a halo fogalmat és ¢ alapozta meg a gytirtielméletet.

3.2.6. Megjegyzés

A valds szamok axiomatikus felépitésébol kovetkezik, hogy a természetes
szamok halmaza (N), az egész szdmok halmaza (Z), a racionalis szdmok
halmaza (Q) és az irracionélis szdmok halmaza (R \ Q) az R részhalmazai.

3.2.7. Megjegyzés
Hasonléképpen, mint a racionalis szamok, igy az irraciondlis szamok halmaza
is stirti R-ben.

3.2.8. Definicié (bdvitett valés szamok halmaza)
Az Ry = RU {400} U{—0o0} halmazt a bévitett valds szamok halmazdnak
nevezzik.

3.3 A TELJES INDUKCIO ELVE ES NEHANY ALKALMAZASA

A matematika egyik fontos, gyakran hasznalt bizonyitasi médszere az un.
teljes indukci6é alkalmazasa. Ez a bizonyitasi eljaras harom 1épésbol all, és
akkor alkalmazhaté, ha tudjuk, hogy minden természetes n szamhoz tartozik
egy-egy allitds vagy meghatarozott tulajdonsag és azt szeretnénk igazolni,
hogy a szoban forgé allitds igaz minden n-re.

1. lépés:
Eloszor belatjuk, hogy a kérdéses allitas vagy tulajdonsag teljesiil
valamilyen ng természetes szamra. Altalaban ng = 0 vagy ng = 1.

2. lépés:
Feltételezziik, hogy az allitas igaz tetszOleges rogzitett £k € N
természetes szamra.

3. lépés:
Az elobbi feltételezést felhasznédlva igazoljuk, hogy az allitdas a
természetes (k + 1) szamra is igaz.
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3.3.1. Példa
Igazoljuk teljes indukciéval, hogy

1+34+5+..+2n—1)=n
Megoldas:

1. Belatjuk, hogy ny = 1 esetén az allitas igaz.
Valéban:
1=1"=1.

2. Feltételezziik, hogy az allitas k-ra igaz:
1+34+5+..+(2k—1) =k
3. Bebizonyitjuk, hogy (k + 1)-re is igaz:
14345+ .4+ (2k—1)+ 2k +1) =k +2k+1=(k+1)%

-~

k2

Ezzel igazoltuk, hogy az éllitds minden n € N-re igaz.

3.3.2. Tétel (Bernoulli-féle egyenl6tlenség)
Haox > -1,z € R ésn eN, akkor

(14+2x)" > 14+ nax.

Bizonyitas:
Alkalmazzuk a teljes indukcié mddszerét.

1. Ha n =1, akkor
(14+z)>1+2

nyilvan igaz.
2. Tegyiik fel, hogy tetszoleges n = k € N-re teljesiil:
(1+2)">1+ka.

3. Igazoljuk, hogy n = k + 1-re is igaz.
Az indukciés feltevés mindkét oldalét a pozitiv (1+x)-szel megszorozva:

I+ > A+ ko)1 +2) =1+ (k+ Do +kx® > 1+ (k+ 1)z

tehat az allitas igaz k 4 1-re is, igy minden természetes n-re.
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3.4 KOMBINATORIKAI ISMERETEK

Hatarozzuk meg, hogy egy véges halmaz elemeit hogyan és hanyféleképpen
lehet csoportositani.

3.4.1. Definicié (faktoridlis)
Az elsé n pozitiv egész szdm szorzatdat n faktoridlisnak nevezzik.
Jelglése: n! =1-2-3-...-(n—1)-n, neN, n>1; 0:=1.

3.4.2. Definicié (permutéacio)

Tekintsink eqy n elemi X = {x1,x9,...,2,} halmazt (az elemek mind
kiilonbézok). Az adott n elem permutdcicinak az olyan, mind az n elemet
tartalmazo

(T1, 22, oy ), (T2, T1y ooy Tn)y (T4, T, i), (4,4,k € {1,2,...,n})

sorbarendelését nevezzik, amelyek csak az elemek sorrendjében kulonboznek
eqymastol.

3.4.3. Tétel (a permutacidk szama)
Az n elemii halmaz permutdcicinak szama: P, = n!

Bizonyitas:
Alkalmazzuk a teljes indukcié médszerét!

1. Han =1, akkor X = {21} ésigy P, =1=1!

2. Tegytik fel, hogy tetszbleges n = k € N esetén, ha X = {x, z9, .24},
akkor teljesiil P, = k.

3. Legyen X egy (k + 1) elemi halmaz: X = {xy,29,...,2k, Tpr1} 68
(1, T2, ..., Tk, Tpr1) a permutaciok egyike. Minden j € {1,2,...,k + 1}
esetén az X \ {z;} halmaz permutdciéinak szama: P, = kl. Ezeket
a k elemii permutédcidkat (k + 1) elemiivé tehetjiik, ha a (k + 1)-
edik elemet z;-nek vesszilk. Nyilvanvalo, hogy igy megkapjuk az
X = {z1, 29, ..., 2, 241} (kK + 1) elemi halmaz Gsszes permutaciéit,
melyeknek szama:

K (k+1) = (k+ 1),

mivel az z; elemet (k + 1)-féleképpen tudjuk kivélasztani. Ezzel iga-
zoltuk, hogy Pri1 = (k4 1)!, igy Vn € N esetén P, = nl.

]
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3.4.4. Példa
Legyen A = {a,b,c}. Adjuk meg az A halmaz elemeinek permutécioit!

Megoldas:
A permutacidk a kovetkezok:

(a,b,c) (b,e,a) (c,a,b)
(¢,b,a) (b,a,c) (a,c,b)

A permutéciok szama: 3! = 6.

3.4.5. Definici6 (ismétléses permuticio)

Ha az adott elemek kézott egyformdk is vannak, példdul az a, elem ki-szer
fordul elé, az as elem ko-szor,..., az a, elem pedig k,.-szer, tovabbd ki + ko +
o + k. = n, akkor a permutdciok szama:

n!

Kyl kol - - Ky

kika..kr _
P "

3.4.6. Példa
Hény permutacié alkothaté az ANALIZIS sz6 betiiibol?

Megoldas:
Az A betli kétszer szerepel a széban, ky = 2. Ezért:

717171:8_!: 1'2‘3'4'5‘6'7'8
2! 1-2

3.4.7. Definicié (kombinacio)

Az adott n elem m-ed osztalyu kombindcidinak az olyan n adott elembédl

kivalasztott m elemet tartalmazo egyiitteseket nevezzik, amelyek a kivdlasztott

elemekben kilonboznek eqymastol.
A kombindciok szama:

=3-4-5-6-7-8=20160

2,1,1,1
Py

!
cm = n . Cl = n:

"ooml-(n—m)!

- ()

(olvasva: n alatt m) és gyakran binomidlis egyitthatonak nevezik.

3.4.8. Példa
Legyen A = {a,b,c}. Ekkor C3 =

A CT" szamot igy is jelolik:

31
o1l

{a,b}, {a,c}, {b,c}.

3 és
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3.4.9. Tétel (binomidlis egyiitthaték tulajdonsagai)
A binomidlis egytitthatokra érvényesek a kovetkezok:

o (1) = (20):
) (i) = () (:2);
o (i) =) () ()

Bizonyitas:

2) (n . k) o k)!(nni n—k) (o —nl!c)!k! - k;!(nni I <Z)

b) <Z> * (kil) - k!(nni DI 1)!(nni =

nl(k+1)+nln—Fk)  nlln+1)

(k+D!n—Fk)!  (k+Dl(n—k)!
(n+1)! B <n+1>
k+D!n+1—(k+1) \k+1)

c) Az eléz6 allitas ismételt alkalmazdsdval bizonyithato:
n+1\ (n n n _(n n n—1 n n—1\
k+1)  \k k+1)  \k k k+1)
n . n—1 n n—2 n n—2\
k k k k+1) 7
n\ (- 1 - k+1 N k+1
k k k k+1)

k
az utolso tag 1-gyel egyenld, igy helyettesitheto (k‘ - val.
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3.4.10. Tétel (Newton-féle binomiilis tétel)
Barmely a,b € R ésn € N esetén

n

(a+b)" =) (Z) a"kpk,

k=0
azaz
n n n n n
p)"* = n n—lb n—2b2 bn—l pn
oo = (o (1) me () e (1 )or
Bizonyitas:

A tételt teljes indukcioval bizonyitjuk.
1. lépés:
n =0 esetén (a + b)° = 1 miatt az allités igaz.
2. lépés:
Tegyiik fel, hogy (n — 1) -re is igaz az allitds, azaz

((1, + b)n—l — (ngl)an—l + (n;l)an—2b+ ot (Z:é)ab”_Q + (nfl)bn—l

n—1

3. lépés:
Bizonyitsunk n -re:
(a+b)"=(a+b)"" (a+b) =
() ot (a2 4 (0] () =
() ()t (a4 (s
(") b+ ()" 4+ ()ab" + (D) =
(o De" + [("7) + ()] a4+ [(0) + ()] e+ ()b =
()™ + (Da" b+ (3)a" 20" + o+ (1) ab"" + (7)o",
mert (Z) + (kfl) = ("Zl) Az &llités tehét igaz. O

3.4.11. Példa
Fejtsiik ki a binomialis tétel alapjan az (z* — 2y*)* hatvanyt!
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Megoldas:
(22 — 2%)t =

(0) (@) + (1) (@)P(=2¢°) + (5) (@) (=2¢°)7 + (5) («2)(=2¢%)° + (1) (—2¢°)* =
x® + 1692 — 8a%y3 + 24x19° — 322%°.

3.4.12. Példa
Az (1 4+ v/2)" kifejezés binomidlis tétel szerinti kifejtésének harmadik tagja
110. Mekkora a kifejtés utolso elétti tagja?

(7;) (vV2)? = (Z’)Q ~ 110

Alkalmazzuk a binomialis egytitthatéra adott definiciét és hatarozzuk meg n
értékét!

Megoldas:
3. tag:

|
ﬁ? = 110.
n(n —1) =110
Azaz:
n?—n—110=0
Igy:

1+v/14+440 1+21
2 )

A masik gyok nem ad megoldast, mert negativ.
Az utolsé elotti tag tehét a 11. tag:

11.

n172 = — N

(n - 1) (V2 = Gé) (V2)!'=11.2° =352

3.4.13. Példa "
2

Szamitsuk ki az F(z) = (x2 - —) kifejezés binomidlis tétel szerinti
T

kifejtésének azon tagjat, amely nem tartalmazza z-et!

Megoldas:
Irjuk fel a kifejtés (k + 1)-edik tagjdt altalanosan:

(1}{2) (a2)"27* (_ ; )’“ _ (1k2) e (1}3) -



3.5 ABSzOLUT ERTEK 51

A keresett tagban x nem szerepel, azaz hatvanykitevGgje 0. fgy:

24-3k = 0
E =8

Tehat a 9. tag nem tartalmazza x-et, értéke:

12
< < ) (—2)% = 495 - 256 = 126 720

3.5 ABSZOLUT ERTEK

3.5.1. Definici6 (valés szam abszolit értéke)
Az x € R wvalds szam abszolut értéke az aldbbi képlettel adddo pozitiv (nem-
negativ) szdm:

| = xr, hax>0
= —x, hax<O.

3.5.2. Tétel (az abszolut érték tulajdonsagai)

L|=zf=lzf, w<laf, —z<fof, —lo|<z<|2);
2. |z|<a <= —a<z<a,haa>0;
3. x| >a <— z<—-awvagyx>a, haa>0;
4wyl = |zl lyl Yo,y € Rre;
d. L :m Ve,y € R-re, y # 0;

yl oyl

6. Haromszog egyenlitlenség:
[z +yl <|z[+[yl, Vo,y€eR-re

Bizonyitas:
Az abszolutérték definicidja alapjan:

—lel <z <z, <y <yl
Osszeadva a felirt egyenlétlenségeket:

—(lz| +|y) <z +y <]+ |yl
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melyb6l kévetkezik, hogy |z + y| < |x| + |y].

A hdromszdg egyenlotlenség n-tagi osszegekre is érvényes:
n
D
k=1

7 el = Iyl < o +l, Va,y € Rere.

n
§Z|Jzk|, Vep € R—re. O
k=1

Bizonyitas:

Nyilvanvalo, hogy
z=@+y)—y y=(@+y -z

2] < |z +y| + |yl; lyl < |z +y| + |z
—lr+y| < x| = |y < |v+y]

x| = |yl| < |z +y|. O

8. al =yl < |z —yl, azaz [z —y[ = [[z] = [yl

3.6 INTERVALLUMOK
A valés szamok halmazanak igen fontos részhalmazai az uin. intervallumok.

3.6.1. Definicié (intervallumok)
Legyenek a,b € R és a < b két adott valos szam. Az aldbbi részhalmazokat a
kovetkezoképpen nevezziik:

(a,b) = {xr eR:a <z <b} nyill intervallum,
[a,b] == {x € R:a <ax<b} zirtintervallum,
(a,b) = {r eR:a<x<b} balrdl nyilt és jobbrdl zdrt intervallum,

la,b) == {x € R:a <x <b} balrdl zart és jobbrdl nyilt intervallum.

S

_ L N

A felsorolt négy intervallum mind korldtos (mindegyik hossza véges).
Az aldbbi intervallumok nem korldtosak:

(a,+0) := {x e R:a <z},
la,+o0] == {zr €R:a <z},

={reR:z<a},
={reR:z<a},
(—o0,+00) = R.

2.8
i1l
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3.7 LINEARIS TER, SKALARIS SZORZAT

3.7.1. Definicié (linearis tér)

Eqgy adott V' halmazt, melynek elemeit vektoroknak nevezzik, valds linedris
térnek mondjuk, ha értelmezve van V-n két mivelet:

e q vektorok osszeaddsa: ¥ x,y eV, z+yeV
e a vektorok skaldrral valo szorzdsa: ¥ x € V,YAER: lr eV,
melyekre fenndllnak az aldbbi tulajdonsdgok (aziomdk):
Il.z+y=y+zx Ve,y € Voo (kommutativitds),
x4+ (y+z2)=(+y)+z Vo,y,z€V  (asszociativitds),
.3d0eV, z+0=z Ve € V. (nullelem létezése),

NVeeV, 3—zxeV, x+(—x)=0 /(inverz elem létezése),

cAMpz) = M)r, zeV; A\peR;

2

3

4

S5 1-x=z, 0-x=0, 0€R;

6

7. A+pr= x+pux, z€V; \ueR.

2. Példa

e A 3-dimenzids R? tér vektorai linedris teret alkotnak.

o R" - linearis tér

o Az 2(t) = ag + art + ... + apt®; ag,aq,...,a; € R k-ndl nem magasabb
foku polinomok linearis teret alkotnak.

e Cla,b]-az [a, b] intervallumon folytonos fliggvények halmaza linedris tér.

e C*la,bl-az [a,b] intervallumon k-szor folytonosan differencidlhaté
fliggvények halmaza linearis tér.

o Az n x m valds szamokbdl alkotott z € R™ ™ m4atrixok linedris teret
alkotnak.

3.7.3. Definici6 (skalaris szorzat vektortérben)
Ha V' egy linearis vektortér, akkor egqy

(,):VxV =R

szimbdlummal jelolt figguényt (leképezést) skaldris szorzatnak nevezzik, ha
Vr,y,z € V és A € R esetén ez a fiigguény kielégiti az aldbbi feltételeket:
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1z, y) = (y,2);

2. (x+y,z)=(x,2) +(y,2);

3. (Ar,y) = Mz, y);

4. {(x,x)y >0, (r,2)=0<=2=0.

3.7.4. Példa
Legyen V =R% x = (21, 23), y = (y1,v2) € R?. Ekkor

(T, y) =211 + T2 - Yo

3.7.5. Definici6é (Euklideszi tér)
A skaldris szorzattal elldtott linedris teret Euklideszi térnek nevezzik.

3.7.6. Példa

e Legyen x € R™, a skaldris szorzat: (x,y) = 21 -y + ... + Tp - Y. Ez
Euklideszi tér.

e Legyen z,y € Cla,b], a skaldris szorzat: (x,y) = f:a:(t) ~y(t)dt. Ez
Euklideszi tér.

3.7.7. Definicié (normalt tér)
Eqgy linedris V vektorteret normdlt térnek nevezink, ha ¥V x € V-hez hozzd
van rendelve egy nemnegativ ||x|| valés szam (az x vektor normdja), melyre
teljesul az alabbi harom axioma:

1. |jz|| > 0, |z =0<=2x=0, z,0€V;

2. |-z =M z]], zeV,XeR;

8o lz+yll < llzll +llyll, =z yeV.
Tehat a vektor norméaja egy nemnegativ értéki fliggvény.
3.7.8. Példa

e Legyen V = R", ekkor a norma:

loll = \Ja} + a3+ .. +a2.

e Ha V =R, akkor a norma:

]l = [z
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3.7.9. Definici6 (tavolsig R-ben)

Az a,b € R elemek tdvolsdgan a szdmegyenesen a és b pontjanak tdavolsdgdt
értjik, azaz az |a — b| szdmot.

Jelolése: o(a,b) := |a — b).

3.7.10. Megjegyzés
Konnyt észrevenni, hogy a o tavolsag egy kétvaltozos fliggvény:

0:RxR—R.

3.7.11. Megjegyzés
A 3.7.9. Definici6é és az abszoliut érték tulajdonsagai alapjan a tavolsagra
teljesiilnek az alabbiak:

a) o(a,b) >0 és o(a,b)=0<=a=0b, Va,beR;
b) o(a,b) = o(b,a), Va,beR;
c) o(a,b) < ola,c)+ o(b,c), Va,b,ceR.

3.7.12. Definicié (e-sugaru kornyezet R-ben)
Bdrmely valds o € R e-sugard kornyezetén (¢ > 0) azon x € R pontok
halmazadt értjuk, amelyeknek xo-tol valo tavolsdga kisebb e-ndl, azaz

B. = {z €R: o(z,3) < <},

vagy
B.={zeR:|z—xo| <e} = (x9g—e,20+¢).

3.7.13. Megjegyzés
Tehat az xo pont e-sugaru kornyezete az (xrg — €, xg + €) nyilt intervallum.

A tavolsag fogalma altalanosithaté altalanos halmazokra.

3.7.14. Definici6é (metrika nemiires halmazon, metrikus tér)
Legyen X eqy nemaires halmaz. Ha értelmezve van eqy 0 : X x X — R
figguény az aldabbi tulajdonsdgokkal:

a) o(x,y) 20 és o(x,y)=0<=ax=y, Vr,yelX;
b) o(xz,y) = o(y,x), Vr,yelX;
c) o(x,2) < olw,y) +o(y,2), Vo,y,z€X,

akkor azt mondjuk, hogy o metrika X -en és X -et metrikus térnek nevezzik.
Jelolése: (X, 0).
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3.7.15. Megjegyzés
Egy normalt V' tér mindig egyben metrikus tér is, haa o : V xV — R
metrikat (tavolsagot) a

o(z,y) = llz =yl
formulaval definialjuk. Konnyen kimutathatd, hogy a bevezetett metrika
teljesiti a metrikdra el6irt mind a harom tulajdonsagot. fgy, a metrikus
terek a normélt terek altaldnositdsanak tekinthetok.

3.7.16. Példa
Tekintstik Ujra a valos szam n-esek R"™ halmazat. Adjuk meg a normat az
alabbi formulaval:

n
[2llry == |zi| = |21] + |22] + ... + |2a|, V2 € R,
=1

a metrikat pedig a kovetkezoképpen:

o(a,y) == laox — il
k=1

Ekkor az R" linedris teret R} szimbolummal jeloljiik.
Legyen Vo = (x4, ..., z,) € R™ esetén

|#]loo = max |ai],
és
Ooo(,y) = max |z; — yil .
Ezzel a metrikdval az R™ teret R szimbdélummal jeloljik.

Kimutathaté, hogy a fentebb bevezetett normék illetve metrikak az R linearis
térben mind teljesitik a 3.7.7. Definiciéban és a 3.7.14. Definiciéban szerepld
axiomakat.

3.7.17. Definicié (halmaz bels6 pontja, hatadrpontja, kiils6 pontja)
Legyen X C R.

a) xg € R belsd pontja X -nek, ha van olyan kérnyezete, amelyik X -nek
részhalmaza. Az X belsé pontjainak halmazdt az X belsejének nevezik.
Jelolése: X°.

b) xg € R hatdrpontja X -nek, ha minden kornyezetében van eleme X -nek
és R\ X-nek. Az X halmaz hatdrpontjainak halmazdt X hatdrdnak
nevezik. Jelolése: 0X.
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c) xo € R kiilsé pontja X-nek, ha van olyan kérnyezete, amelyben X -nek
nincs eleme. Az X halmaz kiilsé pontjainak halmazdt X5 jelols.

3.7.18. Definicié (halmaz torlédasi pontja, izolilt pontja)
Legyen X C R.

a) g € R torldddsi pontja X-nek, ha minden kornyezetében van X-nek
xo-tol kilonbozo eleme. Az X torloddsi pontjainak halmazdt X*-gal
jelolyiik.

b) xo € X izoldlt pontja X -nek, ha nem torléddsi pontja.

3.7.19. Példa
A racionalis szamok halmazanak minden valds szam torlodasi pontja, mivel
minden z,y € R, z < y esetén van olyan r racionalis szam, hogy

r<r<uy.

3.7.20. Példa
Hatérozzuk meg a H = [1, 3]U(5, 8] halmaz bels6 pontjainak, hatdrpontjainak,
kiilsé pontjainak és torlédasi pontjainak halmazat!

Megoldas:
sup H =8 infH =1
H° =(1,3)uU(5,8) HE =(—00,1)U(3,5) U (8, +0)
H*=11,3]U[5,8 0H =1{1,3,5,8}

3.7.21. Példa
Hatarozzuk meg az irracionalis szamok halmazanak belsé pontjait, kiilsé pon-
tjait, torlédéasi pontjait és hatarpontjait!

Megoldas:
R\Q)* = (R\Q)* =1
(R\ Q)" =9(R\Q) =R

3.7.22. Példa

1 1
Legyen X C R, X = ——:nEN}U{—:nEN}.
n n

Itt X-nek egyetlen egy torlédéasi pontja van az xp = 0 és X minden eleme
izolalt pont.

3.7.23. Megjegyzés
Véges halmaznak nem létezik torlodasi pontja.
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3.8 MUVELETEK A VALOS SZAMOK HALMAZAN
Az

a = ag.a1a9...Qy,...
végtelen tizedes tort alaku valos szam esetén vezessiik be az aldbbi jeloléseket:
!/
a = Qp.a1a2...ay
és
"o
a = ap.a102...0p41,

jeloléseket. (a’ és a” véges tizedes tortek)

3.8.1. Definici6é (miiveletek valés szdmokkal)
Ha a = ag.aqas...a,... €s b= by.bibs...b,... két pozitiv valos szam, akkor:

e a+b:=supla, +b,);

n>0
e a-b:=supa,-b);
n>0
/
a n
o — =sSuUp—;
b b
o a—b:=sup(a, — ), haa> b;
n>0
o a’:=1;

ed"'=a-a-..a,VneN.

Most attekintjiik, felelevenitjiik a kozépiskolabdl jol ismert egyes miiveleteket
a valds szamok halmazan.

1. Pozitiv egész kitevo esetén a hatvanyozds ismételt szorzassal végezheto
el:
k _ . . . 0 =
a"=g-a-..-a, keN\{0}, a =1
k

A hatvanyozas azonossagai:

(a) A hatvényozast lehet természetes, negativ, raciondlis kitevékre
értelmezni. Irraciondlis kitevd esetén hatardtmenettel értelmezzuk.

(b) n € N esetén:

a*=a-a-..-a, a=1 acR\{0};
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(c) —n € Z~ esetén:

1
at=—;
a//rL
. 51
Példa: o™ = —.
a
(d) n= Pe Q esetén:
q
p
a¥ = ~/ap;

a® = lima",

k—o0

ahol 71,7, ... racionalis szamok egy a-hoz tartd sorozata.

2. A gyokvonds a hatvanyozas egyik forditott (inverz) miivelete, mégpedig
az alap meghatdrozasa a hatvany és a kitevd ismeretében:

"=a — z=? — zx2=1a

(olvasva: n-edik gyok a).
{/a egy olyan valds szamot jelent, melynek n-edik hatvanya a:

(Ya) = a.

Megéllapodunk abban, hogy pozitiv a esetén Va pozitiv.

Példdul v/25 = +5 és nem +5. /—16 nincs értelmezve R-ben.

Ha az n gyokkitevo paros és a hatvany a < 0, akkor a gyokvonas R-ben
nincs értelmezve.

Példaul:

v —064 = —4; v/ —16 - nincs értelmezve

Példa: Va2 = |a|.

A gyokvonas azonossagai:
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a a
b) /- = ;
P
(¢) Vartk-b=a- VaF- b

(d) ¥/ Va= .

3. Logartimus keresés (logaritmélés)

Ez a mivelet a hatvanyozas egy masik inverz miivelete, amikor az
a®*=b, a#1l, b>0

osszefiiggésben adottnak tekintjiikk az a alapot és a b hatvanyt. Ekkor
az x kitevo meghatarozasat logaritmus keresésnek nevezziik.
Jelolése:
x =log, b
(olvasva: x a b szdm a alapi logaritmusa).
1

Példa: log, — = —4, mivel 274 = —.

82 1g , mive T
Tetszoleges a # 1 és x,y > 0 esetén fennallnak a kovetkezd
azonossagok:

(a) log,(z -y) = log, z + log, y;

(b) loga E = loga T — loga Y;
Y

(c) log, 1 =0;

(d) logya=1;

() alo® =

(f) log, z* = k - log, x;

1
- 1

(g) log,zn =log, {/x = — -log, x;
n

(h) Logaritmus atalakitdsa egy masik alapra:

log, x = log, x - log, b = log, « - ;
log, a

1
log, b’

a

(i) log,a =

Tehat az y = log,x Osszefiiggés ugy értelmezhetd, hogy minden
x > 0 szamhoz megkeressiik azt a kitevét, amelyre az a alapot fel
kell emelniink, hogy a hatvanyozas eredményeként x-et kapjuk.
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4.1 VALOS SZAMSOROZATOK

A sorozatok és ennek kovetkeztében a hatarérték a matematikai analizis egyik
alapvet6 fogalma. Korabban altalanossaghan mar megadtuk egy adott X
halmazbdl adott Y halmazba leképez6 egyértelmi

f: X—=Y

fiiggvény definiciojat. Ha a 2.4.1. Definicioban X = N - a természetes szamok
halmaza, Y pedig a valé szamok R halmaza, akkor in. numerikus soroza-
tokhoz jutunk.

4.1.1. Definicié (végtelen szdmsorozatok)
Ha minden természetes n € N szdmhoz (esetleg elhagyva beldle valamely
rogzitett ng szdmndl kisebb szdmokat), tehat ha minden

1,2,3,...m, ...

vagy
no+1,n94+2,...,n0+n,...

szamokhoz egyértelmiien hozzdarendelunk egy valos a, szdmot, akkor végtelen
szamsorozatot (numerikus sorozatot) adunk meg:

n+—a,, a,¢€ R
Jelolése: {a,}o2, vagy {a,}o2 . (k € N), vagy réviden {a,}, illetve
1,02, ..., Ay, ... a; € R 7€ N.
Az a, € R elemet a sorozat n-edik elemének nevezzik.
A sorozatot tobbféleképpen adhatjuk meg.

e Rendszerint ugy adjuk meg, hogy felirjuk altalanos a,, elemét az n index
fliggvényeként.

Példa: Legyen a, = n? n € N. [rjuk fel a sorozat néhény elemét!
Megoldas: A sorozat els6, masodik, ..., k-adik elemét ugy kapjuk,

hogy az n? kifejezésbe n helyére rendre az

1,2,3, ..k, ...
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szamot helyettesitjik. fgy

ay :1, CL2:4, CL3:9, Clk:k‘Z,...

117 .
Példa: Legyen a,, = {—} adott. Irjuk fel a sorozat néhany elemét!

3" n=0
Megoldas: A szamsorozat elemei:
111 1
Y 37 97 277 R 377,7 tee

e Megadhato a szamsorozat un. rekurzios formulaval, ekkor az a,, n-edik
elemet az el6z6 elemek segitségével hatarozzuk meg.
Példaul az a,,_s és a,_3 elemek segitségével a, = a,_o + 2 - a,_3.

Példa: Legyen a; =1, as = 2, a, = a,_1 + ap_2, han >3, n € N.
Adjuk meg a sorozat els6 hét elemét!

Megoldas:
1,2,3,5,8,13,21, ...

Ezt a sorozatot Fibonacci-féle sorozatnak nevezziik.

e Megkaphatjuk a sorozat elemeit szoveges utasitasbol is.

Példa: Legyen az {a,}2; sorozat n-edik eleme az n-edik primszam
kétszerese. Hatarozzuk meg a sorozat elsé hét elemét!

Megoldas: A primszamok:
2,3,5,7,11,13,17, ...
Tehat a sorozat elemei:

4,6,10,14, 22,26, 34, ...

4.2 KORLATOS ES MONOTON SOROZATOK

4.2.1. Definicié (korlatos sorozat)
Egy {a,} szdmsorozatot feliilrél korldtosnak nevezzik, ha létezik olyan K
valos szam, amelynél a sorozatnak nincs nagyobb eleme, azaz

a, <K, VneN.

Az{a,} szamsorozat alulrdl korlatos, ha megadhatd olyan k valds szdm, ame-
lynél a sorozatnak nincs kisebb eleme, azaz

a, >k, VYneN.
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Az {a,} sorozat korldtos, ha alulrdl és felilrdl is korldatos:
k<a, <K.

A korldtossdg szemléletesen azt jelenti, hogy a sorozatnak minden eleme eqy
véges hosszusagu intervallumban van:

la,| < H, HeR.

4.2.2. Megjegyzés

Konnyen lathatd, hogy ha létezik egy alsé k, illetve fels6 K korlat, akkor
végtelen sok also, illetve felso korlat van. A legnagyobb alsé korlat a sorozat
infimuma, a legkisebb fels6 korlat pedig a sorozat supremuma. Jelolése:
inf{a,}, sup{a,}.

4.2.3. Példa

Legyen {a,}>2, = {n?}°°,, azaz

1,4,9,...,n°%, ...
Vizsgaljuk a megadott sorozatot korlatossag szempontjabol!

Megoldas:

A sorozat minden eleme pozitiv, ezért a sorozatnak 0 az egyik alsé korlatja.
Ennél nagyobb alsé korlatja 1, amely egyben a sorozat legkisebb eleme, és
ugyanakkor a sorozat infimuma:

inf{a,} = 1.
A sorozatnak nem létezik felso korlatja.
4.2.4. Példa N
Legyen {a,}>2, = {2:;11} . Vizsgaljuk meg a sorozatot korlatossdg
szempontjabol! i
Megoldas:

Ez a sorozat alulrél korlatos, mert minden eleme pozitiv. fgy a 0 egy also

korlat. A sorozat legkisebb eleme 2 mivel

2n —1 1

>

n+1 — 2
2 1 > 1 —i—l
n — -+ —
- 2 2

3 3

“n > =

2 - 2

n > 1
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igy

an, > =, VneN|

N | —

1
ezért a sorozat infimuma —.

A sorozat feliilrol is korlatos, mert példaul a K = 2.1 szam egy felso korlat,
vagyis a sorozat minden eleme kisebb, mint 2.1.

Valéban
2n —1
n < 21
n+1
2n—1 < 21In+2.1
-3.1 < 0.1n
31 < n.

Ez pedig nyilvanvald, mivel n csak természetes szam lehet.
A sorozat tehat korlatos:

<a, <21,

N | —

azaz minden eleme az

intervallumban van.

Bizonyos sorozatokra az a jellemz6, hogy az n index novekedésével az
elemek is novekednek vagy csokkennek.

4.2.5. Definicié (monoton névekvd, csokkend sorozatok)
Az {a,}5, sorozat monoton névekvd, ha barmely n € N esetén

Qp41 2 Qp,

és monoton csokkend, ha barmely n € N esetén

An+1 S Q.
Ha

an+1 > Qp,,
illetve

(41 < Qp,

akkor azt mondjuk, hogy a sorozat szigoruan monoton novekvo, illetve
szigoruan monoton csokkend.
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Jelolések:
monoton névekvd sorozat : {an} /
szigorian monoton novekvd sorozat : {an} 1
monoton csékkend sorozat : {an} \,
szigorian monoton csokkend sorozat : {an} |
4.2.6. Példa N
Igazoljuk, hogy az {a,}32, = {2:;11} sorozat szigorian monoton
névekvo! "
Bizonyitas:

A sorozat elemei:

1 ] 5 9 2n—1
==, ay= a3 =—, Q1= —, a5=—, ... Qp= ,
1 2a 2 ; 3 4, 4 57 5 67 TL+1
Azt kell igazolni, hogy
an+1>an>
azaz
2n +1 - 2n—1
n+2 n+1"
Ekkor

2n+1)(n+1) > 2n—-1)(n+2)
m?+3n+1 > 2n®+3n—2
1 > -2

ami mar nyilvanvald, vagyis a sorozat szigorian monoton névekvé.

4.2.7. Példa ~
Vizsgaljuk meg monotonitas szempontjabol az {37} sorozatot!
n=0

Megoldas:
Mivel

1 1 1-3 2

b1 =0 = 20d ~ 30 = art © gert < O

ezért

i1 < Gn, VYn €N,
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azaz a sorozat szigoruan monoton csokkend. Ebbol az koévetkezik, hogy a
sorozat legkisebb fels6 korlatja - supremuma - megegyezik a sorozat elso

elemével, tehat
1 oo
sup § — =ag = 1.
P { 3" }nzo "

Mivel a sorozat pozitiv szamokbdl all, ezért

—>0=k
3n ’

tehat a sorozat alulrdl is korlatos. Vagyis
0<a,<1, VneN.

fgy a sorozat korlatos.

4.2.8. Példa
Vizsgdljuk monotonitas és korldtossdg szempontjabol a {(—1)"*t1}° | soroza-
tot!

Megoldas:

A sorozat elemei:
1L,—1,1,-1,1,—1, ...

Ez esetben

i1 — an = (1) = (=1)" = ()" 4 ()" =2 (=)

Azaz

2, ha n paros
Up41 — Ap = ’

—2, ha n paratlan

vagyis a kiilonbség valtakozé, ezért a sorozat nem monoton.
Ez a sorozat korlatos, mivel elemei csak a —1 és 1 értéket veszik fel. Ezért

k=-1<qa,<1=K.

4.2.9. Példa
Vizsgdljuk az {a,} ., = {1} -, sorozatot monotonitds szempontjabol!

Megoldas:
Az {an}, 2, ={1},2, /" ésegyben {an},2, = {1},2; \«



4.3 SZAMSOROZATOK KONVERGENCIAJA ES DIVERGENCIAJA 67

4.2.10. Példa

Vizsgaljuk meg az {a,} -, = {%}00 1 sorozatot monotonitas és korlatossag
szempontjabol!
Megoldas:
Megmutatjuk, hogy a sorozat szigortian monoton csokkend:
1 1 n—-n-1 -1
L n(n+1) a n(n+1) =0
Tehat
pt1 < Q.
Azaz,

11~ 111
- = ]-7_7_7_7"' l
nJ, 4 2°3° 4

A sorozat tehat szigorian monoton csokkeno, vagyis az els6 eleme a felsé
korlatok koziil a legkisebb, igy:

1 o
sup{—} =1.
n n=1

A sorozat minden eleme pozitiv, tehdt a 0 alsé korlatja a sorozatnak. Az

1 oo
{—} sorozat tehat korlatos és

n n=1

0<a, <1.

4.3 SZAMSOROZATOK KONVERGENCIAJA ES DIVERGENCIAJA

4.3.1. Definicié (részsorozat)

A {b,} sorozatot az {a,} sorozat részsorozatdnak nevezzik, ha az {a,}
sorozatbol bizonyos véges vagy végtelen szami elemek torlésével dallithato elo
gy, hogy a megtartott elemek {a,}-beli sorrendje vdltozatlan.

4.3.2. Példa

Legyen {a,}>2, ={1,—-1,1,—1,...}.
A részsorozatok:

{bn}o2, ={1,1,1,1,..}, wvagy {b.};>,={-1,—-1,—-1,—-1,..}.

A numerikus végtelen sorozatok kozott megkiilonboztetjiik a konvergens il-
letve divergens sorozatokat.
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4.3.3. Definicié (hatarérték, konvergencia, divergencia)

Az {a,}22 | sorozat hatdrértéke, vagy limesze, ha n — oo, az A valds szdm,
ha barmely € > 0 szdmhoz megadhato olyan e-tdl fiiggd no(e) természetes
szam, hogy minden n > ngy(e)-ra

la, — A| < e

teljesl.
Jelolése:
lima, = A, vagy a, — A, n — .

n—oo

Egy {a,} sorozatot konvergensnek neveziink, ha létezik olyan A € R, amely-
hez {a,} konvergdl; ellenkezd esetben a sorozatot divergensnek nevezzik.

4.3.4. Megjegyzés

A 4.3.3. Definici6 azt jelenti, hogy konvergens sorozat esetén elég nagy
kiiszobindextol kezdve a sorozat Osszes eleme az A hatarérték e-sugaru
kornyezetébe esik, azaz az A hatarérték e-sugart kornyezetén kiviil a sorozat-
nak csak véges szamu eleme helyezkedik el.

4.3.5. Példa 4y ;
Tekintsiik a {2 + — sorozatot. Ekkor lim <2+ —> = 2. Legyen
n

") =1 oo
e = 1,65. Az alabbi abrardél konnyen leolvashaté, hogy ng = 1, azaz a
sorozat elemei a masodik tagtdl a hatarérték e = 1,65 sugard kornyezetében

talalhatéak meg.

3
Asorozat:  2+- 4 \
n

Ate s
~~ o
T8--o
=@ --g__
, A (] o ..___..__.__.'___..__.___.___._

4.1. abra

Ha ¢ = 0,57 (4.2. &bra), akkor ng = 5, tehédt a sorozat elemei a hatodik
tagtol vannak a hatarérték € = 0,57 sugaru kornyezetében.
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\
3 \
Asorozat: 24— 4 K
n N
Y
\\
..
o~
==
Ate , i -0 -0-0--0--0--0--0--0--0-
A-e

4.2. 4bra

Ha pedig ¢ = 0,36 (4.3. 4bra), akkor ng = 8, vagyis a sorozat elemei a
kilencedik tagtél nem lépnek ki a hatarérték ¢ = 0, 36 sugaru kornyezetébdl.

\
3 \
Asorozat:  2+- 4 N
n N
‘e
\\
\‘~"
" --6--o o _
A+e 2 A T8 -e--e--e--0--e-
A
0
T T T T T T T T T T
4 2 0 2 4 6 8 10 12 14 16
’
4.3. abra

4.3.6. Példa

n oo
Igazoljuk, hogy az —} sorozat konvergens és
n

+ 1 n=1

lim —— — 1.

n—oom + 1
Megoldas:
A definicié szerint az

n
—1| <e
n+1

egyenlGtlenség teljestiilését kell vizsgalnunk tetszdlegesen kicsiny e érték
mellett egy bizonyos ng kiiszobszamtél kezdve, azaz amikor n > ng.
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Atalakitasokkal:
n —1 1
— e = <
n+1 n+1 n+1

1

-—1 < n

€
1

n > ——1=mng

€

1 1
tehat, ha n > ng = — — 1 (e kis pozitiv értéke miatt — — 1 > 0), akkor
€ €

n
n+1

1
<eg, Vn>nyg=-—1.
€

—1

fgy a sorozat hatarértéke

és a sorozat konvergens.

4.3.7. Példa

n+21%
Mutassuk meg, hogy az {a,} ~, = { 2+ 4} sorozat hatarértéke 0, azaz
nt = n=3

n+2
1. I n = l.l I — O.
n1—>ooa n1—>oon2 —4

Keressiik meg azt a kiiszobszamot, amelytol kezdve a sorozat elemei a
hatarérték 10~*-sugart kornyezetébe esnek!

Megoldas:

A definici6 szerint teljestilnie kell az

n+2
n2—4

—O‘<5
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egyenlotlenségnek, melybdl

n—+2
(n—mm+m"’< ©
1
n_2’ < -
1
W9 < €
1
g < n—2
%—1—2 < n

n()({-:) = 2 + g

1
Tehat barmely kicsiny € > 0 esetén 1étezik ng = 2 4+ — kiiszobszam, melynél

nagyobb indexti elemei a sorozatnak az origd e-sugari kornyezetébe esnek,
tehat

. .on+2
lim a, = lim 5 =0.
n—oo n—oon< — 4
Az ¢ = 107 értékhez tartozd kiiszobszamot az el6zé szamitdsainkat fel-
hasznalva kapjuk:
1

107 = 2
no(107) T 0
no(107%) = 2+ 10000 = 10002.
Tehat a sorozat 10002 indextdl kezd6d6 elemei mind az origotol € = 0.0001-
tol nem nagyobb tavolsagra vannak.

Felvetodhet a kérdés, hogy vajon hény hatarértéke van egy konvergens
sorozatnak? Erre ad valaszt az alabbi tétel.

4.3.8. Tétel (a hatarérték unicitasa)
Minden konvergens {a, }5°, sorozatnak csak egy hatdrértéke van.

Bizonyitas:

Az allitast indirekt uton bizonyitjuk. Tételezziik fel, hogy az adott kon-
vergens sorozatnak két kiilonbozé hatarértéke van:

lima, =A és lim a, = B.

n—oo n—oo
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Tovabba
A # B.

Mivel a sorozat konvergens, ezért 1étezik n 4 kiiszobszam, melyre fennall, hogy
la, — A| <&, Vn > ny esetén.
Hasonldéan, 1étezik npg kiiszobszam, melyre
la, — B| < ¢, Vn > np esetén.
Legyen ng = max(na,ng), ekkor ¥n > ng esetén
la, — Al < e és la, — B| < e.

Vilasszuk meg e-t a kovetkezdképpen:

A - B
= >

0.
4

Ekkor a haromszog-egyenlotlenség felhasznalasaval
4de =|A—-B|=|(a, — B) — (ap, — A)| < |a, — B| + |a, — A| < e+¢e=2¢
4e < 2¢

2e < e.

Ellentmondasra jutottunk. Tehat a tétel allitasa igaz. O]

4.4 SOROZATOK TORLODASI PONTJA

A sorozatnak egy masik, a hatarértékhez kozel all6, de azzal nem azonos
jellemzdje az un. torlédasi pont.

4.4.1. Definicié (torlédasi pont)
At szamot az {a,}>2 sorozal torldddsi pontjanak nevezzik, ha t bdarmely
kornyezete a sorozat végtelen sok elemét tartalmazza.

4.4.2. Definicié (torlédasi pont)
Az {an}22 | sorozat torléddsi pontjanak neveziink minden olyan t szamot,
mely az adott sorozat valamely részsorozatanak hatdrértéke.

4.4.3. Megjegyzés
[gazolhatd, hogy a két definicié ekvivalens.
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4.4.4. Megjegyzés
Nyilvanvald, hogy a hatarérték mindig torlodasi pont, de ez a forditott allitas
altalaban nem igaz.

4.4.5. Példa
Hatérozzuk meg az {a,}5°, = {(—1)"}5°, sorozat torl6dasi pontjait!

Megoldas:

Az adott
S T O I T

sorozatbdl el6szor a paratlan indexti elemekbdl alkossuk a
{bn}i’le = {_1}20:1
részsorozatot. Nyilvanvald, hogy

lim b,, = —1.

n—oo

Hasonléan, a paros indexti elemekbdl alkotott

{eatnz = {1104

részsorozat szintén konvergens és

lime, = 1.
n—oo
Tehdt az {a,}°°, = {(—1)"}>2; sorozatnak két torléddsi pontja van,

hatarértéke viszont nem létezik, mert a hatarérték létezésének feltétele nem
teljestl.

4.4.6. Megjegyzés

Mivel a konvergens sorozatnak csak egy hatarértéke van megallapithatjuk,
hogy tobb torlédasi ponttal rendelkez6 sorozatok sziikségképpen divergensek.
Azonban az egyetlen torlodasi ponttal rendelkezo sorozatok sem feltétlentil
konvergensek.

Ezt az aldbbi példa is igazolja.

4.4.7. Példa
Vizsgaljuk az alabbi sorozat torlédasi pontjait!

~ __ | 2, han paros >
{a’n}nzl - { n, ha n pératlan } 1
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Megoldas:

A péros indexi elemek a

{bn}nzr = {210

részsorozatot alkotjak, amely konvergens és

lim b,, = 2.

n—oo

Tehat ¢t = 2 a sorozat torlédési pontja.
Viszont a sorozat paratlan indexii elemeibdl képzett részsorozat

{eatnzr = {niy

divergens.

4.4.8. Megjegyzés

Minden konvergens sorozatnak pontosan egy torléddsi pontja van (ez a
hatérérték), de az egyetlen torlédasi ponttal rendelkezé sorozatok nem
feltétleniil konvergensek.



)

5 SOROZATOK KONVERGENCIAJAVAL KAPCSOLATOS
ALLITASOK

5.1 KORLATOS ES MONOTON SOROZATOK KONVERGENCIAJA

5.1.1. Tétel (konvergens sorozatok korlitossiga)
Minden konvergens {a, }°, sorozat korldtos.

Bizonyitas: Legyen a sorozat hatarértéke

nlirrolo a, = A.
Tekintsiik az A hatarérték e = 1-sugaru kornyezetét. Mivel a sorozat konver-
gens, ezért csak véges sok m eleme marad ki a sorozatnak az (A — 1, A+ 1)
kornyezetbol.  Vegyiik ezen kimaradd véges szamui elemek A-t6l mért
tavolsaganak a legnagyobb értékét, amit jeloljiink K-val. Ekkor nyilvanvalo,
hogy

la, — Al < K

teljesiil a sorozat minden elemére, azaz
A-K<a, <A+ K, VneN,

tehat a konvergens sorozat valoban korlatos. O]

5.1.2. Tétel (monoton korlatos sorozatok konvergencisja)
Ha az {a,}5°, sorozat monoton novekvd a,1 > a, és felilrél korlatos, akkor
konvergens és

T}Ln;oan = sup{a, }.

Ha az{a,}2 | sorozat monoton csékkend a,.1 < a, €és alulrdl korldtos, akkor
konvergens és

lim a,, = inf{a,}.

n—oo

Bizonyitas:
Tekintsiik a monoton novekvé és feliilrél korlatos sorozatot. Legyen

S = sup{a,}.

Ha a supremumot barmilyen kis ¢ > 0 értékkel csokkentjiik, akkor S — e mar
nem lesz a sorozat felso korlatja. Ezért 1étezik olyan ngy index, hogy

S—e<ay <S.
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A sorozat monoton novekvd, ezért
Ap > Gy, VN 2>ng  esetén.
A feliilrdl korlatossag miatt
a, <S8, neN,
igy
S—e<ap, <a, <S<S+¢e, n>ny esetén.

Tehat az utébbi egyenlétlenségek miatt a sorozat minden ng-nal nagyobb
index®i eleme benne van az S supremum e-sugard kornyezetében, tehat a
sorozat konvergens és hatarértéke S.

Monoton csokkend sorozatokra a bizonyitas hasonlé moédon torténik. O]

5.1.3. Példa
Konvergens-e az

n=1
sorozat?
Megoldas:
Vizsgéljuk a sorozat monotonitasat!
1-3-5 (2n+1)
an+1 - 9
2:4-6- (2n +2)
tehat
An+1 2n +1 1
a,  2n+2 ’
azaz
an+1 < Ap,

vagyis a sorozat szigorian monoton csokkend. A sorozat alulrdl korlatos (alsé
korlatja a 0), tehdt az 5.1.2. Tétel értelmében a vizsgélt sorozat konvergens.

5.1.4. Példa
Mar igazoltuk (4.2.4. Példa), hogy az

o 2n — 117
o = {2

n=1
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sorozat szigorian monoton novekvé és feliilrdl korlatos, mégpedig egyik felso
korlatja 2.1, ezért a sorozatnak létezik hatarértéke. Meggy6zodiink arrol,
hogy a sorozat hatarértéke 2. Vizsgaljuk az

2n —1
n+1

-2

<e€

egyenlotlenséget, melybol

2n—1-2n—-2| < (n+1)e

3 < (n+1)e
3
- < n+1
€

3

-—1 < n

€

3
no(s) > g—1>0

Tehat, barmilyen kis e-hoz talalhaté olyan

3
nole) =-—1
o) =
kiiszobszam, melynél nagyobb index{i elemei a sorozatnak a hatarérték e-

sugaru kornyezetébe esnek.

5.1.5. Tétel (konvergens sorozat részsorozatdnak hatarértékérdol)
Ha az {a,}5°, sorozat konvergens és

lima, = A,

n—oo
akkor minden {b,}°°, részsorozata is konvergens. Tovabbd minden részsoro-
zat hatarértéke megegyezik a sorozat hatdrértékével:

lim b, = lima,, = A.

n—oo n—oo
Bizonyitas:
A sorozat konvergencidja miatt az A hatarérték barmely e-sugart
kornyezetébdl az {a, }5°, sorozatnak legfeljebb véges szamu eleme marad ki.
Nyilvanvaléan ugyanez igaz {a,}>2 ; barmely {b,}>? | részsorozatéra is. [
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5.1.6. Megjegyzés

Ez a tétel hasznos egyes sorozatok divergencidjanak bizonyitasara. Ugyanis,
ha sikertil kivalasztani a sorozatnak két kiilonbozo hatarértékii konvergens
részsorozatat, akkor a sorozat biztosan divergens. Teh&at, ha a sorozatnak
két torlodasi pontja van, akkor a sorozat biztosan divergens.

5.1.7. Tétel (a konvergencia "rendér-elve”)
Feltételezziik, hogy az {a,} és {c,} olyan konvergens sorozatok, amelyek
hatdrértéker megegyeznek:

lima, = lim¢, = H.

Legyen tovabba
a, <b,<c, Vn>ng esetén.

Ekkor a {b,} sorozat is konvergens és

lim b, = H.

n—oo
Bizonyitas:
A ko6z6s hatarérték miatt H e-sugari kornyezetébdl az {a,} és {c,} sorozat
csak véges szamu eleme marad ki. Mivel a {b,} sorozat elemei egy véges
no indextdl kezdve mind az {a,} és {c,} sorozat elemei kozé esnek, ezért
a {b,} sorozat elemei az ny indextél kezdve mind a H valds szdm e-sugari
kornyezetéhez tartoznak (csak véges sok elem eshet a kornyezeten kiviilre).
Tehat igaz, hogy

limb, = H.

n—oo

5.1.8. Tétel (Bolzano-Weierstrass-féle kivalasztasi tétel)

Minden végtelen korldtos {a,}22 | sorozatbdl kivdlaszthatd legaldbb egy kon-
vergens részsorozat.

Vagy mds megfogalmazasban:

Minden végtelen korldtos {a,}>2 | sorozatnak van legaldbb egy torléddsi pont-

ja.

Bizonyitas:
Mivel {a,}°, korlatos, ezért

k<a, <K, VneN,

azaz a sorozat minden eleme a [k, K] intervallumban van. Felezziik meg a
[k, K] intervallumot. A két keletkezé intervallum koziil legaldbb az egyik
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az adott sorozat végtelen sok elemét tartalmazza. A kapott két interval-
lum koziil jelolje [aq, 8] azt, amelybe a sorozatnak végtelen sok eleme esik
(ha mindkettében végtelen sok elem van, akkor legyen [y, 1] a bal oldali).
Felezziik most az [ay, §1] intervallumot és vélasszuk azt az [ag, (2] felét, amely
a sorozat végtelen sok elemét tartalmazza. Folytatva ezt az eljarast olyan,
un. egymasba skatulyazott zart intervallumokbdl allo

[k, K] D [ag, £1] D [az, Ba] D ... D [am, Ba] D ...

zért intervallumsorozatot kapunk, ahol minden [, £,], n = 1,2, ... interval-
lumban az {a, }>2 | sorozatnak végtelen sok eleme megtalalhat6. Nyilvanvalo,
hogy az [a,, B,], n = 1,2, ... intervallumok hossza a felezés miatt nulldhoz
tart. Kimutathato, hogy létezik egy és csak egy olyan A valés szam, amelyik
az intervallumsorozat mindegyik intervallumanak eleme:

A AeR: A€o, By, VneN

Ha ugyanis A-n kivill B # A kozos eleme lenne az [a,, 5,], n = 1,2, ...
intervallumoknak, akkor az intervallumok egyike sem lehetne a

|A—B| >0

szamnal rovidebb. Ez viszont ellentmond annak, hogy az intervallumok
hossza a felezés kovetkeztében nullahoz tart.

[gazoljuk, hogy ez a kozos A valds szdm a végtelen {a, }22 | sorozat torl6dasi
helye. Tekintsiik A-nak az e-sugari kornyezetét, ahol € > 0 tetszéleges ki-
csiny valés szam, azaz vizsgdljuk az (A —e, A+¢) intervallumot. Valasszunk
az egymasba skatulydzott intervallumokbdl egy olyan

lag, Br], k€N

intervallumot, amelyiknek hossza e-nal kisebb. Ilyen létezik, mivel az inter-
vallumok hossza 0-hoz tart. Ekkor nyilvanvald, hogy

(A - 57A+€) ) [akaﬁk]a

melyb6l azt kapjuk, hogy A-nak az e-sugari kornyezete az {a,}>2; sorozat
végtelen sok elemét tartalmazza, mivel az [ag, B intervallum az {a,}°,
sorozat végtelen sok elemét tartalmazza. Ez azt jelenti, hogy A valéban az
{a,}22, sorozat torlédési pontja. O
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5.2 CAUCHY-SOROZATOK

Ismertek bizonyos kritériumok, amelyek alapjan a hatarérték ismerete nélkil
el tudjuk donteni, hogy konvergens-e egy adott sorozat.

5.2.1. Definici6é (Cauchy-féle sorozat)
Az {a,}2,, a, € R sorozatot Cauchy-féle sorozatnak nevezzik, ha Ye > 0
esetén Ing = ng(e) kiiszobszam, hogy ¥p,q > no(€), p,q € N esetén

olap, ag) = la, —ag| <e.

5.2.2. Tétel (Cauchy-féle konvergenciakritérium)
Az{a,}22 | valds szdmsorozat akkor és csak akkor konvergens, ha Cauchy-féle
sorozat.

Bizonyitas:

e Sziikségesség:
Eldszor azt 1atjuk be, hogy ha a sorozat konvergens, akkor {a,}>;
Cauchy-féle sorozat, azaz Ve > 0 esetén dng = ny(e), hogy Vp,q >
no(e), p,q € N esetén
la, — a4 <€

teljesiil. Legyen {a,}5°; konvergens sorozat és

lima, = A,

n—oo
tovabba ¢ > 0 tetszoleges. A konvergencia miatt taldlhaté olyan ng
természetes szam, hogy

\an—Al<g, ha n > nyg.

Ekkor p,q > ng esetén a haromszog-egyenlétlenséget felhasznélva:
€

7

)
|ap_aq|:|(ap_A)_(aq_A)|§|ap_A|+‘aq_A‘<§+

tehat {a,}°, Cauchy-féle sorozat.

o Elégségesség:
Adott, hogy {a,}>°; Cauchy-féle sorozat. Igazoljuk, hogy ebbdl az
{a,}22, sorozat konvergencidja kovetkezik. Legyen e = 1. A feltétel
miatt 1étezik olyan ng, hogy rogzitett p > ng és barmely g > p > ng
esetén
la, — a4 <e=1,
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vagy
ap — 1 <ay, <ap,+ 1.

Bevezetve a
k = min{ay, as, ..., ap,a, — 1} és K = max{ay, ag, ...,ap,a, + 1}
jeloléseket, felirhatjuk, hogy

k<a, <K, VneN.

A sorozat tehat korlatos és a Bolzano-Weierstrass-féle kivalasztési tétel
alapjan létezik legalabb egy konvergens {b, }°°, részsorozata {a,}52 ;-
nek. Jelolje a B valds szém a {b,}>°, sorozat hatarértékét:

lim b, = B.

n—oo
Azt kell még belatni, hogy B az eredeti {a,}’>, sorozatnak is

hatarértéke. A {b,}2, részsorozat konvergencidja illetve a tétel
feltétele miatt tetszoleges € > 0-hoz létezik olyan n; és ny szam, hogy

€
]bm—B|<§, ha m>n
és -
|an, — by <§, ha m > ns és n > ns.

Legyen ng = max(ny, ns). Ekkor minden m > ng és n > nj esetén igaz
a fenti két egyenlétlenség és Vn > ng esetén
€

7 —

an = Bl = (= bw) + (b = B)| < lan = bun| + b = B| < 5 +

ami azt jelenti, hogy {a,}°, konvergens és hatérértéke B. O

5.2.3. Megjegyzés
Az a tény, hogy minden valds szamokbdl allé Cauchy-féle {a,, }2° | sorozatnak
van hatarértéke, fontos szerepet jatszik az analizisben.

5.2.4. Megjegyzés

Augustin-Louis Cauchy (1789-1857), francia matematikus és mérnok. A
hatarérték fogalmara épitve elvégezte az analizis szabatos megalapozasat.
Egyik megteremtdje volt a komplex fliggvénytannak. Parizsban sziiletett.
1805-ben kezdte tanulméanyait az Ecole Polytechniqueben, ahol kivivta La-
grange és Laplace elismerését. Két évvel késobb atment egy mérnokképzo
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foiskolara.  1813-ig mérnokként dolgozott. 1816-ban lett az akadémia
tagja, és feladva mérnoki munkajat, az Ecole Polytechnique tanara. Lelkes
kiralypartiként a Bourbon héz hive volt. Ezért az 1830 - as forradalom
utdn 18 évre eltiltottak a kozszolgalattol. Nyole évig Torinéban és Pragaban
élt.  1838-ban tért haza és egyhazi iskolaban tanitott. Az 1848-as for-
radalom utan visszavették allasaba. Legitimista meggy6zodését tisztelve nem
kovetelték meg tole a koztarsasdg alkotmanyéara vald feleskiidést. Cauchy
zsenije megérdemelte ezt a kivételezést, a francidak példajabol pedig sok mas
orszég is tanulhatna. Munkabirgsa Eulerével vetekedett. Osszesen 789 cikket
és szamos nagy terjedelmi konyvet irt. A francia akadémia foly6irata nem
gyozte kozolni irasait. Végiil terjedelmi korlatozast vezettek be: egyetlen
cikk sem lehet hosszabb 4 oldalnal. Ez a szabaly ma is érvényben van.
Az analizisben kiilonosen a sorelmélet koszonhet neki sokat. A komplex
fiiggvénytan sarkkovei kozé tartoznak a Cauchy - féle integralformula és tétel,
valamint a Cauchy - Riemann differencidlegyenletek. Az analizisen kiviil a
csoportelméletben, a determindnselméletben, a matematikai fizikdban és a
valoszintiségszamitasban ért el figyelemre méltd eredményeket.

5.2.5. Megjegyzés
Minden valés vektorokbdl &ll6 Cauchy-féle {a,}2,, a, € R"™ sorozatnak
szintén mindig van hatarértéke.

5.2.6. Megjegyzés

Altaldnos (X, 0) metrikus terekben nem igaz az, hogy minden Cauchy-féle
sorozat konvergens, azaz olyan sorozat, melyre Ve > 0 esetén Ing = no(e),
hogy Vp, ¢ € N esetén

Q(%a%) <E&.

Az azonban igaz, hogy egy metrikus térben minden konvergens sorozat
Cauchy-féle sorozat.

5.2.7. Definicié (teljes metrikus tér)
Az (X, 0) metrikus teret teljesnek nevezziik, ha benne minden Cauchy-féle
sorozat konvergens.

5.2.8. Megjegyzés Az R és R™ halmazok teljes metrikus terek, benniik min-
den Cauchy-féle sorozat konvergens.

5.2.9. Definicié (Banach-tér)
Azt mondjuk, hogy eqy normadlt tér - azaz eqy vektortér, amelyben norma van
értelmezve - Banach-tér, ha a tér - mint metrikus tér - teljes.
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5.2.10. Definicié (+oo-hez divergilé sorozat)
Az {an}2, sorozatot a +oo-hez divergdlonak mondjuk, ha bdrmely K > 0
valos szamhoz létezik olyan ng kiuszobszam, hogy n > ng esetén

a, > K.

Jelolése: lim a,, = +00

n—oo

5.2.11. Definicié (—oo-hez divergalé sorozat)
Az {an}e, sorozatot a —oo-hez divergdlonak mondjuk, ha barmely K < 0
valos szamhoz létezik olyan ng kiiszobszam, hogy n > ngy esetén

a, < K.

Jelolése: lim a,, = —00

n—oo

5.2.12. Példa
Legyen {a,}>, = {n?}>>,. Ekkor lim a, = +oo0.

5.3 KONVERGENCIA ES MUVELETEK

Sorozatokon miiveleteket is értelmezhetiink. Az elemek kozotti miiveletek
bizonyos feltételek mellett a sorozatok hatarértékére is érvényesek.

5.3.1. Definicié (sorozatok 6sszege, kiilonbsége, szorzata, hanyadosa)
Legyen {a,}5°, és {b,}22, két adott, azonos indexhalmazi sorozat. E két
sorozat 6sszegén az

{an + bn}?zozl )

kulonbségén az

{an = bu}nls,
szorzatdn az
{an - bntpiy
és hanyadosdn az o
{a—"} . ha b, %0
bn J e

sorozatokat értjiik.

5.3.2. Tétel (sorozatok Osszegének, kiilonbségének, szorzatanak és
hianyadosanak hatarértéke)
Ha az {a,}5°, és {b,}>2, sorozatok konvergensek, tovabbd

lima, = A €s lim b, = B,

n—oo n—oo
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akkor a {c-a,}>2,, ¢ € R, {a, + b}, {an — 0,322, {a, - b}, és az

dn , (bp # 0, B #0) sorozatok is konvergensek, mégpedig gy, hogy:
b

n=1
1. limec-a, = c-A ceR;
2. lim(a, +b,) = lima,+ limb, =A%+ B;
3 lim (a, -b,) = lima,-limb,=A-B;
lim a
a no A

) lim — = 22— B #£0.

4 novoo by limb, B 7
Bizonyitas:

1. Ha ¢ = 0, akkor {c¢-a,}?2, = {0}>2,, melynek minden eleme 0. Ez a
sorozat nyilvanvaloan konvergens és hatarértéke is 0 = 0 - A.
Ha ¢ # 0, akkor az {a,}32, sorozat konvergencidja biztositja, hogy
Ve > 0 esetén Ing = ny(e) kiiszobszam, hogy

|an—A|<|g—|, ha n > ny.

c

Ekkor .
lc-a, —c-Al=|c|-|a, — A| < ]c|-H:5_

Tehat

limc-a, =c-A.

n—oo

2. Legyen € > 0 adott. Az {a,}?, és {b,}5°, sorozatok konvergencidja
miatt van olyan n, € N és n;, € N kiiszobszdam, hogy

|an—A|<§, ha n>n,

és .
|bn—B|<§, ha n > n.

Ha n > ny = max(n,, ny), akkor a fenti két egyenlétlenség egyszerre
teljesiil. Tovabba a haromszog-egyenlotlenség felhasznalasaval

3

226.

|(anibn)—(AiB)|§|an—A|+|bn—B|<g+

fgy a konvergens sorozatok Osszegére és kiilonbségére felirt allitas igaz.
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3. Az 5.1.1. Tételbdl adédik, hogy a konvergens {b, }5° , sorozat korldtos
is. Jelolje {b,}22, egy korlatjat K. Ekkor megvélaszthato n, és n, ugy,

hogy
€
Al <« =
|lay, | < 5K (n > ng),
illetve -
b, — Bl < ———— > ng).
| | 2([A[+ 1) (n>m)

Ekkor n > max{n,,ny} esetén

|anb,—AB| < |a,b,— Ab,|+|Ab,—AB| < |a,—A|K+(]A|+1)|b,—B| <

azaz
lim (a, - b,) = lima, - limb, = A- B.

n—oo n—oo n—oo

4. Az elozo allitasokhoz hasonléan igazolhato.

5.4 NEVEZETES SOROZATOK

Kiszamitjuk néhany nevezetes sorozat hatarértékét.

1 o0
5.4.1. Tétel (az {a,}>, = {—} sorozat hatarértéke)
n n=1
1
lim— =20
n—oomn,
Bizonyitas:
Megmutatjuk, hogy barmely pozitiv e-hoz van olyan ng kiiszobindex, hogy
n > ng esetén az

1

——0|<e¢

n
egyenlGtlenség teljestil. Mivel

1 1

1 0’ _!

n n
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. 1
Igy az —nal nagyobb indexii tagokra az
€

1
—

n

<€

egyenlotlenség teljestil. O]

5.4.2. Példa
Adjuk meg az alabbi sorozatok hatérértékét!

o n® —14n + 2%
. {“n}n=0:{m} |

)
n=0

Y

V2 16+7\
2 Abnkizo = {W

n=0

3. ekl = { vin? +1— ”}zo:o-

Megoldas:
1 14+2
. ConP—1dn+2 . on on3 A
L nhjgoan - nhjgon‘l —2n — 18 - anOO 2 18 - 0’
1= _ =
nd  nt
14—6+7
24647 \ [ |
2. limb, = lim n4+ 3+ zlim#zl
n—oo n— o0 n + n—oo 4+_
n

vVn2+1+n

3. lime, = limvn?2+1—-—n= lim <\/n2+1—n)~—:
\/m+n

n—oo n—o0 n—oo
1
2 2 -
. n“+1-n .
lim ——— = lim —n = 0.
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5.4.3. Tétel (mértani sorozat hatarértéke)
Legyen {a,}o2 o={q"}>,, ahol ¢ € R az in. mértani sorozat. Ekkor

0, ha |q| < 1
limg" =< 1, ha q=1
e divergens, ha |q| > 1 vagy g = —1

Bizonyitas:
Eldszor legyen |g| < 1. Igazoljuk, hogy barmely € > 0-hoz taldlhaté olyan ng
kiiszobszam, hogy n > ng esetén

(5.1) lq" — 0] < e.
Az utébbi egyenlGtlenség ekvivalens az alabbiakkal:

(5.2) " < e

(5.3) <ﬁ) > é

Alkalmazzuk az (5.3) egyenlétlenséghez a Bernoulli-egyenlStlenséget (3.3.2. Té-
tel):
(1+2)" > 1+ nz, x> -1,
ha
1

T = —
lq|

Nyilvanvalo, hogy
1\" 1 " 1
) = Ga)) = ()
4l lqi 4l

(5.4) 1+n-<i—1)>1,

Ha

lq| 3

akkor biztosan fenndll az (5.3) egyenl6tlenség és igy az (5.1) egyenlStlenség
is. Az (5.4) egyenl6tlenséghdl kapjuk, hogy az mindig teljesiil, ha

1—¢

n=ng>



88 5 SOROZATOK KONVERGENCIAJA

Tehat |g| < 1 esetén
lim ¢" = 0.

Ha ¢ = 1, akkor ¢" = 1, Vn-re, igy egy egyesekbdl all6 allandé elemi
sorozatunk van, amely konvergens és hatarértéke 1. Vizsgaljuk végezetiil
aq=—1¢és|q| > 1 eseteket. Ha ¢ = —1, akkor

" =1 és Pt =1
Ebbdl az kovetkezik, hogy a sorozatnak két torlédési helye van:
1 és -1,

ezért a sorozat divergens. Legyen végiil |¢g| > 1. Alkalmazzuk tdjra a
Bernoulli-féle egyenlStlenséget, ha z = ¢*> — 1. Ekkor

= = (1 (= 1)" 2 14 (1),

vagyis a sorozat paros indexii elemeibdl allé részsorozat || > 1 esetén min-
den hataron til no, ha n — oco. Igy a sorozat nem lehet korlatos és nem
lehet konvergens sem. O

5.4.4. Példa
Adjuk meg az alabbi sorozatok hatarértékét!

) iz = {75 9”}00 ;

8 n=0

-8~

0 = { b
n=0

- 22n71+3n+2 0
c) {entnto = {m}

Megoldas:
Az 5.4.3. Tétel alkalmazaséival:

5 Q)
a) lima, = lim7 — lim 8 8

n—oo n—oo n n—o00 1

n=0
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b) Tim b, = lim ;8 = lim - = 0;
1 1 n+9 3\"
. R AL S R 8
¢) lime, = lim = lim 5 =0
n—00 n—oo H - Hh" — 8 . 8N n—00 5
5-(5) -8

5.4.5. Tétel
Legyen q € R és
Sp=1+q+---+q".

1
FEkkor —1 < q < 1 esetén s, — o ¢ lg| > 1 esetben pedig (s,) divergens
—dq

sorozat.

Bizonyitas:
Ha ¢ = 1, akkor s,, = n — oo. Ha ¢ # 1, akkor

qn+1 -1
Sp = ————,
q—1
tehéat s, pontosan akkor konvergens, ha ¢" konvergens. Ez utébbi |¢| < 1
esetén teljesiil, és ekkor ¢"*! — 0, ahonnan az allitas adédik. O
5.4.6. Példa

Igazoljuk, hogy a 0, 771212... szakaszos végtelen tizedes tort racionalis szamot
allit eld!

Megoldas:
A 0,771212... szakaszos végtelen tizedes tort alakban megadott valds szam a
kovetkezd hatarértékkel egyezik meg:

i 7 n 12 n 12 T 12
m|\—+-—+-———=+t .t ] =
n—oo \ 100  10* = 10%-10? 104 - 10%n—2

77 . 12 I 14 1 T 7 N 12 1
=— + — - lim —t .t ==+ -
100~ 10* n—oo 102 (102)n—1 100 104 1— 1

102

T N 12 509
~ 100 9900 660
Ezzel az allitast igazoltuk.
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5.4.7. Lemma (a geometriai és szamtani kozépértékekre vonatkozé
egyenlé6tlenség)
Ha dy,ds, ..., d, nem mind eqyenlo pozitiv szamok, akkor

dy +d ... +d,
< 1+dg + ... +

5.5 V/dy-dy-...-dy ,
(5.5) 1+ dy -
illetve

di+dy+ ... +d,\"
(5.6) dl-dQ-...-dn<< BT ) .

n

Bizonyitas:
Ha n = 2, akkor

2 2
(5.7) (dlgdz) —d1d2=(d1;d2) >0,

ahol egyenl6ség csak di = do mellett all fenn, azaz (5.6) igaz.
Az (5.7) osszefiiggést alkalmazva n = 2% = 4 esetén:

2 2 4
dydydsd, < <d1;—d2) ‘ <d3+d4) < (d1+d2+d3—|—d4) |

2 - 4

tehat

dy + dy + ds + dy \*
(5.8) dydydsdy < ( L Z 3 4) ,
ahol egyenl6ség csak akkor van, ha dy = dy és d3 = dy, tovabba

d1+d2_d3+d4
2 2 7

tehat
di =dy=ds =d4

esetén. Hasonloképpen, n = 22 = 8 esetén kapjuk, hogy

d1+d2+...+d8>8

(5.9) dyds...dg < ( 3

egyenloség pedig csak dy = dy = d3 = dy = d5 = dg = d7 = dg esetén
lehet. Matematikai indukciéval igazolhatd, hogy (5.6) igaz mindazokban az
esetekben, amikor n = 2™ (2 hatvanya).
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Most megmutatjuk, hogy (5.6) tetszéleges n-re is fennall. Vialasszunk ki egy
pozitiv k > 0 szamot, amelyre

2k > n.

(Péld4ul, ha n = 11, akkor 2F = 2¢ = 16.)
A dy,ds, ...,d, szdmokhoz csatoljuk hozzd még a 2F — n szdmot, amelyek

mindegyike egyenlo a
di+dy+...+d, .

n

S

szamtani kozéppel:
di,dy,....,d,, S, S, ..., S.

n 2k —n,

Az igy kapott szdmokra az elobbiek szerint érvényes az allitas, azaz

ko 2k
bt 5ton < (et )

ok
Mivel
d1+d2—|—+dn:5n,
ezért
dy+dy+ ... +d, +(2"—n)S=2F.8
Tehat .
. 265
dy-dy.-dy- ST < (7> = 5%,
amelybol
dl-dg-...-dn<5",
azaz az allitas igaz minden n € N esetén. O]

5.4.8. Tétel (az {a,}>>, = {/a} —, sorozat hatirértéke)

lim ¥a =1 ha a > 0.

n—oo

Bizonyitas:
Ha a = 1, akkor az allitds nyilvanval6. Ha a # 1, akkor meg kell mutatnunk,
hogy van olyan ny index, amelynél nagyobb n-ekre

|[Va—1| <e
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tetszoleges pozitiv € esetén. Ha a > 1, akkor
|[Va—1|=3a—-1 & Va—1<c¢
ahonnan
a<(1+e)".
A Bernoulli-féle egyenlétlenséget alkalmazva

(14¢e)" > 14 ne > ne.

fgy, ha ne > a teljesiil, akkor (1 + &)™ > a is fenndll. Tehat n > ¢ ng

€
esetén teljesiil a konvergencia feltétele.
A masik eset, ha 0 < a < 1. Ekkor
[Va—1=1-%a é 1-3/a<e,
azaz
a>(1—¢e)".
Ha ¢ > 1 az egyenl6tlenség nyilvanval6. Ha € < 1, akkor (1 —¢)” — 0. Igy
van olyan n, amelyre a > (1 — €)" teljesiil barmely pozitiv e-ra. ]

5.4.9. Tétel (az {a,}>°, = {/n} ., sorozat hatarértéke)

lim /n =1

n—oo
Bizonyitas:
Alkalmazzuk a szamtani és mértani kozép kozotti Osszefliggést gy, hogy az
n szamot (ha n > 2) szorzat alakban irjuk fel:

Un = Q/\/ﬁ-\/ﬁ-y...&g2ﬁ+§”_2):1+2(i—1).

~ vnoon

Nyilvdn /n > 1, és a zdrdjelben 16v6 kifejezés nem negativ. Tehdt van
kétoldali becslés, mert n = 1,2 esetén is teljesiil,hogy
1< Yn<1+2 ! !
n — ——.
- - vnoon

Az egyenlotlenség két szélén allo

ars e {H?(%‘%)}w

sorozat konvergens és mindketté hatarértéke 1. A rendér-elv (5.1.7. Tétel)
szerint akkor az {/n} sorozat is konvergens és hatérértéke 1. O
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5.4.10. Példa
Hatéarozzuk meg az alabbi sorozatok hatarértékét!

) {ankis = { ” %} ;

16"
b) {bn}z, = { %} :
n=1

Megoldas:

3V o
lim /n 1

n—oo

n

a) lima, = lim

n—oo n—oo n

=1

lim {/16 lim /16
b) limb, = lim {/ — = —— - 57
n—o0 n—oo \ Hn lim V/5n3 lim /5 - (lim {L/ﬁ) b

5.4.11. Tétel (Euler-féle szam)
1 n [e o]

Az {a,}5e, = { (1 + —) } sorozat konvergens €s hatdrértéke e, azaz
n

n=1

} \"
lim (1 + —) =e.
n—oo n

Ez a hatarérték a nevezetes Euler-féle szam, amely irraciondlis és
e~ 2.718281828.

Bizonyitas:
Megmutatjuk, hogy az adott sorozat szigorian monoton névekvé és feliilrol
korlatos, amelybdl kovetkezik, hogy konvergens. El6szor belatjuk, hogy

1 n 1 n+1
(1—1——) <(1+ )
n n+1

fennall minden n € N esetén. Ismert, hogy a nem mind egyenlo pozitiv
dl, dg, ey dn szamok

dy+dy+ ...+ d,
n

szamtani kozépértéke és
\/dy-dy ... - d,
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mértani kozépértéke kozott fenndll az alabbi egyenlotlenség:

di+dy+ ...+ d,
< .
n

(5.10) Vdy-dy- ... dy
Felhasznélva ezt az egyenlGtlenséget az aldbbi (n + 1) szamra

1 1 1
1+= ), (14+=),..(1+=),1
n n n

v~
n

kapjuk, hogy

1 1 1
; (1+—)+(1+—)+...+<1+—)+1
- 1 n n n

n+1

1
14+=)+1
"( +n)+ _nblel

n+1 n+1 n+1’

n+1 1 " 1
1+ — <1+ —-.
n n+1

Az utébbi egyenl6tlenségben mindkét oldal pozitiv, ezért (n + 1)-edik
hatvanyra emelve kapjuk a sorozat monotonitésat:

1 n 1 n+1
(1+—) <(1+—) .
n n+1

Megmutatjuk, hogy a sorozat feliilrol korlatos, azaz 3K > 0, hogy

azaz

1 n

Felhasznélva ismét a mértani és szamtani kozépértékre vonatkozo egyenlotlenséget
az aldbbi (n 4 2) szdm esetén:

1 1 1\ 11
1+= ), (1+4=),(14+=),5=

/
v~
n

kapjuk, hogy
<1+1>+1+1
n n- —_— f— p—
- (1+1) _ n 2 2_n+2_1
n

< = =
n—+2 n+2

?

A~ =
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1\" 1
1+ =] =< 1.
( +n) 4

Mindkét oldalt (n + 2)-edik hatvanyra emelve kapjuk, hogy

azaz

1 n
(1+—) <4, VneN.
n

Ezek szerint a sorozat felilrél korlatos és K = 4. Tehat a sorozat konver-
gens. O

5.4.12. Megjegyzés
Legyen o € R, ekkor

lim (1 + —>n = e%.

5.4.13. Példa
Hatéarozzuk meg az alabbi sorozatok hatarértékét!
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{I/E

INTACIER g i
n n=1
Megoldas:
" -1\" 1
a) lima, = lim (1——) = lim <1+Q) —et="2;
n—0o0 n—:o0 n n— oo n e

2
b) lim b, = lim (1 + l)2” = <hm (1+ l)“) = e?;

n—o0 n—oo n

n 1+ — li
ez (1+2)
= lim
n—oo

¢) lim e, = li
) 1m c 1m (n+1

n—oo n— oo

1 n 1 n n
e) lim e, = lim [ - 1—|—E = lim (=] - lim 1_|_§ =0-€°=0;

" 1 1
d) limdn:hm( - ) R

5n n\ 5
(%) () e
f) lim f, = lim - = = == e
T (1 5 lim (14 G2)
2 n
n 1 -
| (510 | <+n> e
g) lim g, = lim = lim - = —=¢;
n—00 n—oo \ bn — 15 n—00 1— 3 e3
n

i) lim j, = lim

n—oo n—oo
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6 EcYVALTOZOS VALOS FUGGVENYEK

A fluggvény az egyik legfontosabb matematikai fogalom. A 2. fejezetben
mar bevezettiik altalanossagban a fliggvény fogalmét, mint két adott X, Y
halmaz elemei kozotti egyértelmi leképezést (hozzdrendelést):

f:X—=Y.

Megjegyeztiik, ha az X ésY a valds szamok halmazanak egy-egy részhalmaza,
akkor f-et valés fliggvénynek nevezziik.

6.1 ALAPFOGALMAK

6.1.1. Definici6 (egyvaltozés valéds fiiggvény)

Egyvdltozos wvalos f fiigguényen olyan figguényt értink, melynek Dy
értelmezési tartomdnya és Ry értékkészlete a walds szamok valamely
részhalmaza.

Jelolése:
f:R—=R, ahol @fCR, :RfCR.

6.1.2. Definici6 (helyettesitési érték)
Az egyvdltozos [ fuggvény adott xy € Dy helyhez rendelt

Yo = f(wo) € Ry
fligguényértéket a figguény xq-beli helyettesitési értékének nevezziik.

6.1.3. Példa
Legyen
f:R—R, f(z) =2 +1.

Hatarozzuk meg a fiiggvény helyettesitési értékét az xo = 0, az 1 = 2 és az
9 = 3 helyen!

Megoldas:

flwo) = f(0) =1; fla1) = f(2) =5 [flaz) = f(3) = 10.

6.1.4. Megjegyzés

Egy f fiiggvény egyértelmiien meghatdrozott, ha adott a D értelmezési tar-
tomany illetve az a hozzarendelési szabaly, amely egyértelmiien meghatarozza,
hogy az értelmezési tartomany minden egyes x € Dy eleméhez az Ry
értékkészlet mely y = f(z) eleme tartozik. Ez a hozzérendelési (leképzési)
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szabaly megadhaté képlettel, ekkor felirjuk azt a formulat, amellyel ki lehet
szamitani az f(x) helyettesitési értéket.
Példaul: )

f:R—R, f(x)::xgx—_”;

g:R—R, g(t) :=sint, te[0,2n].
Ennek a megaddsnak az a hatranya, hogy f(x), g(t) az x illetve ¢ helyen

vett helyettesitési értéket és a fiiggvényt is jeloli. Altaldban ez nem okoz
félreértést. Jol ismert az

172

342’

r € R,

v f(z) =

t— g(t) =sint, tel0,2n]

alakt felirdas is. Megadhatunk hozzarendelést tablazat, illetve grafikon
segitségével is, tovabba paraméteres alakban is lehetséges a fliggvények
megadasa.

6.1.5. Definicié (a fiiggvény grafikonja)

A Descartes-féle derékszogi koordindta-rendszerben az (x,y) = (z, f(x)) pon-
tok halmazdt, ha x € Dy az f figguény grafikonjdnak nevezzik, ha (x, f(z))
dbrdzolhato. Ekkor azy = f(z), x € Dy egyenlet a figguény gorbéjének
egyenlete.

6.1.6. Példa
A Dirichlet-féle fiiggvény:

nem abrazolhaté fliggvény.

6.1.7. Megjegyzés

Peter Gustave Lejune Dirichlet (1805-1859), német matematikus és fizikus.
A modern fiiggvényfogalom kialakitéja. A szamelmélet tovabbfejlesztoje
és a Fourier-sorok elméletének megalapozdja. Franciaorszaghdl menekiilt
hugenotta csaladbol szarmazott. Tehetsége hamar megmutatkozott.
Gottingenben Gauss tanitvanya volt. Harminckét évesen mar professzor volt
a breslaui (ma Wroctaw) egyetemen. Innen Berlinbe keriilt és Gauss haléla
utan egykori mestere helyét foglalta el. Kapcsolatot tartott fenn koranak
minden jelentés matematikusaval.
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6.1.8. Példa
Vazoljuk az

Ve, haz>0
[TR=R, f(z)= 1
——, haz <0
x
fliggvény gorbé;jét!
Megoldas:
A fiiggvény tulajdonsagai alapjan:
. W
6.1. abra

6.1.9. Példa
Az

y=1(t)

t-paraméteres egyenletrendszer az (x,y)-sik valamely gorbéjének 1in.
paraméteres egyenlete. Ha a ¢ leképezés kolcsonosen egyértelmii és D, =
Dy, akkor a fenti egyenletrendszer in. paraméteres megaddsu fliggvényt
hataroz meg.

Legyen

{ r=el)

{22l tepo
Yy =sint
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Mivel
2? +y* =sin’x + cos’x = 1,

igy

y==xVvI1-— a2

6.1.10. Definici6 (explicit és implicit alakban megadott fliggvények)
Az y = f(x) alakban megadott fiigguényt explicit alakinak mondjuk, mig az
F(z,y) = 0 egyenlettel meghatdrozott fiigguvényt implicit alakinak nevezziik.

Bizonyos feltételek mellett az implicit alakbdl felirhaté a fliggvény explicit
alakja.

6.1.11. Példa

Legyen az F(x,y) = z*>+y?—1 = 0 implicit alaki fiiggvény adott. Hay > 0,
akkor az y = f(z) = V1 — a2 explicit felirds adddik, illetve, amennyiben
y < 0, akkor az y = f(z) = —v/1 — 22 explicit alakhoz jutunk.

6.1.12. Definicié (fiiggvények egyenlésége)

Legyen adott az f és g figgvény, megfelelden a Dy és D, értelmezési tar-
tomdannyal. Az f €s g fiugguények egyenléek, ha megegyezik az értelmezési
tartomdnyuk és értékkészletik, azaz ha Dy = Dy = D és f(x) = g(x), Vo € D
esetén.

Ismert fliggvényekbdl - értelmezési tartomanyuk kozos részén - az
alapmiuveletek felhasznaldasaval 1j fiiggvényeket allithatunk el6.

6.1.13. Definicié (mifiveletek fiiggvényekkel)
Legyen adott az f és g fligguvény a Dy és D, értelmezési tartomdnnyal.

Az f és g fligguény:

o Gsszege az

Fi(x) = (f + 9)(z) == f(x) + g(x) figgvény, VY € (DyN Dy);
o kiilonbsége az

Fy(x) = (f = 9)(@) == f(x) —g(x) figgvény, Vax € (DyN Dy);
® szorzata az

Fy(x) = (f - 9)(x) := f(x) - g(x)  figgvény, Va & (DyN Dy);
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e hdnyadosa az
Fy(z) = (i) (x) = @) figguény, Yz e Din{z:g(x) # 0,2 € Dy}
g g(x) ’ o

6.1.14. Definicié (Gsszetett fiiggvény, fliggvények kompoziciéja)
Legyen f : R — R és g : R — R két egyvdltozos valos figguény. FEkkor
a Dy értelmezési tartomdnyi f Kilsé és Dy értelmezési tartomdnyi g belsé
fugguényekbdl dallo f o g dsszetett fligguényt a kovetkezdképpen értelmezziik:

h=fog:R—R, h(x):= f(g9(x)),

ahol a h fiugguény értelmezési tartomdnya a D, azon xy pontjaibol dll,
melyekhez tartozo g(xo) értékek beletartoznak D s-be:

Dfog =Dy = Dg N {.’L‘ : g(a:) S Df,.’l? S Dg}

Az osszetett h = f o g fligguény xo pontbeli helyettesitési értéke:
h(xo) = (f o g)(w0) = f(g(x0)), T0 € Dp.

fokg)

f(g(x,))

foby)

flgy)
,//

6.2. 4dbra
6.1.15. Példa
Legyen
f(z) = cosz, g(x) =37, z(z) =V1—ux,
ahol
D;=D, =R,
illetve

D,={zr:1-2>0,z€R}={z:2<1,zeR}
Ekkor
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_|_

() +g(z) =cosz+ 3%, Vxe (D;ND,) =R,
o Fy(zr)=g(x)—2(z)=3"-1—2z, VYze (D,ND,)=D,;

o F3(x) = f(z)-2(x) = (coszx)-v/1—x, Vxe(DfND,)=D,;
gl s
Fiz) z(x)  J1—2x’

Vee D,N (D N\{1}) =D, \ {1} ={z:z <1,z € R};
Fs(x) = foz=cos\/1—x, Vxe D,

Fy(z) =z0g9=+1-3",
Vee{r:1-3">0,z € R} ={z:2 <0,z € R}

6.1.16. Megjegyzés

Mar ismert, hogy ha az f : X — Y fliggvény bijektiv (azaz injektiv és
sziirjektiv, mas néven kolcsonosen egyértelmii leképezést 1étesit az X és Y
halmazok kozott), akkor 1étezik

Ly - X

inverz fiiggvény. Az invertdlds mfivelete sordnaz f : X — Y és f71:Y — X
fliggvények értelmezési tartomanya és értékkészlete szerepet cserél. Mindez
igaz egyvaltozds valos fiiggvényekre is.

6.1.17. Példa
Mutassuk meg, hogy az

ffR=R, f(r)=2+2, ze€D;=R, Rf=R
figgvény invertalhatd az egész Dy = R értelmezési tartomanyban és
ffT"R—=R, f'2)=2-2, x€Dp1=R.

Megoldas:
Az adott f(z) = x + 2 fliggvény esetén Dy = R, Ry = R és f minden valds
értéket egyszer vesz fel. Ezért 1étezik

fFl:R—R

inverz fliggvény. Az f fliggvény gorbéjének egyenlete y = = + 2. Felcserélve
a fiiggo és fiiggetlen valtozok szerepét kapjuk, hogy

T =Y+ 2,
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amelybdl adodik, hogy
Y= — 2a

vagyis az inverz fiiggvény:

YRR,  flYaz)=z-2

6.3. abra

6.1.18. Példa
Mutassuk meg, hogy az

‘R—R, f(z):=2% D;CR,
f !

a teljes értelmezési tartomanyaban nem invertalhaté! Adjunk meg egy olyan
intervallumot, ahol létezik az f~! inverz fiiggvény!

Megoldas:
Mivel a fliggvény minden pozitiv valés értéket két helyen vesz fel:

flxzo) = xf = (—x0)® = f(—x0), € R\ {0},

ezért a teljes értelmezési tartomanydban nem invertalhaté. Azonban, ha
a Dy = R értelmezési tartomanyt lesziikitjik a pozitiv valés szamok hal-
mazara:

D; =R*,
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azaz ha

f:Rt = R*,
akkor
fla) = f(b) =a® = b* = (a—b)(a+b)
miatt barmely a,b € R, a # b esetén

fla) = f(b) # 0,

azaz
fla) # f(b).

Tehat fennéll az invertalhatésag feltétele. A valtozdk szerepét felcserélve az

y = 2 egyenletben kapjuk, hogy

ahonnan

igy az inverz fiiggvény:

f71:R+_>R+’ f’l(a:):\/i.

0.5

6.4. abra
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6.2 FUGGVENYTRANSZFORMACIO

Egy fiiggvény gorbéjének megrajzoldsat a Descartes-féle derékszogi ko-
ordindtarendszerben megkonnyiti, ha valamely ismert grafikonu fiiggvény
megfelel6 geometriai transzformécidjanak segitségével jutunk el a keresett
gorbéhez. Az alabbi fiiggvénytranszformacidkat emeljiik ki:

Eltolas az y-tengely mentén

Az y = f(z) + a, a € R fliggvény (x, f(x) + a) grafikonja az f fliggvény
(x, f(x)) grafikonjanak az y-tengely mentén |a| egységli eltolassal kaphato
meg. Ha a > 0, akkor az y-tengely pozitiv irdnyaba, ha pedig a < 0 akkor
az y-tengely negativ irdnyaba torténik az eltolés.

6.2.1. Példa
Legyen f(z) = 2® + 2, z € R. Rajzoljuk meg a fiiggvény grafikonjat!

Megoldas:
A fiiggvény grafikonjat a g(r) = 2%, z € R fiiggvény gorbéjének 2 egységli
"felfelé” valo eltolasaval kapjuk.

<

9x)=xX

0 1 2 3

6.5. abra
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Eltolas az r-tengely mentén

Az y = f(x —b), b € R figgvény (x,f(r — b)) grafikonja az f
figgvény (z, f(z)) grafikonjanak az z-tengely mentén |b| nagysdgu eltoldssal
szarmaztathaté. Ha b > 0, akkor az z-tengely pozitiv irdnyaba, ha pedig
b < 0 akkor az x-tengely negativ iranyaba valdsitjuk meg az eltoldst.

6.2.2. Példa
Legyen g(x) = x%. Rajzoljuk fel az f(z) = (z — 1)? fiiggvény grafikonjat!

Megoldas:
A 6.6. &bran piros szinnel a g(x) = 2? fiiggvényt, kék szinnel pedig az
f(x) = (x — 1)? fiiggvényt abrazoltuk.

6.6. abra

Nyuijtas (vagy zsugoritis) az y-tengely mentén

Az y = ¢ f(x), ¢ € R figgvény (x,c - f(z)) grafikonja az f fliggvény
(x, f(x)) gorbéjébdl az y-tengely menti |c|-szeres nyujtassal (zsugoritdssal)
szarmaztathaté. Ha ¢ < 0, akkor ¢ - f(z) grafikonjat a |c| - f(x) fliggvény
gorbéjének az x-tengelyre vett tiikkrozésével kapjuk meg. Ha |¢| > 1 akkor
nytjtunk, ha |¢| < 1 akkor zsugoritunk.
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6.2.3. Példa )
Legyen f(z) = 2. Rajzoljuk fel az g(z) = 3z% és a h(z) = §x2 illetve az
I(z) = —3a2? fiiggvények gorbéjét!

Megoldas:

A 6.7. dbran fekete szinnel az f(x) = x? fliggvényt, piros szinnel a g(x) = 322

fiiggvényt, zold szinnel a h(x) = §x2 fliggvényt és lila szinnel az [(z) = —32?

fliggvényt abrazoltuk.

-6

6.7. 4dbra

Nyuijtas (vagy zsugoritis) az z-tengely mentén

Az y = f(%), d € R\ {0}, (%) € Dy fiiggvény (z, f (%)) gorbéje
az [ fuggvény (x, f(x)) grafikonjdnak z-tengely menti |d|-szeres nyujtassal
(|d| > 1) vagy zsugoritasaval (|d| < 1) szdrmaztathaté. Ha d < 0, akkor
az (:L‘, f (3)) gorbét az <x, f (%)) grafikonbdl kapjuk az y-tengelyre vett

tikrozéssel.

6.2.4. Példa

2
Legyen f(x) = x2. Rajzoljuk fel a g(z) = <§> fliggvény grafikonjat!
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Megoldas:

N 2
Fekete szinnel az f(z) = z? fiiggvényt, piros szinnel a g(z) = <§> fliggvényt

abrazoltuk a 6.8. dbran.

Tikrozés az z-tengelyre

Az y = —f(x) fuggvény gorbéjét megkapjuk, ha az y = f(x) figgvény
grafikonjat tikrozziik az x-tengelyre.

Tikrozés az y-tengelyre

Az y = f(—=x) figgvény gorbéjét megkapjuk, ha az y = f(x) figgvény
grafikonjat tiikrozzik az y-tengelyre.

6.3 EGYVALTOZOS FUGGVENYEK EGYES INTERVALLUMBELI
TULAJDONSAGAI

A 3.6 alfejezetben megkiilonboztettiik a szamegyenes kiillonbozé tipusi inter-
vallumait. Most ismertetjiik az egyvaltozos f fliggvény egyes tulajdonsagait,
amelyek teljesiilhetnek vagy az egész Dy értelmezési tartomédnyban, vagy an-
nak egy bizonyos I C Dy részintervalluman.
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6.3.1. Definicié (fiiggvény monotonitasa)

Az f + Dy — R walds egyvdltozos figguényt értelmezési tartomdnydnak
valamely I C Dy részintervallumdn monoton novekvének illetve monoton
csokkenonek nevezzik, ha Vx,,xo € I, x1 < 9 esetén

f(x1) < f(w2)

illetve Vaq,x9 € I, 11 < 19 esetén

fz1) = f(z2).

Az [ Dy — R fiigguényt szigorian monoton novekvonek illetve szigorian
monoton csokkenonek mondjuk az I intervallumon, ha Vxy,xo € I, 11 < 29
esetén f(xy1) < f(xq) illetve Vay, 29 € I, 1 < X9 esetén f(xy) > f(x2).

6.3.2. Definicié (fiiggvény korlatossiga)

Az f: Dy — R egyvdltozos valds figguényt az I C Dy részintervallumon
alulrdl illetve felulrol korldtosnak nevezzik, ha létezik olyan k illetve K wvalos
szam, hogy Vx € I esetén

k< f(x) illetve f(zx)<K.

Ha az [ figguény alulrol és felilrol korlatos figgvény, akkor korldtosnak
nevezzuk.

Nyilvanvaléan a korlatossag azt fejezi ki, hogy a fiiggvény gorbéje az I C Dy
intervallumon az y = k és y = K egyenesek altal hatarolt savban talalhato.

6.9. abra
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6.3.3. Példa
Korldtos-e az f : R — R, f(z) :=

intervallumon?

SR figgvény az I = R = (—o00,0)
x

Megoldas:
Mivel f(z) > 0, Vo € R esetén, ezért f alulrdl korlétos és k = 0. Tovabba

1 1

_= < = — V GR‘ .
2422240 2 ve e

f(x)

Ezért f(z) < = = K. Tehat a fiiggvény korlatos.

1
2

6.10. abra

Legyen I = [a,b] az [ : R — R fiiggvény értelmezési tartomanydnak egy
zart intervalluma. Tekintsiik az f : R — R fiiggvény gorbéjének az |a, b|
intervallumhoz tartozé darabjat.

6.3.4. Definici6é (konvex, konkav fiiggvény )
Az f: R — R fiigguény konvex (felilrél dombori) az |a,b] intervallumon, ha
Vay, xo € (a,b) és0 < a <1 esetén az

flary + (1 —a)z) < a- f(z1) + (1 — a)f(72)
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egyenlotlenség teljesul. Ha az

flary + (1 —a)zg) > a- f(z1) + (1 — a) f(72)

egyenltlenség dll fenn, akkor az f : R — R fliggvény konkdv (alulrél homori)
az (a,b) intervallumon.

6.3.5. Megjegyzés
A konvex illetve konkav tulajdonsidgnak az alabbi egyszeri geometriai
szemléltetés felel meg. Ismeretes, hogy barmely u,v € [a,b], u < v esetén
a gorbe (u, f(u)) és (v, f(v)) pontjait Gsszekdtd egyenes (hir) egyenlete a
kovetkezoképpen irhato fel:

v) — f(u

y:M(:c—u)+f(u), x € (u,v).

v—u
Az f: R — R fliggvény az [a, b] intervallumon konvex (feliilr6l domborii), ha
bérmely (u,v) € [a,b], u < v esetén minden = € (u,v)-re teljesiil az

f(w) = f(u)

V—Uu

(6.1) flx) < (z —u) + f(u)

egyenlGtlenség, azaz a fliggvény gorbéjének barmely {ve az iv végpontjait
0sszekoto hur alatt helyezkedik el.

y

6.11. abra
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Ha barmely (u,v) € [a,b], u < v esetén minden x € (u,v)-re

fw) = f(u)

V—Uu

(6.2) fz) = (z —u) + f(u)

teljesiil, akkor a fiiggvény konkav (alulrél dombori) az [a, b] intervallumon.
Ekkor barmely ive a gérbének a hur felett van.

y

6.12. 4dbra

6.3.6. Példa

Az f: R =R, f(x) = Az + B, A,B € R, A # 0 linedris fiiggvény az |[a, b|
intervallumon egyszerre konvex és konkav is, mivel a (6.1) és a (6.2) relacick
egyszerre teljestilnek egyenldség esetén.

6.3.7. Definici6é (paros és paratlan fiiggvény )
Az f: Dy — R fiiggvényt pdrosnak illetve pdratlannak nevezzik, ha

o Vx € Dy esetén —x € Dy s teljesil és
o f(x)= f(—x) illetve f(—x) = —f(x).

6.3.8. Megjegyzés
A paros fliggvény grafikonja az y-tengelyre, mig a paratlan fiiggvény gorbéje
az origora szimmetrikus.
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6.3.9. Példa
Az f(x) = 22, € R péros fiiggvény, a g(z) = 2x, v € R paratlan fiiggvény.

6.13. 4bra

Ismeretes a trigonometrikus fiiggvények periodicitasa.

6.3.10. Definicié (periodikus fiiggvény )
Az f: R — R fugguényt periodikusnak nevezzik, ha létezik olyan pozitiv T
szdam, hogy minden x € Dg-re és (x + kT)-re, ahol k € Z

f(z) = f(z+kT)

teljesiil, ha (x+kT') € Dy. Azt a legkisebb T' szdmot, melyre fenndll az utobbi
egyenldség, a fugguény periodusinak mondjuk.

A periodikus fiiggvény képe a T periddusonként ismétlodik.

6.3.11. Példa
Viézoljuk az

fla) = 2z, hao<z<1
| f(z+1), egyébként, z € R

fiiggvény grafikonjat!
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Megoldas:
A fiiggvény periddusa: T = 1.

6.14. abra

6.3.12. Példa
Bizonyitsuk be, hogy az f : R — R,

1, ha x racionalis
)=

0, ha x irracionalis

un.  Dirichlet-féle fiiggvénynek minden 0-t6l kiilénboz6 racionalis szam
periddusa! Létezik-e olyan irracionalis szam, amelyik periédusa f-nek?

Megoldas:

Legyen r € Q, r # 0. Ha x € Q, akkor x + 7 € Q, mig x € (R\ Q) esetén
x+re (R\Q). Ezért f(x+7r)= f(x) minden z valés szdmra, azaz minden
r peridodusa f-nek.

Irraciondlis szdm nem lehet periédusa f-nek: ha p € (R\ Q) periédusa lenne

f-nek, akkor
0=f(=p)=f(-p+p)=f(0)=1

teljesiilne. Ez ellentmondéashoz vezet.
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6.3.13. Definici6 (globalis maximum, minimum )
Az [+ Dy — R fiiggvénynek az értelmezési tartomdny valamelyik a € Dy
pontjaban globdlis maximuma illetve globalis minimuma van, ha

f(z) < f(a) illetve f(x)> f(a), Vze D\ {a}.

6.3.14. Definici6 (lokilis maximum, minimum )

Az f + Dy — R fugguénynek az a € Dy helyen lokdlis maximuma illetve
lokdlis minimuma van, ha létezik a-nak olyan Ks(a) ={z € R: |z —a| < 6}
0-sugariu kornyezete amelyre teljesiil, hogy

f(z) < fla) illetve f(x)> f(a), Vae€ Ks(a)N Dy.

6.3.15. Példa
Legyen f(z) = 22+ 1, x € R. Az adott fiiggvénynek az x = 0 helyen globélis
minimuma van.

f

Pmin(0’1)

6.15. 4bra

6.4 EcYVALTOZOS FUGGVENY HATARERTEKE

A 4.3 alfejezetben bevezettiik a hatarérték fogalmat numerikus sorozatok
esetén. Most egyvaltozos fiiggvényre vonatkozdan targyaljuk a hatarérték
fogalmat.
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6.4.1. Definicié (d-sugari kornyezet)
Az xg € R 0-sugari kérnyezetén a

Ks(zg) :=={z € R: |x — x| <} = (xg — 0,20 + 0)
halmazt értyik.

6.4.2. Definici6 (d-sugari bal oldali kérnyezet)
Az xy € R d-sugari bal oldali kornyezetén a

Ks (xo) ={r€R:ap—d <z <o} = (20 — I, 20)
halmazt értyik.

6.4.3. Definici6 (d-sugari jobb oldali kérnyezet)
Az xy € R d-sugari jobb oldali kornyezetén a

Ksi(zo) ={x € R:xo <z <0+ 0} = (20,70 + 9)
halmazt értyik.

6.4.4. Definicié (a hatarérték Cauchy-féle megfogalmazasa )

Legyen az f : R — R figguény értelmezett az xy véges pont valamely -
sugard K. (zo) kornyezetében, kivéve esetleg az xo pontot. (Az xy pont a
Dy értelmezési tartomdny torldddsi pontja, hiszen kornyezete végtelen szamai
pontot tartalmaz.) Akkor mondjuk, hogy az A € R szam az f figguény xg
helyen vett hatdrértéke, ha ¥ € > 0 esetén 3 6 = d(e) > 0 (6 <), melyre ¥V
x € Ks(xg) esetén, azaz |x — x| < 9§, akkor

(6.3) |f(z) — Al <e

Jelolése: lim f(x) = A. Olvasva: limesz f(x), ha x tart zo-hoz.
Tr—XT0
6.4.5. Definicié (a hatarérték Heine-féle megfogalmazasa )
Legyen az f : R — R figgvény értelmezett az xq véges pont valamely 0-
sugari Ks(xo) kornyezetében, kivéve esetleg az xo pontot (xy torldddsi pontja
Dy¢-nek). Akkor mondjuk, hogy az A € R szdm az f figgvény xo pontban vett
hatdrértéke, ha minden olyan {x,}5°, szdmsorozat esetén, amelyre
(6.4) lim z,, = z, z, € Ks(xo)

n—oo

teljesil, hogy

(6.5) lim f(x,) = A.

n—o0o
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6.4.6. Megjegyzés
A Heine-féle definiciébdl kovetkezik, hogy a fliggvény hatarértéke egyértelmtien
meghatarozott, hiszen szamsorozat hatarértékeként vezettiik be. Ez utébbira
pedig érvényes az unicitas.

6.4.7. Példa
[gazoljuk, hogy az f : R — R,

3z, haxeR\ {1}
f(x):{ 5, haz=1

fiiggvény hatarértéke az xg = 1 helyen 3, azaz:

lim f(z) = 3.

z—1
Megoldas:
Alkalmazzuk a Cauchy-féle definiciét. Tetszoleges € > 0 esetén valasszuk
i(e) = % -nak, azaz legyen |x — xo| = | — 1| < % Ekkor

‘f(x)_3|:|3:c—3‘:3|3:—1’<3.§:8_

Tehat valoban
lim f(z) = 3.

r—1

Vegyiik észre viszont, hogy a fiiggvény helyettesitési értéke az xo = 1 helyen
D.

f(x)

6.16. abra
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6.4.8. Lemma (a Cauchy- és a Heine-féle definiciék ekvivalenciija)
A hatarérték Cauchy-féle és Heine-féle definicidja ekvivalensek.

Bizonyitas:

Igazoljuk, hogy a Cauchy-féle definiciébol kovetkezik a Heine-féle definicié.
Mivel az zy pont torlédasi pont, ezért ki tudunk valasztani az értelmezési
tartoméany Kj(zo) kornyezetébdl egy

(6.6) {za}oZs, 2 #0

szamsorozatot, amely o -hoz konvergal:

(6.7) lim z,, = x.

A sorozat hatarértékének definicidja szerint a (6.3)-ban szereplé § szamnak
megfelel egy n = ny(d) € N index, amelyre n > ng(d) esetén
|z, — 20| <0
és (6.3) szerint ekkor
(6.8) |f(z,) — A <e.

A (6.8) egyenl6tlenségbdl kapjuk a Heine-féle definiciéban szereplé (6.5)
egyenloséget.

Most pedig indirekt uton beldtjuk, hogy a Heine-féle definiciobdl kovetkezik
a Cauchy-féle. Indirekt feltevésiink a kovetkezo: Ve > 0 -hoz mindig létezik
olyan © = T # x¢ érték, hogy |T — xg| < 0 esetén

(6.9) |[f(x) = Al = .
Legyen {6, }22, egy pozitiv szdimokbdl &ll6 nulldhoz tarté sorozat, azaz

lim 6,, = 0.

n—oo

Az indirekt feltevésiink alapjan V 6 = d,, szamhoz 1étezik olyan = = 7,
melyre [T, — zo| < J,, esetén

(6.10) |f(@n) — Al > €.
[gy el6allt egy

—_— e — — — o0
L1,T2, T3,y ..c; Tpy -oo = {wn}nzl

sorozat, melyre

Tp — Xo| < On, n=123,..
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Mivel
lim 9, = 0,

n—o0

ezért
lim Tn = X29-

n—oo

A Heine-féle definiciobdl kovetkezik, hogy az

f(fl)v f(j2)7 f(f3)7 7f(fn)7 R {f(fn)}zozl

szamsorozat A-hoz konvergdl. Ez viszont ellentmond a (6.10) feltételnek,

mivel ez utébbi szerint |f(Z,) — A| > e.

6.4.9. Megjegyzés

]

A hatarérték kiszamitasara e két definicié nem hasznalhato, mivel alkalma-
zasukhoz a hatarérték ismerete sziikséges. Az un. Cauchy-féle kritérium
segitségével a hatarérték ismerete nélkiill tudjuk eldonteni a hatarérték

1étezését.

6.4.10. Tétel (Cauchy-féle kritérium a hatarérték létezésére)
Az f + Dy — R wvalds egyvdltozds fugguénynek az xo € Dy helyen vett
hatarértéke akkor és csak akkor létezik, ha ¥ € > 0 esetén taldlhato olyan

d(e) > 0, melyre

(6.11) |lx — x| <6, |y— x| <9, x,y € Dy,
esetén

(6.12) [f(x) = fly)] <e.
Bizonyitas:

Sziikségesség. Adott, hogy 1étezik véges hatarérték:

lim f(z) = A.

T—T0

Ekkor V € > 0 esetén létezik olyan 6 = §(¢) > 0, melyre

|v — x| <0 esetén |f($)—A|<%.

Feltételezziik, hogy y-ra is fennall az

ly —xo| <6

x;y#ﬂvo
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egyenlotlenség és igy
€
[fly) —Al <3

is teljesiil. Ezek alapjan:
[f(@) = f)l =1f(z) = A+ (=fly) + A)| < %Jrg

Elégségesség. Adott, hogy fennall (6.11) és (6.12). Belatjuk, hogy
létezik hatérérték. Legyen {z,}3%,, =, € Dy egy tetszbleges zo-hoz tartd
szdmsorozat (ilyen 1étezik, mivel zy torlédasi pont):

= £

lim x,, = xg.

n—oo

Ekkor 1étezik n = ng(d), melyre n > ng és m > ny esetén
|z, — x| <6 és  |xm, — x| < 9.
Tovabba a (6.11) és a (6.12) feltételek alapjan

(6.13) [f(zn) = fzm)] <e.

teljesiil. A (6.13) egyenlétlenség az 5.2.2 Tétel (Cauchy-féle konvergenci-
akritérium) alapjan azt jelenti, hogy az

{f(In)}ff:l

szamsorozat konvergens, melynek hatarértékét jeloljiilk A-val.

(6.14) lim f(z,) = A.

Mar csak azt kell igazolni, hogy A fiiggetlen az {z, } szdmsorozattdl.

Legyen {7, }°°, egy mésik z-hoz tart6 szamsorozat:

lim Z,, = 0.

n—oo

A bizonyftottak alapjan az {f(Z,)};Z, szdmsorozat is konvergens, melynek
hatarértéke legyen A:

(6.15) lim f(7,) = A.

n—oo

Az A = A egyenléség bizonyitasa céljabdl feltételezziik, hogy A # A. Ezek
utén kivalasztunk egy jabb szdmsorozatot, mely magaba foglalja az {x, }°2
és {7, }22 | sorozatok elemeit:

(616) thl?w%f%-~-7$n7fn7~--
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A (6.16) szamsorozat nyilvanvaléan zg-hoz konvergal. A (6.16) szamsorozat
az

(6'17) f(x1>7f<fl)a f(x2)7 f(§2)7 R3] f(xn)a f(fn%

szamsorozathoz vezet, amely divergens, hiszen két kiilonbozé torlodasi pon-
tja van (A # A). Ellentmondésra jutottunk, hiszen mér bizonyitottuk, hogy
a (6.17) sorozatnak létezik hatérértéke. O

Cauchy-féle megfogalmazasban megadhatjuk az in. baloldali és jobboldali
hatarérték fogalmat.

6.4.11. Definici6 (bal oldali és jobb oldali hatarérték)

Akkor mondjuk, hogy az A_ szam az f : Dy — R fiigguény xo pontban vett
bal oldali hatdrértéke, ha ¥ € > 0 esetén 3 § = 6(e¢) > 0, hogy ¥V = €
D¢ () Ks—(x0) esetén

(6.18) f(z)— A_| <&

Jelolése: lim f(z) = A_.

r—x9—0
Az Ay szam az f : Dy — R fiigguény xo helyen vett jobb oldali hatdrértéke,
haV e >0 esetén 30 =0(c) >0, hogy ¥V © € Dy Ksi(x0) esetén

(6.19) [f(x) = Ayf <e

Jelolése: lim f(z) = Ay.
r—x0+0
6.4.12. Tétel (sziikséges és elégséges feltétel a hatarérték 1étezésére)
Az egyvdltozos f : Dy — R fiiggvénynek az xo helyen akkor és csak akkor
létezik hatdrértéke, ha létezik az xo pontban bal és jobb oldali hatarérték és a
két féloldali hatdarérték megegyezik. Ez a kozos A érték az [ figguény xq-beli
hatdrértéke:

(6.20) lim f(z)= lim f(x)=A <& limf(x)=A4
rz—x0—0 r—x0+0 xr—x0
Bizonyitas:
Sziikségesség. Ha lim f(z) = A, akkor a Heine-féle definici6 alapjan

T—x0
barmely xo-hoz konvergédlé bal oldali {x}5°,, =, < xy és jobb oldali

{xF}oe,, xt > xy sorozatok esetén léteznie kell az aldbbi hatdrértékeknek:

(6.21) lim f(x,)=A és lim f(z}) = A,

n—oo n—oo
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tehat
(6.22) lim f(zx)= lim f(z)=A.

x—2x0—0 x—2x0+0
Elégségesség. Az (6.22) egyenléséghol indulunk ki. Tekintsiik az zy szam
d-sugari (xg — 0,z + 0) kornyezetét és az A szam e-sugari (A — e, A +¢)
kornyezetét. Feltételeink szerint x € Dy N Ks_(z0) és x € Dy N Ky (20), igy

(6.23) |f(x) — A| <e.
Tehat a hatarérték Cauchy-féle definicidja értelmében:
(6.24) lim f(z) = A.

Tr—XT0

]

Altaldnosithaté a fliggvény hatarértékének fogalma végtelen A illetve xg
esetén is.

6.4.13. Definici6 (végtelen hatarérték)

Azt mondjuk, hogy az f : Dy — R fiiggvénynek véges xy pontban vett
hatdrértéke +oo illetve —oo, ha ¥V A > 0-hoz illetve B < 0-hoz 3 6 = §(A)
illetve 6 = §(B) gy, hogy ¥V = € Dy N Ks(xg) esetén

(6.25) flz) > A lletve f(x) < B
Jelolése: lim f(x) = 400 illetve lim f(x) = —oc.
T—x0 T—x0

6.4.14. Példa )

Igazoljuk, hogy lirr(l)—2 = 400, Dy =R\ {0}.
x—0r

Megoldas:

Igazolnunk kell, hogy V A-hoz 3 § = §(A), melyre |z — x¢| = |z — 0] < §
esetén

1

;>A,
melybol

J;2<l
T
L J ! Ha |z — 0| < ! kk
egyen 0 = —. Ha |z — —, akkor
1

2
<_
x T

azaz .
;>A.
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6.4.15. Definicié (hatarérték a végtelenben)

Legyen az f : Dy — R fligguény értelmezési tartomdnya felilrél nem korldatos.
Az f figguény +oo-ben vett hatdrértéke a A szdm, haV ¢ > 0 estén 4 6 =
d(e) > 0 szdm gy, hogy ¥V © € Dy és x > 0 esetén

(6.26) |f(z) — Al <e
teljesuil.
Jelolése: lirf flz)=A.

6.4.16. Példa 1
Igazoljuk, hogy lim — =0, Dy =R\ {0}.

ac—>+oo$2
Megoldas:
Valéban, V ¢ > 0 esetén 3 6 = d(¢) > 0, melyre = > 0(e) esetén
1 1
; — 0] = ﬁ <ég,
melybol
9 1
22> -,
5
azaz
1
x> —=

Tehat, ha x > § = akkor

T2

——O‘ < €, azaz

1
\/E?

A hatarérték kiszamitasat megkonnyiti az alabbi allitas.

6.4.17. Tétel (a hatarérték miiveleti tulajdonsagai)
Ha az f : Dy — R és g : Dy — R figguvényeknek az xy helyen létezik
hatarértéke:

(6.27) lim f(x) = A és limg(x)= B,

T—T0 T—T0

akkor a két fugguény dsszegének, kiilonbségének, szorzatdnak és hanyadosanak
15 létezik hatdrértéke az xy pontban, mégpedig:

1. lim (c- f(x)) =c- lim f(z) =c- A, (c € R);

T—T0 T—X0
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2. lim (f(z) £ g(x)) = lim f(z) £ limg(z) = A+ B;

T—x0 T—xQ T—T0
3. lim (f(z) - g(z)) = lim f(x) - limg(z) = A- B;
T—x0 T—x0 T—T0

lim f(x)
. f(z) _ z—m .
' xlgla}og(x) ~ limg(z) B’ ha B #0.

T—T0

Bizonyitas:
Csak a 2. allitast bizonyitjuk. Az A és B hatarértékek 1étezése miatt:
Ve > 0 esetén 36, = 4;(¢) ugy, hogy |xr — xo| < 1 esetén

£
1)~ A< 5,
illetve V & > 0 esetén 3o = d2() gy, hogy |x — x| < 2 esetén
£
— B| < +.
ola) — Bl < &

Legyen § = min{dy, da}. Ekkor V & > 0 esetén 30 = () ugy, hogy |z —xo| < 0
esetén

e €

|f(2) +g(2) = (A+ B)| < |f(2) = Al +|g(2) = B < 5 + 5

= £.

6.4.18. Példa )

Szamitsuk ki a lirq hatarértéket!
T— X
Megoldas:
002 44 Mm@t +4) 5y
lim =1 . = = 6.
z—1 x hmm 1

r—1

6.4.19. Tétel (véges hatarérték 1étezésébdl kovetkezb korlatossig)
Ha létezik véges lim f(x) = A hatarérték, akkor az xo pont valamely
T—XT(Q

kornyezetében az f fugguény korldtos.

Bizonyitas:
A hatéarérték 1étezésébol:
V e > 0 esetén 39 = () dgy, hogy V x € Dy N K;(xo) esetén

|f(z) — A <e.
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Az abszolut érték tulajdonsdgai miatt:
1f (@) = [All < [f(z) — A] <&,

azaz

1f (@) = Al <e.

Tehat
Al —e < |f(2)] < |A] +e.

Vagyis f(x) korlatos.

6.4.20. Tétel (a fiiggvény abszolit értékének hatarértékérol)

Ha létezik a véges lim f(x) = A hatdrérték, akkor a lim |f(x)| =
r—xQ T—x0

hatarérték is létezik.

Bizonyitas:
Az €l6z6 tétel bizonyitdsabdl kovetkezik, hogy || f(x)| — |A|| < e.

6.4.21. Megjegyzés
Az el6z6 tétel megforditasa nem igaz.

6.4.22. Példa .

Létezik-e hatarértéke az o = 0 helyen az f(z) = - és |f(x)] =

fiiggvényeknek?

Megoldas:
Kiszamitjuk az zy = 0-beli bal- és jobboldali hatarértékeket:

.1 .
lim — = —o00 # lim — = 400,
x—0-01 z—0+02

1
azaz az f(x) = — fliggvénynek =y = 0-ban nincs hatérértéke.
T

|A]

|z]
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[f(x)I

6.17. abra
Azonban,
o1
lim— = +o00.
0]

6.4.23. Tétel (nevezetes hatarértékek)

=1L, z#0,z€eR

1\* 1\*
b) lim (1 + —> = lim (1 + —) =e
Tr——400 €T T——00 €T

¢) lim (1 + %)x =e’,aeR, a#0, € (—o0,—|a|)U(|a],+00)

T—+00
Bizonyitas:

A tétel a) részét bizonyitjuk. Eldszor igazoljuk, hogy

™
sinx < x < tgr, ha O<x<§.

Tekintsiik az alabbi R sugaru kort.
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6.18. abra

Jeloljiik ki B-t a korvonalon az els6 siknegyedben, majd készitsiik el az AC
érintot. Ekkor:

SnoaB < Soapkércikk < Sr0AC-

Mivel

1 1 R2si R2si
SADAB:QDA'BD:§RSinx(R—Rcosg;): Szlnl‘ _ sm;cosgc;

R’sinxcosx R?sinz R?sinxcosx R?sinz

SnroaB = + — = ;

2 2 2 2
R2 T 14 A .00 .
SoaBkércikk = 5 radidnban mért "x” sz0og;
és ,
t
Snoac = =0A-AC = R?. 28

2 2

Tehat )
Resinz 1 1
< —R*r < —~R%
2 T TS gt

azaz

sinz <z < tgw.
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Feltéve, hogy 0 < z < g adddik, hogy sinx > 0. Tehat

T 1
1< — < .
sinx  cosz
Attérve a reciprokokra:
sin x
1> > COS
T
Tovabba )
sinx
— < —cosz,
T
azaz )
sin x
0<1-— <1 —-cosz.
Azonban
1 —cosx <z,
mivel
2
T T T T T T r x
1—cosx=cos?= +sin?= —cos? = +sin’= =2sin’ = <2- 2. S <<z
2 2 2 2 2 2 2 2 ’

ha xr < 2. Ezért )
sinx

0<1-—

<,
T

illetve
sinx
<|z|.

-

X

A definici6 szerint, ha V e > 0 esetén 3 0 = 0(e) = ¢, |x — 0] < 0 = ¢ esetén

’ 1 sin « N
T
azaz
. sinzx
lim =1.
x—0
O]
6.4.24. Példa
. . .. sin3dx e
Szamitsuk ki a hH(l) hatarértéket!
r— ‘T
Megoldas:
sin 3z sin3x 3 3
lim = lim — ==
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7 FOLYTONOS FUGGVENYEK. SZAKADASI HELYEK

A gyakorlatban igen fontos szerepiik van a folytonos fiiggvényeknek.

7.1 FOLYTONOS FUGGVENYEK

7.1.1. Definicié (folytonos fliggvény)
Az f: Dy — R figguényt az xy € Dy helyen folytonosnak nevezzik, ha az x
helyen létezik hatarértéke és helyettesitési értéke, és ezek megegyeznek:

lim f(2) = f(z0).
7.1.2. Megjegyzés

1. A hatarérték Cauchy-féle definicidja szerint a fenti definicid azt jelenti,
hogy V € > 0 esetén 3 § = () tgy, hogy |xr — x| < I esetén

[f(x) = flzo)| <€
teljestil.

2. Szemléletesen a folytonossag azt jelenti, hogy ha az xqg = a szamot
kismértékben megvaltoztatjuk, akkor az f(z¢) = f(a) fliggvényérték is
csak kicsit valtozik.

-2

7.1. 4bra
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7.1.3. Definicié (balrdl illetve jobbrdl folytonos fiiggvény)

Az f: Dy — R fiigguényt az o € Dy helyen balrol illetve jobbrol folytonosnak
nevezzik, ha létezik az xo pontban baloldali illetve jobboldali hatdrértéke és
ezek a féloldali hatdrértékek egybeesnek az xo-beli helyettesitési értékkel:

lim f(x)= f(xg), lletve lim f(z)= f(xq).

z—x0—0 z—x0+0

7.1.4. Példa
Folytonos-e az f(x) = z? fiiggvény az zo = 3 helyen?

Megoldas:
Az adott fliggvény folytonos xy = 3-ban, mivel V £ > 0 esetén meg tudunk
adni olyan 0 = §(¢)-t, melyre ha |z — 3| < §, akkor

[f(z) = @) =1f(z) =9 = 2" — 9| <e.
Legyen 6 = /94 ¢ — 3. Ekkor |z — 3| < § = /94 ¢ — 3 esetén
—(vV94+e—-3)<x—3<VvV9+e-3.

igy

(@)= f(3)] = [22=9] = |(z—3)(2+3)| < (VO T+ e43)(vO T e-3) = 9+e—9 =&,

A fliggvény hatarérték miveleti tulajdonsagaira vonatkozd tétel alapjan
kapjuk az aldbbi allitast:

7.1.5. Tétel (folytonos fiiggvények Gsszegéril, szorzatirdl, hdnyadosarsl)
Az g helyen folytonos figguények osszege, kiilonbsége €s szorzata is folytonos
To-ban. Az adott fligguények hdnyadosa szintén folytonos, amennyiben a
nevezoben lévd fiigguény helyettesitési értéke nem zérus xq-ban.

7.1.6. Tétel (Osszetett fliiggvény folytonossagardl)

Feltételezziik, hogy az f : Dy — R és g : D, — R fugguények adottak és
Ry, C Dy. Ha a g fiigguény folytonos az xy helyen és az f figgvény folytonos
a g(xg) helyen, akkor az F(x) = f(g(x)) dsszetett figguény, azaz

fog:Dyg— R
szintén folytonos az xy helyen és

lim (f o g)(z) = lim f(g(z)) = f(g(z0)).

T—x0 T—x0
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Bizonyitas:
Alkalmazzuk a folytonossdg definicidjat. Mivel f folytonos a g(xg) helyen,
ezért ¥V e > 0 esetén 3 § > 0, melyre |g(x) — g(zo)| < I esetén

|f(g9(x)) — fg(0))| <e.

A g figgvény xg-beli folytonossagabol kovetkezik, hogy V ;1 > 0 esetén 4
91 > 0 4gy, hogy |z — x¢| < d; esetén:

|9(x) — g(wo)| < 1.
Legyen tovabba e, < §. Ekkor

|f(g9(x)) — flg(wo))| <e. O

7.1.7. Tétel (folytonos fiiggvények elGjeltartasarsl)
Ha az f: Dy — R fiiggvény az xo helyen folytonos és

f(xg) >0 illetve f(zo) <O,
akkor létezik xo-nak olyan d-sugari kérnyezete, melyben

f(x) >0 dlletve f(x)<D0.

Bizonyitas:
=e>0

Tekintsiik az f(zg) > 0 esetet. Az xq-beli folytonossig miatt f(;o)
esetén létezik olyan 6 > 0, hogy |xr — xo| < 0, x € Dy esetén teljesiil, hogy

)~ flao)l < e = T2,

amelybol

f(x0) -

azaz

7.1.8. Kovetkezmény
Ha f : R — R az x¢ barmely kornyezetében pozitiv és negativ értéket is
felvesz, azaz van x1 és xs, hogy

f(xy) - fwz) <0,

akkor szikségképpen
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7.2. abra

7.2 SZAKADASI HELYEK OSZTALYOZASA

7.2.1. Definicié (szakadasi hely)
Ha az f : R — R fiigguény értelmezési tartomdnydnak valamely xo € Dy
pontjaban nem folytonos, akkor f-nek az xq helyen szakaddsa van.

Haromféle szakadasi helyet kiillonboztetiink meg.

7.2.2. Definici6é (megsziintethets szakadas)
Az f: R — R fliggvénynek az xo szakaddsi helyen megsziintethetd szakaddsa
van, ha az xo pontban létezik véges hatarérték:

lim f(z) = A < 0.

T—x0
7.2.3. Példa
Tekintsiik az alabbi fliggvényt!
2, hax>0
fz)=1< 1, hazx=0
2, hax<0

Nyilvdnval6, hogy hH(l] f(x) = 2. Valéban, V € > 0 esetén akarmilyen 0 > 0,
|z| < § valasztasakor:

[f(x) =2 =2-2| <e.
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Az xy = 0 helyen f nem folytonos, mivel lir% flx) = 2 # 1, azaz az xy-

beli hatarérték nem egyezik meg az xy-ban felvett helyettesitési értékkel. A
szakadas megsziintethet6 szakadas.

7.3. abra

7.2.4. Definicié (pdlus)
Az f: R — R fiigguény x¢ szakadasi helyét pélusnak nevezzik, ha az |f(x)]
figguénynek az xo pontbeli hatarértéke végtelen:

lim |f(z)| = oo.

T—T0

7.2.5. Példa 1
Legyen f(z) = —, x € R\ {0}. Ekkor
T

f@I= ;| cer\O)

Az xo = 0 pont ebben az esetben pélus.

7.2.6. Definicié (lényeges szakadasi hely)

Az f : R — R figguény xog szakaddsi helyét lényeges szakaddsi helynek
nevezziik, ha az xo pontban a fligguénynek nem Iétezik sem véges sem végtelen
hatdrértéke.
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7.2.7. Megjegyzés
A lényeges szakadasi hellyel rendelkezo fliggvény nem tehet6 folytonossa.

A szakadasi helyek osztalyozasa a kovetkezdképpen is torténhet.

7.2.8. Definicié (els6faji szakadasi hely)

Az f : R — R fiigguény xo szakaddsi helyét elséfaji szakaddsi helynek
nevezziik, ha az xo pontban létezik véges baloldali és jobboldali hatdrérték,
azonban ezek nem eqyenlok:

lim f(z)# lm f(x).

T—T040 T—T0—-0

Vv

7.4. abra

7.2.9. Definicié (méasodfaju szakadasi hely)

Az f : R — R figgvény x¢ szakaddsi helyét mdsodfaji szakaddsi helynek
mondjuk, ha az xo pontban legfeljebb az egyik féloldali hatdrérték végtelen (a
masik véges).

(Ekkor lehetséges, hogy az xy pontban a fligguvény nincs is meghatdrozva.)

7.3 EGYENLETESEN FOLYTONOS FUGGVENYEK

Eddig egy fliggvény pontbeli folytonossagarol volt szd, annak ellenére, hogy
a fiiggvény értelmezésére sziikség volt a vizsgalt pont kornyezetében is. A
folytonosséagi tulajdonsagot most kiterjesztjiik intervallumokra is.



7.3 EGYENLETESEN FOLYTONOS FUGGVENYEK 135

7.3.1. Definicié (nyilt intervallumon folytonos fiiggvény)
Az f ¢ (a,b) — R figguényt a nyilt (a,b) intervallumon folytonosnak
nevezziik, ha f az intervallum minden x € (a,b) pontjaban folytonos.

7.3.2. Definicié (zart intervallumon folytonos fiiggvény)

Az f:[a,b] — R fiigguényt a zdrt |a,b] intervallumon folytonosnak nevezziik,
ha f folytonos az (a,b) nyilt intervallumon és jobbrél folytonos az x = a
végpontban illetve balrol folytonos az x = b végpontban.

7.3.3. Definicié (szakaszonként folytonos fiiggvény)

Ha az [ fugguény értelmezési tartomdnya olyan kilonbozd intervallumok
egyesitése, melyeken az adott fiigguény folytonos, akkor f szakaszonként
folytonos figguény.

7.3.4. Példa
Tekintstik az aldbbi fliggvényt!

—2x, ha —oco<zx <1
flx) =< 27 hal<z<3

sinz, had<ax<oo

A megadott fiiggvény szakaszonként folytonos.

®

I~

2

o

~

w

N
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7.3.5. Definicié (egyenletesen folytonos fliggvény)

Az f: Dy — R figguényt az I C Dy intervallumon egyenletesen folytonosnak
nevezziik, ha barmely xog € I ése > 0 esetén létezik olyan § = 6(g) > 0 szdm,
hogy minden x € I-re, |x — xo| < 0 esetén

|f(z) = fmo)| < e
teljesl.
Az el6z6 definicioval ekvivalens az aldbbi definicié.

7.3.6. Definici6 (egyenletesen folytonos fiiggvény)

Az f: Dy — R figguényt az I C Dy intervallumon egyenletesen folytonosnak
nevezziik, ha ¥V € > 0 esetén 3 0 = d(e) > 0 szdm gy, hogy ¥V x1, x5 € I-re
fenndll, hogy:

|f(z1) — f(@2)] <&, ha |z1—xs| <.

7.3.7. Példa )
Mutassuk meg , hogy az f(z) = — fiiggvény a (0, 1) intervallumon nem egyen-
x

letesen folytonos, de az («, 1), ahol @ > 0 intervallumon mér egyenletesen
folytonos!

Megoldas:
Legyen 0 < x1 < x9 < 1. Az egyenletes folytonossag teljesiiléséhez kell
(kellene) taldlni egy 0 > 0 szdmot, hogy |71 — x2] < § esetén

1 1
) = fa)] = | = =
Atrendezve:
1 1 To — X1
_ | = < € < To — X1 < E-XT1-To.
T i) T1 T2

Hidba rogzitjiik e-t, az x; - z9 szorzatnak nincs 0-nél nagyobb alsé korlatja.
Tekintsiik azon x1,zs szamparokat, amelyekre z9 — 21 = ¢ > 0. Ezen
szamparok kozott lesznek olyanok, amelyekre

Ty — Ty 2 €T+ Ta,

ha z; elég kis értékii. fgy nem létezik a rogzitett ¢ > 0-hoz tartozé 6 > 0
szdm. Tehat f nem egyenletesen folytonos (0, 1)-en.
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Tekintsiik az (a, 1), ahol o > 0 intervallumot. Legyen a < z1 < 2o < 1 és
e > 0 tetszbleges. Ha § = ¢ - a?, akkor |z; — 23| < € - o esetén

1 1

X1 X2

To — 1
= <€
T+ T2

teljesiil, azaz a megadott fliggvény egyenletesen folytonos az (a, 1) interval-
lomon, ha 0 < a < 1.

7.4 FOLYTONOS FUGGVENYEK FONTOSABB TULAJDONSAGAI

Ismertetjiik a folytonos fiiggvények zart intervallumokra vonatkozé tulaj-
donsagait.

7.4.1. Tétel (Bolzano tétele a zérushely létezésérdl)
Ha az [a,b] zdrt intervallumon folytonos f figgvényre teljesil, hogy:

fla)- f(b) <0,

akkor létezik olyan & € (a,b) pont, melyre

f&) =0

Bizonyitas:
Alkalmazzuk a mar korabban hasznalt egymaésba skatulyazott intervallumok
tulajdonsdgéat. Vegyiik az [a,b] intervallum felez6pontjéban az f fliggvény

b b
értékét. Ha f <“; > — 0, akkor a tétel allitdsa igaz. Ha f (“;L ) 20,

akkor a két részintervallum koziil jelolje [aq, by] azt, melyre

flay) - f(b1) <O.

a
Mivel by — a; = —5 ezért

[al, bl] - [CL, b]

Folytatva ezt az intervallumfelezé eljarast, olyan egymésba skatulyazott
intervallum-sorozatot kapunk, melyre

.. C [an,bn] C [anfl,bnfl] C...C [al,bl] C [a,b]

és

b—
lim (b, — a,) = lim ¢

n—oo n—oo 2N

=0.
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A felezési eljardst minden hatéron tul folytatva csak egyetlen olyan £ € (a,b)
pont marad, amely eleme minden intervallumnak, azaz

lim a, = limb, = ¢.

n—oo n—oo

Mivel ¢ € (a,b) és f folytonos &-ben; tovabbd barmely e-sugari kérnyezetben
f negativ és pozitiv értéket egyarant felvesz, ezért a folytonos fiiggvények
eléjeltartasa miatt (7.1.7. Tétel) :

f&) =0

A & pontbeli folytonossag miatt a hatarérték Heine-féle definicidja alapjéan,
az {a,} szamsorozat esetén (legyen V a,-re f(a,) < 0):

lim f(a,) = f(€) <0,

n—oo

illetve a {b,} szdmsorozatra (legyen ¥ b,-re f(b,) > 0):

n—oo

Tehat, valoban

f€) =00

7.4.2. Tétel (Bolzano tulajdonsdg folytonos filiggvény két pont
ko6zotti értékeirdl)
Ha az [a,b] zdrt intervallumon folytonos fiigguényre fenndll, hogy:

fla) < f(b),

akkor a fiigguény minden olyan ¢ értéket felvesz, amely f(a) és f(b) kozé esik,
azaz 3 € € (a,b), amelyre

(&) =c
Bizonyitas:
Tekintsiik a g(z) = f(x) — ¢ fiiggvényt. Erre a fiiggvényre teljesiil az eléz6
tétel allitdsa, mivel g(a) = f(a) —c < 0és g(b) = f(b) —c > 0. Létezik tehdt
¢ € la,b], melyre g(§) = 0, és ezért

f€)=c O

7.4.3. Tétel (Weierstrass tétele folytonos fiiggvény korlatossigardl)
Ha az [a,b] intervallum minden pontjdban folytonos az f figguény, akkor az
la, b] intervallumon korldtos is, azaz létezik K > 0, hogy

f(x)| <K,  Vzé€la,b].
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Bizonyitas:
A 6.4.19. Tételbdl kovetkezik az allitas, amely véges hatarérték létezése
esetén garantélja a fiiggvény korlatossagat. n

7.4.4. Tétel (folytonos fiiggvény maximumadnak és minimumadnak
létezésérol)

Egy zart |a,b] intervallumon folytonos f fiigguény felveszi legnagyobb és
legkisebb értékét.

Bizonyitas:
Az eléz6 tétel szerint az f figgvény korldtos az [a,b] intervallumon, azaz
létezik

sup f(z) = S.

z€[a,b]
A tétel allitasaval ellentétben tételezziik fel, hogy az f fiiggvény az S értéket
nem veszi fel az [a, b] intervallumon, vagyis

f(x) < S, Vze€la,l]
esetén. Vezessiik be a 1
9(r) = g—>
S—flz)
segédfiiggvényt, amely nyilvanvaléan folytonos az [a,b] intervallumon és
kovetkezésképpen korlatos is. Létezik olyan K > 0, amelyre

Ez utobbi egyenlotlenséget atrendezve adodik, hogy

1
< S - —=, Vz € |a,bl.
fla)<S-=, Vel
fgy ellentmondashoz jutottunk, mert feltételeink szerint az f fiiggvény supre-

muma az |a, b] intervallumban az S szdm. Azaz létezik olyan £ € [a, b] pont,
ahol

f(§) = § = max f(x).

z€[a,b]

Hasonldan lathaté be a minimumra vonatkozo allitas. O

7.4.5. Tétel (folytonos fiiggvény egyenletes folytonossigarol)
Ha az f figguény a zdrt |a, b] intervallumon folytonos, akkor ugyanott egyen-
letesen is folytonos.
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Bizonyitas:

Indirekt iton bizonyitunk. Ellentétben a tétel allitasaval feltételezziik, hogy
az egyenletes folytonossdg 7.3.6. Definiciéjaban valamilyen rogzitett e > 0-
hoz nem taldlhat6 olyan 6 > 0, amelyre | — 2'| < 0 esetén

[f(z) = f(@')] <e

teljestilne. Ez azt jelenti, hogy tetszbleges 6 > 0O-ra az [a,b] intervallumban
talalhat6 két olyan pont, x és 2/, melyekre |z — 2’| < ¢, de ugyanakkor

|f(2) = f(a)] z e
Vilasszunk ki egy pozitiv szamokbdl all6, nullahoz konvergalé szamsorozatot:

(6,32, 6,>0 és limo, = 0.

n—oo

Az elébbiek alapjan mindegyik 0,-hez talalhat6 az [a, b] intervallumban két
olyan pont, z,, és z!,, amelyekre |z, — 2}| < J,,, de ennek ellenére:

| f(2n) = f(3,)] > €, n=1,2,..

A Bolzano-Weierstrass-féle kivélasztési tétel alapjan a korlatos {z,}5°,
sorozatbdl kivalaszthatd egy x¢g € [a,b] ponthoz konvergdld részsorozat.
Jelblje ezt a részsorozatot éppen {x,}2 ;:

lim x,, = zo.

n—oo
Mivel (z,, — 2!)) — 0, mert |z,, — 2! | <, és 0, — 0, igy

lim 2], = .

n—oo

Az f figgvény xg-beli folytonossaga alapjan:

f(zn) = f(zo), ha n— oo
és

f(z)) — f(zo), ha n— oo,

amelyekbdl adédik, hogy
f(xn) — f(z}) — 0, ha n— oo.

n

Ez viszont ellentmond annak, hogy minden n-re

() = f(a)] z e
Tehat az allitas igaz. O
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7.4.6. Tétel (monoton fiiggvény inverzének létezésérél és annak
folytonossagardl)

Ha az [ figgvény az (a,b) intervallumon folytonos és szigorian monoton
novekvd (illetve csékkend), akkor a megadott intervallumon létezik az in-
verz f~(z) fiiggvény, amely szintén folytonos és monoton csokkend (illetve

novekvd) az (f(a), f(b)) (illetve f(b), f(a)) intervallumban.

A tételt nem bizonyitjuk. O
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8 ELEMI FUGGVENYEK, NEVEZETES FUGGVENYEK

8.1 SZAKASZONKENT LINEARIS FUGGVENYEK

8.1.1. Definicié (elemi fiiggvények)

Az elemi fligguények olyan formuldval megadhato fligguények, amelyek véges
szamu osszeaddssal, kivondssal, szorzassal, osztdssal osszetett figgvény és
inverz képzéssel szdrmaztathatok a konstans figgvények (f(x) = ¢), a
hatvanyfiggvények (f(x) = ™), az exponencidlis fligguvénynek (f(z) = a*),
a trigonometrikus figgvények (f(z) = sinz, f(z) = cosz, f(x) =tgz,
f(z) =ctgzx), illetve a logaritmus figgvények (f(z) = log, x) osztdlydbdl.

Az alabbiakban nevezetes szakaszonként linearis fliggvényeket mutatunk be.
Ezen figgvények kozos jellemzéje, hogy grafikonjaik egyenes szakaszokbodl
vagy félegyenesekbél dllnak (és esetleg még néhany ponthol).

1. Egységugras fiiggvény
0, hax<0
PRV -R = { S

Az origbban a fiiggvény nincs meghatarozva.
A fiiggvény grafikonja:

8.1. abra
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2. Szignum figgvény
A fiiggvény elnevezése a latin eredetii szignum - jelentése: jel - sz6bol

szarmagzik.
1, haz >0
fR—=R, f(r)=sgnr:=< 0, hazx=0
-1, haz<0

Y

Az origéban a fliggvény értéke 0. A fiiggvény grafikonja:

8.2. 4bra

3. Abszolutérték fiiggvény

X, haxZO
fiR—=R, f(z)= |z ::{ —z, haz <0

A fliggvény grafikonja két félegyenesbol all. Grafikonja a 8.3. dbran
lathat6 (piros szinnel dbrazolva).

8.1.2. Megjegyzés
Konnyt ellenérizni, hogy

|z| = z - sgnz.
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8.1.3. Példa
Vazoljuk a h(x) = |x—2|+3 fiiggvény grafikonjat fiiggvénytranszformécid
segitségével!
Megoldas:
Eloszor az f(x) = |z| figgvény grafikonjat véazoltuk, ezt kovetGen

a g(x) = |r — 2| fiiggvény grafikonjat rajzoltuk meg (z6ld szinnel).
Legvégiil a h(z) = |x — 2| + 3 fiiggvény grafikonjat készitettiik el az y
tengely mentén valé eltolds segitségével (kék szinnel).

x-2]+3

x-2]

8.3. dbra

4. Egészrész fuggvény

8.1.4. Definicié (egészrész fiiggvény)
Az x € R szdm egészrészének azt a legnagyobb egész szdmot nevezziik,
amely nem nagyobb x-nél.
Jelolése: [x] vagy Entx.

f:R—=Z,  [(z)=]z]
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Néhany példa:

[0.5] = 0; [1.2] = 1; [2.8] = 2; [7.2] = 7;
[—2.8] = —3; [-1.2] = —2; [-1.0001] = —2; [-0.2] = —1.

A figgvény grafikonja:

— -
—F——— 0 2

— O 3
8.4. 4bra

A fiiggvény monoton névekvd, nem korlatos.

5. Tortrész fiiggvény
f:R—0,1), {z} = fracz := z — [1]

Néhany példa:

{0.5} =0.5; {12} =0.2; {28} =0.38; {7} =0;
{—28) =02, {-1.2}=0.8; {-1.0001} =0.9999; {-0.2} =0.8.
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A tortrész fuggvény korlatos, szakaszosan monoton, nem péaros és nem
paratlan. Ha z ¢ Z, akkor a fliggvény folytonos z-ben, ha = € Z,
akkor a fiiggvénynek elsofaji, nem megsziintetheto szakadasa van és
ott a fiiggvény jobbrol folytonos:
lim f(z)=0  és lim f(z)=1 VnelZ
z—n+0 z—n—0

A tortrész fiiggvény periodikus, periédusa 1.
A figgvény grafikonja a kovetkezd abran lathato.

8.5. dbra

8.2 HATVANYFUGGVENY

8.2.1. Definicié (hatvanyfiiggvény)

Az

f(x)=2", (ne N,z eR)

figgvényt hatvanyfiggvénynek nevezzik.

Tekintsiik at a hatvanyfiiggvény fébb tulajdonsagait.

1. A fiiggvény értelmezési tartomanya a valés szamok halmaza V n € N

esetén.
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2. Ertékkészlete:

R 0, +00), han =2k ke N
I (—00,400) =R, han=2k+1,keN

3. A pératlan kitevéji (n = 2k + 1, k € N) hatvanyfiiggvény szigortian
monoton novekvo a teljes értelmezési tartomanyaban; mig a péaros
kitevéji (n = 2k, k € N) hatvanyfiiggvény a (—oo, 0] intervallumon
szigortian monoton csékkend, a [0, +00) intervallumon szigorian mono-
ton novekvo.

4. A paros kitevoji hatvanyfiiggvény paros, a paratlan kitevoji pedig
paratlan; ennek megfeleléen a paros kitevojli hatvanyfiiggvény
grafikonja az y-tengelyre szimmetrikus, mig a paratlan kitevéji
hatvanyfiggvény grafikonja az origéra kozéppontosan titkrds. A 8.7.
Abrén az f(z) = 22, a g(x) = 23, a h(z) = 2* és az [(z) = 2f
fiiggvények grafikonjai lathatéak.

f(x) hx)

8.6. abra
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5. Vizsgaljuk a hatvanyfiiggvény hatarértékét a végtelenben!

lim 2" = +0
T——+00

és

lim z" =

Tr——00

+00, han=2k keN
—00, han=2k+1,keN

6. A péaratlan kitevéjli (n = 2k + 1, k € N) hatvanyfiiggvény invertalhaté
a (—o0,400) intervallumon, azaz

3 fHz)=Vr, VreR

A paros kitevoji hatvanyfiiggvény esetén kiilon-kiilon vizsgalandd a
(—o0, 0], illetve a [0, +00) intervallum.

7. Az x™ hatvanyfliggvény a teljes értelmezési tartoméanyaban folytonos.

8.3 RACIONALIS EGESZ FUGGVENY

8.3.1. Definicié (polinom)
Az

(8.1) f(@) = apa™ 4+ ap_12" ' + .+ a1+ ag

alaki fiigguényt raciondlis egész fugguénynek, polinomfiigguénynek vagy n-ed
fokiu polinomnak nevezzik, ha a, # 0, a; € R, i = 1,2,....n. Az ag-t szabad
tagnak mondjuk, azn € N szdmot pedig a polinom fokszamdnak.

8.3.2. Tétel (polinom osztisa polinommal)

Legyen p,(x) egy n-ed foki, p,(x) egy m-ed foki polinom gy, hogy n > m.
Ekkor mindig létezik olyan g, (x) (n — m)-ed foki polinom és eqy rpy—1(x)
legfeljebb (m — 1)-ed foki polinom, amelyekre teljesil az aldbbi dsszefiiggés:

(8.2) Pu() = Gnm () - P () + T2 (2)

A qu_m(z) polinomot hdnyadosnak, az T,_1(x) polinomot maradéknak
nevezzuk.

8.3.3. Példa
Tekintsiik a p(x) = 23 — 322 4+ 3x — 1 és a ¢(z) = z — 1 polinomokat. Osszuk
el a p(z) polinomot a ¢(x) polinommal!
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Megoldas:
(23 =322 +3x—1): (z—1)=2*—20+1
+23 F 22
—2x% + 3z —1
222 4+ 2¢
r—1
+rF1
0
Azaz:
3 2 2
(=30 430 1) = (20 4 a1+
Pn(2) qn—m () Pm () r(x)
8.3.4. Példa

Tekintsiik a p(z) = 32% — 10z + 5 és a ¢(z) = x — 2 polinomokat. Osszuk el
a p(x) polinomot a ¢(x) polinommal!

Megoldas:
(323 — 10z +5) : (x —2) = 322 + 61 + 2
+323 F 622
622 — 100 +5
+62° F 122
20+ 5
+2x F 4
9
Azaz:
3 2
§3x —Ei)x+5)/:£3x —|—£x—|—2)(m—2)+ 9

pn(m) anm(fr) pm(x) 7”(I)

8.3.5. Megjegyzés
Ha m = 1, akkor a maradék r konstans (nulladfokd polinom):

(8.3) Pn(T) = gn_1(x) - (x — x9) + 1, r e R.

8.3.6. Definicié (polinom zérushelye)
A po(z) polinomnak az xoy pontban zérushelye van, ha

pn(z0) = 0.
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8.3.7. Tétel (a polinom felirisa egy zérushely ismeretében)
A pu(x) polinomnak az xo pont akkor és csak akkor zérushelye, ha p,(z)
felirhato az alabbi alakban:

(8.4) pu(x) = (z — 20) - gn1(2),
ahol ¢n—1(x) egy (n — 1)-ed foki polinom.
Bizonyitas:
o Elégségesség: Nyilvanvald, hogy ha (8.4) teljesiil, akkor

Pn(z0) = (20 — Z0)qn-1(7) = 0.

o Sziikségesség: Adott, hogy p,(z¢) = 0. Igazoljuk, hogy fennéll (8.2).
Végezziik el az x = x( helyettesitést (8.3)-ban. Ekkor:

0 = pn(T0) = qn-1(x0)(T0 — T0) + 7,
azaz
r = 0.
Ezért
po(T) = @uo1(x) - (x — 20). O
8.3.8. Definicié (polinom gytktényezds alakja)
A pn(z) polinom felirhato az alabbi alakban:

(8:5) pule) = (& — &)™ - (= 22)™ - oo+ (& = 2,)™ - G gty (@),

ahol az x1, o, ...,x; kilonbozd valds gyokok, az my,ma,...,m; pozitiv egész
szamok rendre az T4, Ts, ..., ; gyokok multiplicitdsai (mq+mo+...4+m; <n)
€8 @ Gn—(my+mat...tm;)(T) polinomnak nincs valds gyoke. A (8.5) alakot a
polinom valds gyoktényezos alakjanak nevezzik.

8.3.9. Példa
Irjuk fel a g(x) = 2® + 2% — 5z + 3 polinom valds gyoktényezds alakjat!

Megoldas:
A g(x) = 23 + 2* — 5z + 3 polinom egyik gyoke z; = 1, mert

g1)=1+1-5+3=0.

Tehat a harmadfokd polinom oszthaté az (z — 1) polinommal. Végezziik el
a polinomosztést!
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(#3422 —5x+3): (z—1)=2*+22—-3

—3 F 22
222 — 52+ 3
—22% T 2x
-3z +3
F3x £3
0

Az 22 + 22 — 3 = 0 mésodfokii egyenlet gyokeit meghatdrozva z, = 1 és
x3 = —3 adddik. Tehat a g(x) polinom valds gyoktényezds alakja:

g(z) = (x = 1)"- (z +3).
Az 1 = x9 = 1 gyok multiplicitasa 2.

8.3.10. Példa
Irjuk fel az f(x) = z* + 22® + 2% + 2z polinom valés gyoktényezds alakjat!

Megoldas:
Az f(x) = 2* + 223 + 22 + 22 negyedfoki polinom két zérushelye: x; = 0 és
To9 = —2, ugyanis
f(0)=0 és f(=2)=0.
A két gyok segitségével, a polinomosztas elvégzése utan, a valds gyoktényezds
alak:
Fa)=a-(@+2) (a2 +1),

Az 2% + 1 polinomnak nincs valés gyoke.

8.3.11. Megjegyzés
Két polinom 0Osszege, kiilonbsége és szorzata is polinom, de hanyadosuk
altalaban nem.

8.3.12. Megjegyzés (Raciondlis egész fliggvények abrazolasa)
Az f(z) = apa" + ap_12™ ' + ... + ayx + ap raciondlis egész fiiggvény
abrézolasahoz felirjuk az f(z) polinom valds gyoktényezos alakjat:

f(x) = (x —2)™ - (& —29)™ - (2 — )™ - g(2),

ahol a g(z)-nek mdar nincs valés gyoke. Konnyen igazolhat6, hogy ha m;
(1 € {1,2,...,5}) paros, akkor a fiiggvény az x; zérushelyen nem vélt eldjelet,
mig paratlan m; esetén a fliggvény x;-ben el6jelet vélt. Vagyis az f(z) gorbéje
x; kicsiny kornyezetében olyan jellegii, mint a megfeleldo hatvanyfiiggvény.
Az f(x) fiiggvény jelleggorbéjének abrazolasahoz a +oo-beli ill. a —oo-beli
hatarérték kiszamitdsa is fontos informaciot ad.
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8.3.13. Példa
Vazoljuk az alabbi fliggvények grafikonjat!

I
8
>
_l’_
©
8
N
_l’_
[\
\]
8
w
_|_
[\
\]
8
W

Megoldas:

a) Irjuk fel fi(z) valds gyoktényezés alakjat!

file)=2- (- 1) =2(x—1)(z+1)
A fiiggvény zérushelyei:
1’1:—1, I‘QIO, .T3:1.

Minden zérushely egyszeres, ezeken a helyeken tehat a fiiggvény gorbéje
Ugy metszi az x-tengelyt, mint egy egyenes. Tovabba:

lim fi(z) =400 és lim fi(x) = —c0.

T—+00 T——00

A figgvény grafikonja:

8.7. abra
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b) Az fo(z) polinom egyik gydke 2, mert
F2(2) =8 — 24+ 16 = 0.

Osszuk el fo(z)-et (x — 2)-vell
(23 — 1204+ 16) : (x —2) = 2% + 22 — 8

+23 T 222
222 — 122 + 16
+22% T 4o
-8z + 16
F8x £ 16
0

Az 22 4 22 — 8 = méasodfoki egyenlet gyokei xo = 2 és x5 = —4. Az
fo(z) polinom gyoktényezos alakja:

fo(z) = (z —2)* - (x4 4).

Az x1 = x9 = 2 kétszeres gyok, a fiiggvény gorbéje itt tgy érinti az x

tengelyt, mint egy parabola, mig x3 = —4 egyszeres. Tovabba:
hIJP fo(x) = 400 és lim fo(z) = —o0.

A fiiggvény grafikonja:
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c) Alakitsuk szorzattd fs3(z) = 2° + 92t + 2723 + 272%-et!
2° 4+ 92t + 272% + 2727 = 2% - (2° + 92% + 27w + 27) = 2%(x + 3)°
f3(x)-nek x; = 0 kétszeres, mig xo = —3 haromszoros gyoke. xy = —3-

ban a fiiggvény gorbéje tigy metszi az z-tengelyt, mint egy harmadfoku
fiiggvény. Szamitsuk ki a +oo-beli ill. a —oo-beli hatarértéket!

lim f3(z) = 400 és lim f3(z) = —o0.

T—+00 T——00

f3(x) grafikonja:

8.9. dbra

d) Mivel

falx)= =2 +22° - 222 +1=(1—2)° - (1+2)° (2* + 1),

ezért x1 = 1 és w9 = —1 egyarant haromszoros zérushely. A fliggvény
paros és
lim fy(x) = lim fy(z) = —o0.
r—+00 r——00

A figgvény grafikonja:
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XE+2x6-2x2+1

8.10. &bra

8.4 RACIONALIS TORTFUGGVENY

8.4.1. Definicié (raciondlis tortfiiggvény)
Racionalis tortfigguvényen két raciondlis egész fluggvény hanyadosat értjik.
Altalanos alakja:

n n—1
(86) f(ZL‘) _ pn<$) _ anl'm+ Ap—1T m71+ . Faix + ag ’
@) bn@™ + by 2™ + L+ by + by

aholn >0, m>1,nméeN,a, #0, b, #0.
Han <m, azaz a szamldlo fokszdma kisebb, mint a nevezd fokszdma, akkor
valodi tortfigguényrdl, ha pedig n > m, akkor dltortfigguényrdl beszélunk.

8.4.2. Megjegyzés
A (8.6) alaki raciondlis tortfliggvény értelmezési tartoménya a valds széamok
halmazanak az a részhalmaza, amelyre

qm(x) # 0.

8.4.3. Megjegyzés
Az altortfiiggvény (n > m) mindig felirhat6 egy (n — m)-ed foku racionélis
egészfliggvény és egy valddi raciondlis tortfiiggvény Osszegeként:

_ mlo) =r x —Sm_l(l‘) a n>m
81 =20 @2 aem

Az r,_,(z) fliggvényt a raciondlis tortfiiggvény asszimptotajinak nevezziik.
Az &ltortfiggvény (8.7) alakjat polinomosztés segitségével allitjuk eld.
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8.4.4. Megjegyzés
Konnyen igazolhaté, hogy a raciondlis tortfiiggvény +oo-beli hatarértékére
igaz az alabbi formula:

0, ha n < m,
— = ha n=m
1' = ) )

lim r,_,(z), han>m.
T——+00

8.4.5. Definicié (raciondlis tortfiiggvény zérushelye)
Az xg helyet a (8.6) alaki raciondlis tortfigguény zérushelyének nevezzik, ha

pn<x0) = Oa de QWL(:CO) 7& 07
azaz az (x — xo) gydktényezd csak a szamldloban fordul eld.

8.4.6. Megjegyzés

A (8.6) alaki raciondlis tortfiiggvény grafikonja zérushelyének kornyezetében
olyan jellegli, mint a raciondlis egész fliggvény gorbéje egy zérushelye
kornyezetében.

8.4.7. Definicié (raciondlis tortfiiggvény pélushelye)
Az xg helyet a (8.6) alaki raciondlis tortfiigguény pdlushelyének nevezzik, ha

Qm(x0> = 07 de fn(xO) 7é 07

azaz az (x — xg) gyoktényezd csak a nevezdében fordul eld. Pdlusrdl beszélink
akkor is, ha a szamldloban és a nevezdben is eléfordul az (x—xo) gydktényezd,
de a nevezoben nagyobb kitevovel, mint a szdmladloban.

8.4.8. Megjegyzés

A (8.6) alaku racionalis tortfiiggvény a polushelyen nincs értelmezve. Itt
a fiiggvény gorbéjének "fiiggéleges” aszimptotdja (polusegyenese) van. Ha
xo multiplicitdsa k, azaz (x — x0)* szerepel (8.6) nevezdjében a gyoktényezds
alak felirdsakor (egyszertisités utén), akkor paros k esetén a fiiggvény gorbéje
jobbrol és balrdl is a "fiiggdleges” aszimptotahoz simul, anélkiil, hogy eldjelet
valtana. Ha k értéke paratlan, akkor el6jelet valtva simul a fiiggvény gorbéje
a "fliggbleges” aszimptotahoz.

8.4.9. Definicié (raciondlis tortfiiggvény hézagpontja)
Az xy helyet a (8.6) alaki raciondlis tortfigguény hézagpontjdnak nevezzik,

ha
fo(zo) =0, és gm(xo) =0,

azaz az (x — o) gyoktényezd szamldldban és a nevezdben is eldfordul, de a
szamldloban nem kisebb kitevon, mint a nevezdben.
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8.4.10. Megjegyzés

A (8.6) alaku raciondlis tortfiiggvény hézagpontja elséfaji megsziintethetd
szakadasi hely, ezt ugy abrazoljuk, hogy a fliggvény gorbéjére nullkort raj-
zolunk.

8.4.11. Megjegyzés (Raciondlis tortfiiggvények dbrazoldsa)
Az
() ant" 4 a2+ L+ +ag

Gm(T)  bp™ + by 3™+ bz + by

raciondlis tortfiiggvény abrézolasahoz felirjuk a p,(z) és a ¢, (x) polinomok
valos gyoktényezos alakjat:

fx) =

(:L‘ - xal)% : (.I' - xaz)w Tt (:B - xaj)vj 'gl(x)

(x - xﬁl)al ’ ('1' - xﬁz)(SQ Tt ('1' - xﬁk)ak ) 92('1')

(8.8) fz) =

ahol a ¢i(z)-nek és go(x)-nek mar nincs valés gyoke. Meghatdrozzuk a
fiiggvény lehetséges zérushelyeit, pélushelyeit (multiplicitdsaikkal egytitt) és
hézagpontjait. Ha f(x) altort, akkor polinomosztés segitségével (8.7) alakra
hozzuk. Az f(zx) fiiggvény jelleggdrbéjének abrézolasahoz meghatarozzuk a
+oo-beli ill. a —oo-beli hatarértékeket.

8.4.12. Példa .
Vézoljuk az f(x) = fiiggvény grafikonjat!

x?2—1
Megoldas:
Irjuk fel az f(z) fliggvény (8.8)-as alakjat!
x x
@) = = e+
Az f(x) figgvénynek xy = 0-ban egyszeres zérushelye van, tovabbd z; = —1
és o = 1 egyszeres polushelyek, vagyis ezeken a helyeken aszimptotdja

van a fiiggvénynek. A fiiggvénynek nincs hézagpontja. Az f(x) valodi
tortfiiggvény, tehat

Lp =0
Tovabba:
xErlriof(x) B miif{l+0f<x) =t
és
Jim o) = i fz) = —oco.

Igy f(x) grafikonja kénnyen elkészitheté:
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()

8.11. abra
8.4.13. Példa
Vézoljuk a g(z) =

Megoldas:
A g(x) figgvénynek xq = 1 egyszeres zérushelye, tovabbd z; = 0 kétszeres
pdélushelye, ezért itt g(z) nem valt el6jelet, és

r—1
22

fliggvény grafikonjat!

xEIOIlog(x) - xkg}tog@) -
A fiiggvénynek nincs hézagpontja. A g(x) valédi tortfiiggvény, tehat

lim g(z) = 0.

T——+00

1

g(x)

»

&

A

8.12. abra
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8.4.14. Példa

-1
Vézoljuk a h(z) = x

(z+1)%- (2 =3)

5 figgvény grafikonjdt!

Megoldas:

A h(z) fuggvénynek zo, = 1 egyszeres zérushelye, tovdbba x; = —1 és
x9 = 3 kétszeres polushelyek, vagyis ezeken a helyeken aszimptotdja van
a fiiggvénynek, és g(x) nem vélt el8jelet. Tovabba:

A ) =, i, () = —oo
és

xl_lgloh(x) - a:l—l}g-}—oh(x) = oo

A fiiggvénynek nincs hézagpontja. A h(z) valodi tortfiiggvény, tehdt

lim A(z) = 0.

Jim h(z)

A h(z) fuiggvény grafikonja:
| |
| |
| 6 |
| ) |
| |
| |
| |
| |
| 4] |
| |
| |
| |
| |
| 2 |
| 1 |
| |
| |
| |

h(x) I |
| 0 |
T4 0] g T2 I3
| |
| |
| |
| |
i 2] |
| |
| |
| |
| |
i 4 i
| ] |
8.13. abra
8.4.15. Példa
2 —4

Vazoljuk az f(z) = fiiggvény grafikonjat!

3 — 22— 10z — 8
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Megoldas:
Irjuk fel az f(z) fiiggvény (8.8)-as alakjat!

B 2 —4 (2 =2)(x+2)
J(@) = 2 —22-100 -8 (r+1)(z+2)(z—4)
Az f(x) fiiggvénynek z, = —2 hézagpontja, mert az (x + 2) gyoktényezé a
szamlaloban és a nevezdben is megtalalhaté egyforma hatvanykitevével. A
hézagpont els6faji, megsziintethetd szakaddsi hely, igy g = —2-ben f(z)-
nek létezik hatarértéke:

-2 2 -2 —2
lim f(z) = lim (z=2)@ +2) = lim - = —.
T——2 e—=2(z+ 1) (z+2)(x—4) 2—-2(x+1)(x—4) 3
A fliggvénynek x; = 2 egyszeres zérushelye, xo = —1 és x3 = 4 pedig egysz-

eres polushelyek. Tovabba:
lim f(z)= lim f(x)=+o0

r——140 x—440
és
xﬂhfnllfof(x) B xggiof(x) -

Az f(x) valédi tortfiiggvény, tehat
lim f(z) =0.

r—-+00

Az f(z) grafikonjan a hézagpontot nullkor jeloli:

/

8.14. abra
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8.4.16. Példa
Viézoljuk a g(z) =

2

x
2 —1

fiiggvény grafikonjat!

Megoldas:
A g(z) olyan Aaltortfliiggvény, ahol megegyezik a szdmldloban 1év6 és a
nevezoben 1évo polinom fokszama. Alakitsuk szorzattd a nevezot:

@) 22 22
€Tr) = =
= 1" a-D@+1)
Az xo = 0 kétszeres zérushely, 1 = 1 és x5 = —1 pedig egyszeres polushelyek,
tovabba

g gte) = i g(a) = ox.
illetve

 m g(@) = lim g(x) = —oo.

A fiiggvénynek nincs hézagpontja. Bontsuk fel a g(x) altort fiiggvényt (8.7)-
nek megfelelGen:

azaz,
lim g(x) = lim g(z) = 1.

r—+00 r——00
Az y =1 egyenes a fliggvény aszimptotdja, amelyet a fliggvény gérbéje nem
metsz. A g(z) fuggvény grafikonja:

8.

8.15. abra
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8.4.17. Példa

2
—1
Vézoljuk a h(z) = ’

fiiggvény grafikonjat!

Megoldas:
A h(x) olyan &ltortfliggvény, ahol a szdmlaléban 1évé polinom fokszama
eggyel nagyobb, mint a nevezOben 1évé polinom fokszama. Alakitsuk
szorzattd a szamlalot:

-1 (z—D(z+1)

h(iU) = T = T )

azaz ro = 1 és x; = —1 egyszeres zérushelyek, xo = 0 pedig egyszeres
polushely, tovabba

lim h(z) = +o0,
z—0-0

illetve

A fliggvénynek nincs hézagpontja. Bontsuk fel a h(x) altort fliggvényt (8.7)-
nek megfelelGen:

2 —1
h = = —_ —
@=""=r-2,

azaz

lim A(z) = lim x = +o0,

xr——+00 r——+00

és

lim A(zx) = lim x = —oc.

Az y = x egyenes a fiiggvény aszimptotaja.
A h(z) figgvény grafikonja:
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8.16. abra

8.4.18. Példa

4 _ .3 _ 8 2 12
Vézoljuk a g(z) = i vl

223 + 622 — 22 —6

fliggvény grafikonjat!

Megoldas:
Alakitsuk szorzattd a szamlalot és a nevezdt is:

() ot — 23— 82 + 12x z(z + 3)(z — 2)?

€Tr) = = s

J 213 + 622 — 22— 6 20z + 1)(z+3)(z— 1)

azaz ro = —3 hézagpont, 1 = 0 egyszeres zérushely, zo = 2 kétszeres
zérushely, 3 = —1 és x4 = 1 pedig egyszeres polushelyek, tovabba

A 9o) = lip gle) = oo,

illetve

xi%%gw) - xgllr}rog(a:) = oo

Bontsuk fel a g(z) altort fiiggvényt (8.7)-nek megfeleléen:

() 1 54 11z + 5x? — 12
)= -1 —
g 2 2(x—1)(z+1)(x+3)
aAzZaZ
lim g(z) = lim (t2-2) =+
eI = A\ 97 =T
és

1
lim g(z) = lim (éx - 2) = —00.

1
Azy= 3%~ 2 egyenes a fiiggvény aszimptotdja. A hézagpontot nullkor jeloli

a fiiggvény grafikonjan:
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8.4.19. Példa

Vézoljuk az f(x) = ($+—1)2 fliggvény grafikonjat!
T

4

Megoldas:

Az f(z) olyan &ltortfiiggvény, ahol a szamlaléban 16v6 polinom fokszéma
kettével nagyobb, mint a nevezében 1évo polinom fokszama. Alakitsuk
szorzattd a szamlalot:

€Tr) = et
/(@) (z+1)2 (r+1)
Az f(x) figgvénynek xg = 1 egyszeres zérushelye, x; = —1 pedig egyszeres
pélushely, mert az (z + 1) gyoktényezé a szamldloban és a nevezbben is
megtalalhato, de a nevezében eggyel nagyobb kitevén, mint a szamlaloban.
Tovabba:

rt—1 (z—1)(z+1)(2*+1)

xl&rgliof(x) = oo s xl£rﬁl+0f(x) -

Bontsuk fel az f(z) altort fiiggvényt (8.7)-nek megfeleléen:

flay= A a2y
r)=———=a"—2x+3— :
(x+1)2 r+1
azaz,

lir_"I_l f(z) = lir}rq (2% — 22 + 3) = 400,
és

lim f(z) = lim (2* — 22+ 3) = +o0.

r——00 T——00

Az y=12%—2x+3 = (z —1)? + 2 parabola a fiiggvény aszimptotéja.



8.4 RACIONALIS TORTFUGGVENY 165

8.18. abra
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8.5 TRIGONOMETRIKUS FUGGVENYEK

A trigonometrikus fliggvények (szogfiiggvények) eredetileg egy derékszogi
haromszog egyik szogének és két oldaldnak hanyadosa kozotti osszefliggést
irjak le.

8.5.1. Definicié (trigonometrikus fiiggvények)

Vegyiink fel eqy tetszdleges ABC' derékszogi haromszoget az euklideszi sikon,
melynek A csicspontjiban mérheté az o szég. A hdromszég oldalai a
kovetkezok:

e az dlfogo a deréksziggel szemben taldlhatd (leghosszabb) oldal (c-vel
jeldltik),

e a szdggel szembeni oldal az o szdggel dtellenes oldal (a jeléli),

e a szog melletti oldal pedig az v szig mellett lévd oldal (b jelili).

8.19. dbra

A wvizsgdlt hdromszog az euklideszi sikban fekszik, tehdt a hdromszég belsd
szégeinek dsszege m radidn (vagy 180°) és a két nem derékszégi szdge nulla

’ ™ -, o e . s, ’ ’ ey ’ . ’
€s — radidn kozotti értéket vesz fel. A derékszogl hdromsziogek esetén a

szogfiigguények csak ebben a tartomdnyban értelmezhetok. Tekintsik a hat
alapveto trigonometrikus figgvényt:

® SZINUSZ:

sinaw = -
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o Loszinusz: a
cosq = —
c
e langens:
tga = —
e fkotangens:
a
ctga = —
b
o szekdns:
secar = —
a
o koszekans: c
csca = —
b

A fenti hat szogfiiggvény az egységsugari kor segitségével is bevezetheto.
Ez a definicié lehet6vé teszi, hogy a szogfiiggvényeket kiterjessziik az 6sszes
pozitiv és negativ szogre (valos értékre).

8.5.2. Definicié (trigonometrikus fiiggvények)

Vegyunk fel a derékszogii koordinata-rendszerben eqy origo kozépponti
eqységsugary kort. Az o szog csiucsa legyen az origoban, a nyugud sz0gszdr
pedig essen egybe az x tengely pozitiv felével. A mozgd szdr a kort a P(x,y)
pontban metszi. A trigonometrikus fiigguényeket a P(x,y) pont koordindatdival
fejezziik ki:

8.20. dbra
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® SZINUSZ:
sina =y
o Loszinusz:
cosa =1
® langens:
Y
tga = =
T
e fkotangens:
T
ctga = —
o szekans: .
secq = —
T
o Loszekdns: 1
csco = —
Y

8.5.3. Megjegyzés
Az 1j definiciok hegyesszogek esetén ugyanazt az értéket adjak, mint a régiek.

8.5.4. Megjegyzés

A korszertibb definiciék a szogfiiggvényeket végtelen sorként vagy bizonyos
differencidlegyenletek megoldasaként hatarozzéak meg megengedve tetszoleges
pozitiv és negativ argumentumot, sot komplex szamot is. A 12. fejezetben
ezzel a megadassal is talalkozhat az olvasé.

8.5.5. Megjegyzés
Ervényesek az alabbi 6sszefiiggések (azokra a szogekre, amelyekre értelmesek):

sin o CoS v 1
tga = , ctga = — ==
Ccos sina  tga
1 1
seca = csco =
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A trigonometrikus fiiggvények grafikonja

1. A szinusz fiiggvény (f(z) = sinz)

Ertelmezési tartomany: —oo <z < 00

Ertékkészlet: —1<y<1

Periodus: 2m

Zérushelyek: x=km, kel

A fliggvény péaratlan: sin(—z) = —sinz
Grafikonja:

‘ /\ O /-\
T T T T T T
- on2 J/-2m o Bu2 - -Tif2 T2 3mf2 2n 512 \
-1

-2

o

8.21. 4bra

2. A koszinusz fliggvény (f(x) = cosz)

Ertelmezési tartomany: —oo < x < 00
Ertékkészlet: —1<y<1
Periodus: 2m
Zérushelyek: xr = g +km, keZ
A fliggvény péros: cos(—x) = cosx
Grafikonja:
2_
cos(x)

8.22. abra
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3. A tangens fliggvény (f(x) =tgz)

Ertelmezési tartomdny: {x ER|x# g +km k€ Z}

Ertékkészlet: —oc0<y<oo
Periodus: T
Zérushelyek: x=km, kel
A fliggvény pératlan: tg(—x) =-tgz
Grafikonja:
8.23. abra

4. A kotangens fiiggvény (f(z) = ctgr)
Ertelmezési tartomany: {z € R |z # kr, k € Z}

Ertékkészlet: —o0<y<oo
Periodus: T
Zérushelyek: xr = g +km, keZ
A fliggvény pératlan: ctg(—x) =-ctgx
Grafikonja:
/2
o]

8:24. 4dbra
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5. A szekdns fliggvény (f(z) = secx)

Ertelmezési tartomdny: {x ER|x# g + km k€ Z}

Ertékkészlet: y<—1 és y>1

Periodus: 2T

A fliggvény péros: sec(—x) = secx
Grafikonja:

= T2 0 2 T 32 o 51112 3w i

8.25. 4bra

6. A koszekans fiiggvény
Ertelmezési tartomény: {2z € R |z # kn, k € Z}

Ertékkészlet: y<—1 és y>1
Periodus: 2m
A fliggvény pératlan: csc(—x) = —cscw
Grafikonja:
3
2
1
T T 0 T T T T T
- /2 0 /2 m 3m/2 2m 5m/2
-1
2

8.26. abra
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8.5.6. Példa Vizoljuk kozos koordindta-rendszerben az f(x) = 4cosuz,
g(x) = cos 2z, h(x) = cos(x — 37m) és a l(x) = cosz — 4 fliggvényeket!

cos(x - 3 1)

8.27. 4bra

Trigonometrikus azonossagok

Ervényesek az aldbbi, leggyakrabban eléfordulé azonossdgok és addiciés
tételek:

1. sin?x + cos?z =1,
2. sin(x £ y) = sinx cosy + cos xsiny,

3. cos(x +y) = cosxcosy F sinxsiny,
4. sin2x = 2sinx cos x,

5. cos2x = cos’ x — sin® z,

2
7. sin?x = —1 _ CZOS QI,

cos(z — y) — cos(z + y)
2 9

8. sinzsiny =
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sin(x + y) + sin(x — y)
2 Y

9. sinxcosy =

cos(x — y) + cos(x + y)

10. coszcosy =

2 )
t t
+ tgr - tgy
ctgr - ctgy F 1
12. ctg(z ty) = o E—

8.5.7. Példa
Alakitsuk egyetlen szinusz-rezgéssé, azaz C'sin(a + @) alakuva az

f(z) = Acosa + Bsina

alaku kifejezést!

Megoldas:
Az addicids tétel alkalmazdasaval:

Csin(a+p) = C(sina-cos p+cosa-sinp) = (C'sin p) cos a+(C cos ) sin a.
Tovabba az
Acosa+ Bsina = (C'sinp) cosa + (C cos ) sina
egyenloséghdl adddik, hogy
Csinp=A és C cosyp = B,

ahonnan

A*+ B* = (7,

azaz

C=VA2+ B2

A ¢ € [0, 27] fazisszog a

B
YT UA LB

A
sinp =

VB

egyenletrendszerbdl hatarozhaté meg.
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8.6 ARKUSZFUGGVENYEK

Az arkuszfiiggvények a trigonometrikus fiiggvények inverzei. A trigonometrikus
fliggvények a teljes értelmezési tartomanyukon nem invertalhatéak, mert nem
injektivek. Azonban, az értelmezési tartomany alkalmas, megallapodas sze-
rinti leszlikitésével mar léteznek az inverz fliggvények.

8.6.1. Definicié (arcsinz)
Az y = arcsinz figguény a [—1,1] értelmezési tartomdny minden pontjihoz
™ Ty, ., o L 072 .
a [—5, 5} intervallum eqy (radianban kifejezett) értékét rendeli, amelyre
siny = x.

Grafikonja:

/2 |

8.28. 4bra

8.6.2. Megjegyzés
Az f(x) = arcsinz fiiggvény a [—1, 1] intervallumon folytonos és szigortian

monoton novekvo. A fliggvény paratlan, azaz:
arcsin(—x) = — arcsin

8.6.3. Példa .
Hatarozzuk meg az arcsin 3 kifejezés pontos értékét!

Megoldas:

T, T
Az arcsin 3 kifejezés azt a ) és 5 kozotti szoget jelenti, amelynek szinusza
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1 ,
—, tehat
2
1 s
arcsin — = —,
2 6
mert
LT 1
sin — = —.
6 2

8.6.4. Példa
Viézoljuk fliggvénytranszformécié segitségével az [(x) = m — 2arcsin(z — 3)
fliggvény grafikonjat!

Megoldas:

Az 4brézolas els6 1épésében vazoljuk az alapfliiggvény, az f(x) = arcsinzx
fiiggvény grafikonjat! A mésodik 1épés a g(x) = arcsin(z — 3) értelemzési
tartomanyanak meghatarozasa:

1<z-3<1,
azaz
2< <4,
ezt kovetéen pedig a g(x) = arcsin(zx — 3) grafikonjdnak vézolasa. A

kovetkezé 1épésben eldéllitjuk a h(z) = —2arcsin(z —3) fiiggvény grafikonjat.
h(z) tgy kaphaté meg g(z)-bdl kiindulva, hogy a g(x) fliggvény grafikonjat
kétszeresére nyujtjuk, majd tikrozzik az z-tengelyre. Az utolsé transz-
formacios 1épésben h(x) grafikonjat m-vel eltoljuk az y-tengely mentén pozitiv
iranyba, igy megkapjuk az [(x) fiiggvény grafikonjat.

21,
4

3m/2
g

/2 ]

-2 |

8.29. 4bra
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8.6.5. Definicié (arccos x)
Az y = arccosz fiigguény a [—1,1] értelmezési tartomdny minden pontjihoz
a [0, 7] intervallum egy (radidnban kifejezett) értékét rendeli, amelyre

CoSY = .

Grafikonja:

8.30. abra

8.6.6. Megjegyzés
A h(z) = arccosz fliggvény a [—1, 1] intervallumon folytonos és szigortian
monoton csokkend. Nem paros és nem paratlan.

8.6.7. Példa
Hatarozzuk meg az arccos 5 kifejezés pontos értékét!

Megoldas:

3
Az arccos <—§> kifejezés azt a 0 és m kozotti szoget jelenti, amelynek

3
koszinusza (—%_), tehat

mert
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8.6.8. Példa
Irjuk fel a legegyszer(ibb alakban az f(x) = cos(arccosz) fiiggvényt, majd
vazoljuk a grafikonjat!

Megoldas:
D¢ =]—-1,1] és f(x) = cos(arccosx) = x. A fuggvény grafikonja:

f(x)=cos(arccosx)

8.31. 4bra

8.6.9. Példa
Irjuk fel a legegyszeriibb alakban az f(x) = arccos(cosx) fuggvényt, majd
vazoljuk a grafikonjat!

Megoldas:
A vézlat elkészitéséhez vizsgaljuk meg elszor f(x) értelmezési tartomanyat
és értékkészletét! Konnyen lathaté, hogy Dy = R. Ismert, hogy Vo € R
esetén

—1 <cosx <1,

igy
0 < arccos(cosz) < ,
azaz Ry = [0, 7]. Tovabba az
y = arccos(cos )

hozzarendelésbol adodik, hogy

COSYy = Ccos @,
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tehat
y=xtx+2kn, (keZ).

A keresett grafikon:

f(x)=arccos(cosx)

“om T 0 T om

8.32. abra

8.6.10. Definicié (arctg z)
Azy = arctg x fligguény a (—oo, 00) értelmezési tartomdny minden pontjihoz

a (—5, g) intervallum egy (radianban kifejezett) értékét rendeli, amelyre
tgy = x.
Grafikonja:

f(x)=arctgx

8.33. abra
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8.6.11. Megjegyzés
Az f(z) = arctgr fiiggvény R-en folytonos és szigortian monoton novekvé.

Tovabba:
: 7T , , T
lim arctgr = 5 és lim arctgr = —3

r——+00 T——00
A figgvény paratlan, azaz:

arctg(—x) = —arctgz.

8.6.12. Példa
Hatarozzuk meg az arctg(—1) kifejezés pontos értékét!

Megoldas:

arctg(—1) = —%,

T
¢ (——) — 1
s\71
8.6.13. Definicié (arcctg z)
Az y = arcctg z fiigguény a (—oo,00) értelmezési tartomdny minden
pontjihoz a (0, ) intervallum egy (radianban kifejezett) értékét rendeli, ame-

lyre

mert

ctgy = x.

Grafikonja:

f(x)=arcctgx

-m1/2 |

8.34. abra
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8.6.14. Megjegyzés
Az f(x) = arcctgr fiiggvény R-en folytonos és szigortian monoton csokkend.
Tovabba:
hlf arcctgr = 0 és xgmooarcctgx =T.
8.6.15. Példa
Hatarozzuk meg az arcctgl kifejezés pontos értékét!

Megoldas:
T
tgl = —
arcctg 1
mert
ct T_ 1
g4 *

8.6.16. Példa
Vazoljuk az [(z) = 2w — arcctg(z — 2) fiiggvény grafikonjét!

Megoldas:

2m |

3mi2

I(x)=2-arcctg(x-2)

‘/
m
\
g(x)=arcctg(x-2)
f(x)=arcctgx N

0 K ) "3

-T2 |

h(x)=-arcctg(x-2)

8.35. abra
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8.7 AZ EXPONENCIALIS FUGGVENY

8.7.1. Definicié (exponencidlis fiiggvény)
Az f(x) =a", a >0, a#1, x € R hozzdrendeléssel adott figgvényt a alapi
exponencidlis fligguénynek nevezzik.

Grafikonja:

8.36. abra

8.7.2. Megjegyzés

Az f(x) = a*, a > 0, a # 1, fliggvény értelmezési tartoméanya az R hal-
maz, értékkészlete pedig RT. A fliggvény a teljes értelmezési tartomdnydban
folytonos. Ha a > 1, akkor f(x) szigorian monoton ndvekvés, mig a < 1
esetén szigorian monoton csokkené a fiiggvény. Ha a > 1, akkor

lim a* =0 és lim a® = 4o0;

T——00 T——+400

illetve 0 < a < 1 esetén:

lim a® = 4+00 és lim a® = 0.

T——00 Tr—-+00

Ervényesek az alabbi, gyakran el6fordulé azonossagok (a,b > 0, a,b # 1,
r€R):

a® - a¥ = a®ty, (a®)¥ = a™, a® - b* = (ab)”.
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8.7.3. Megjegyzés
Ha az exponencidlis fiiggvény alapja az e szam (5.4.11. Tétel), akkor jelolése:

f(z) =¢€”.
Grafikonja:

X

f(x)=e

8.37. abra

8.8 A LOGARITMUS FUGGVENY

Az exponencialis fiiggvények szigori monotonitasabol kovetkezik —in-
vertalhatésaguk.

8.8.1. Definicié (logaritmus fiiggvény)
Az f(x)=a", a>0,a#1, x € R fliggvény

f(z) = log, =, reRY

inverzét a alapu logaritmus figguénynek nevezzik. Ha a = 10, akkor az
f(z) =gz, illetve ha a = e, akkor az f(x) = Inx jelolést alkalmazzuk.

8.8.2. Megjegyzés
Legyen y = log, . A logaritmus értelmezése alapjan a¥ = z, azaz

T = q%a® x> 0.
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Tehét az y = f(x) = log, x figgvény ugy is értelmezhetd, hogy minden
pozitiv z-hez hozzarendeljiik azt az y kitevdt, amelyre az alapot hatvanyozva
eredményiil x-et kapjuk:

f(x)=ax
(0<a<1)

8.38. 4bra

8.8.3. Megjegyzés

Az f(x) = log,x, a > 0, a # 1, fiiggvény értelmezési tartomdnya az RT
halmaz, értékkészlete pedig az R halmaz. A fiiggvény a teljes értelmezési
tartoméanyaban folytonos és nem korlatos. Zérushelye x = 1-nél van. f(x)
szigorian monoton novekvo, ha a > 1, mig 0 < a < 1 esetén szigorian
monoton csokkeno a fiiggvény. Ha a > 1, akkor

lim log,x = —o0 és lim log, z = +00;
z—040 r——+00

illetve 0 < a < 1 esetén:

lim log,z = +o00 és lim log, x = —o0.
z—040 T——+00

Ervényesek az alabbi azonossdgok (a,b>0,a,b#1, x,y e R"):
a) log,(zy) = log, = +log, y,

b) log, T log, x — log, v,
)
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c) log, 2% =k -log, ,
d) log,b-logy,a =1

e) A kiilénb6z6 alapu logaritmusok kozott az alabbi kapcesolat all fenn:

log, z = log, x - log, b = log, x - .
log, a

8.9 HIPERBOLIKUS FUGGVENYEK

Az e” és e™” fiiggvények segitségével szarmaztathatok az tn. hiperbolikus
fliggvények.

8.9.1. Definicié (szinusz-hiperbolikusz fiiggvény)

Az
et —e™®
shx := — reR
fuigguényt szinusz-hiperbolikusz fligguénynek nevezzik.
Grafikonja:
\\ y
.
2
f(x)=shx
\\1
0 ) ;‘\\E;*“‘***ff—ff‘,,,J
3 2 -1 0 1 2
-1
8.39. abra
Ertelmezési tartomany: —oo < x < 00
Ertékkészlet: —00 < T < 00
Zérushely: x=10

A fiiggvény paratlan: sh(—z) = —shz
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A figgvény folytonos és szigorian monoton novekvo R-en. Tovabba:

lim shz = —o0 és lim shz = +o0.
Tr——00 r——400

8.9.2. Definicié (koszinusz-hiperbolikusz fiiggvény)
Az

$+ —T
chx::%, relR

fugguényt koszinusz-hiperbolikusz figguénynek nevezzik.

Grafikonja:

8.40. abra
Ertelmezési tartomany: —00 < T < 400
Ertékkészlet: 1<z < +o00
Zérushelye nincs.
Szigoruan monoton csokkend: —oco < x <0
Szigorian monoton novekvé: 0 < x < +o0
A fliggvény péros: ch(—x) =chz

A fiiggvény folytonos és alulrdl korlatos. Tovabba:

lim chz= lim chz = 4+c0.

T——00 Tr— 400



186 8 ELEMI FUGGVENYEK, NEVEZETES FUGGVENYEK

8.9.3. Megjegyzés
A hiperbolikus fiiggvények egy masik bevezetését és az aldbbi azonossagok
bizonyitasat a 12. fejezetben talalja meg a kedves olvaso.

a) chz +shzx = e”,

—

chx —shx =e",

)
)
¢) ch®*z —sh’z =1,
)
)

d) ch?z + sh?z = ch 2z,
e) 2shx - chx = sh2x,
1+ch2
f) Ch2m:u,
2
h2r — 1
g) sh?x = = 2 :

h) sh(z £y) =shxz-chy+tchzx-shy,
i) ch(x +y) =chx-chy+shx-shy.

8.9.4. Definicié (tangens-hiperbolikusz fliggvény)
Az

sh x er —e "
thz := = z e€R
chz er4e2’

figguényt tangens-hiperbolikusz fligguénynek nevezzik.

A fiiggvény grafikonja a 8.41. dbran lathato.

Ertelmezési tartomany: —oo <z < 00
Ertékkészlet: -l<z<l1
Zérushely: x=10

A fiiggvény péaratlan: th(—z) = —tha
A fiiggvény folytonos, korlatos és szigorian monoton novekvo R-en.
Tovabba:
lim thz = -1 és lim thz =1.

T——00 Tr——400

8.9.5. Definicié (kotangens-hiperbolikusz fiiggvény)

Az

chx e*+e®
cthx = = zeR
shx et —e 7’

fuigguényt kotangens-hiperbolikusz figguénynek nevezzik.
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Grafikonja:
cthx
thx

8.41. abra
Ertelmezési tartomény: R\ {0}
Ertékkészlet: R\ [-1,1]
Zérushelye nincs.
Szigorian monoton csokkens: —oo <z < 0,0 <z < 400
A fliggvény pératlan: cth(—z) = —cthz

A fiiggvény az értelmezési tartomanyaban folytonos. Tovabba:

lim cthx = -1 és lim cthx =1.
T——00 r——400
lim cthx = —c0 és lim cthx = +o0.
r—0—0 x—040

8.10 AREA FUGGVENYEK
Az area fliggvények a hiperbolikus fiiggvények inverzei.

8.10.1. Definicié (arshx)
Az y = arshz figguény a (—oo,+00) értelmezési tartomdny minden
pontjdhoz a (—oo, +00) intervallumnak azt az eqy értékét rendeli, amelyre

shy = x.
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8.10.2. Megjegyzés
Az f(x) = arshx fliggvény a R-en folytonos és szigortian monoton névekvé.

Grafikonja:
y l’
1
5 1
1
1
4 shx I’
1
II y=x
3 II
1
1
/
2 )/
/
7/
‘ )5 f(x)=arshx
0 X
7 6 5 -4 3 2 1 0 1 2 3 4 5 6 7
// 1
7’
/
/7
/ -2
/
7
/
/ 3
1
1
1
[ 4
1
i
1
U 5
1
1
1
1
8.42. abra
Ertelmezési tartomany: —oo <z < 00
Ertékkészlet: —00 < T <00
Zérushely: x=0
A figgvény paratlan: arsh(—xz) = —arshz
Tovabba:
lim arshx = —o0 és lim arshx = 4o00.

T——00 T——400

8.10.3. Megjegyzés
A arsh z fliggvény definiciéja alapjan

sh(arshz) = arsh(shz) = x.

8.10.4. Megjegyzés
A chz fliggvény a [0,+00) ill. a (—o0,0] intervallumon szigorian mono-

ton novekvd ill.  szigordan monoton csokkend, igy a két fiiggvényagnak
kilon-kilon létezik az inverze, a két inverz neve egyarant area koszinusz-

hiperbolikusz fliggvény.
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8.10.5. Definicié (arch x)

Az y = archx fiigguény a [1,+00) értelmezési tartomdny minden pontjihoz
a [0,400) vagy a (—o0,0] intervallumnak azt az eqy értékét rendeli, amelyre

chy ==x.

8.10.6. Megjegyzés

Az f(z) = archx fiiggvény a [1,+00) intervallumon folytonos.

Grafikonja:

y=X

8.43. abra

Ertelmezési tartoméany: 1<z < +oo
Ertékkészlet:
Zérushely:

Tovabba:

r=1

lim archz = 400, ha x>0 és

Tr— 400

8.10.7. Megjegyzés
A arch z fiiggvény definicidja alapjan

ch(archx) = arch(chz) = z,

f(x)=archx

x<0

0<z<+o0il. —co<xz<0

lim archz = —o0,
r——+00
ha x> 1.

ha

x < 0.
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8.10.8. Definicié (arth )
Az y = arthzx fligguény a (—1,1) értelmezési tartomdny minden pontjihoz a
(—o00, +00) intervallumnak azt az eqy értékét rendeli, amelyre

thy = x.
8.10.9. Megjegyzés
Az f(x) = arthz fiiggvény az értelmezési tartomanydban folytonos és
szigoruan monoton novekvo.
Grafikonja:
y
2
f(x)=arthx
1
0 X
3 2 1 0 1 2 3
thx
-1
2
8.44. abra
Ertelmezési tartomany: —1<z <1
Ertékkészlet: —00 < x <00
Zérushely: x=0
A figgvény péaratlan: arth(—z) = —arthx
Tovabba:
lim arthx = —o0 és lim arthx = +oc.
r——140 z—1-0
8.10.10. Definicié (arcthx)
Az y = arctha figguény az R\ [—1,1] értelmezési tartomdny minden

pontjihoz az R\ {0} halmaznak azt az eqy értékét rendeli, amelyre

cthy = x.
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8.10.11. Megjegyzés

Az f(x) = arcthz fiiggvény az értelmezési tartomanyaban folytonos és
szigoruan monoton csokkend.
Grafikonja:

-3

1

\
1
1
1
1
1

8.45. &bra
Ertelmezési tartomany: R\ [—1,1]
Ertékkészlet: R\ {0}
Zérushelye nincs.
A fliggvény pératlan: arcth(—z) = — arcthx
Tovabba:
lim arcthx = lirf arcthx = 0,
valamint
lim arcthx = —o0 és lim arcthax = 4o00.
z——1-0 z—1+0
8.10.12. Példa

Adjuk meg az f(x) = arshz tn. logaritmikus alakjat!
Megoldas:

Alkalmazzuk az y = arsh x jelolést. A 8.9.1. Definicié alapjan

ey — e_y

2

Tr =
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Szorozzuk meg az egyenlet mindkét oldaldt 2eY-nal, igy az aldbbi eY-ban
masodfoku egyenlethez jutunk:

e —2xeY —1=0.

Azaz:

20 +A4x2 + 4
= v =rx+vVz?+1.

Mivel e¥ > 0, igy csak az
e/ =z+Val+1
gyok megfelel6. Ahonnan
y =In(z + Va2 +1)

adédik, tehat
arshe = In(z + Va2 +1).

8.10.13. Megjegyzés
Konnyen megmutathaté, hogy

archz = In(x + vVa? — 1),
ha a chz, z > 0 fiiggvény inverzérdl van szo, illetve

archz = In(z — vVa? — 1),

logaritmikus alak irhaté fel a chz, x < 0 fiiggvény inverze esetén. Tovabba

1
arthx:—ln1+x,
2 1—=x
& 1 a+1
x
they = =1
arcth x 2nx_1

az adott fliggvényekhez tartozé logaritmikus alakok.
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9 DIFFERENCIALSZAMITAS

Az egyvaltozos valds fiiggvények differencidlszamitasanak kialakitasa a XVII.
szédzadban kezd6dott és Isaac Newton (angol, 1642-1727) valamint Gottfried
Leibniz (német, 1646-1716) tudésok nevéhez és munkdssdgahoz fiizédik.

9.1 A DIFFERENCIA- ES DIFFERENCIALHANYADOS

9.1.1. Definicié (differenciahdanyados)
Az egyvdltozds valos [ : (a,b) — R figguény xo € (a,b) helyhez tartozo
differenciahdnyados-figguényén a

(9.1) o(x,z9) = %ﬁil’o)’ z,x9 € (a,b), x# xo

altal definidalt p fligguényt értyik.

9.1.2. Megjegyzés

A differenciahanyados geometriai értelmezése:

Az f figgvény gorbéjének xy és x abszcisszaju pontjait 0sszekoto szeld mere-
deksége:

g 12 = Fa0)

T — Zo

y=re

B

169 -fx)

érinto

fo sz R

pH T
S

dx=x-x
0

9.1. abra
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Az xy € Dy ponthoz az x megvalasztasaval a szel0k egész sokasidga rendel-
het6. Vajon az xzy ponthoz kozelitve 1étezik-e hatarértéke az adodd szelok
meredekségének? Ha az x pontot véltozonak tekintjiik, akkor a differen-
ciahdnyados x fliggvénye, azaz szintén fliggvény.

9.1.3. Definicié (a differencidlhdnyados hataratmenetes megfogal-
mazdsa)
Ha az f: R — R fiigguény xy € Dy helyhez tartozo

f(z) = flzo) _ f(x) — flzo)

9.2 = =
92) plaa) = HO -

differenciahdnyados-fiigguényének létezik véges hatdrértéke xqo-ban:
93 lim (z, 7o) = lim 2D =SE0) _

T—x0 T—T0 Tr — 2o
akkor ezt a hatdrértéket az f fiigguény differencidlhdnyadosdnak (vagy de-
riwaltjdnak) nevezziik az xo pontban.

Jelolések:

r—x0 T — X dl‘

9.1.4. Megjegyzés
Ha az f : R — R fiiggvénynek az x( helyen létezik differencidlhanyadosa,
akkor azt mondjuk, hogy f az xq helyen differencialhato.

9.1.5. Megjegyzés
Ha az f'(xo) derivélt egy I C Dy intervallum minden x pontjaban létezik,
akkor azt mondjuk, hogy f differencialhaté az I intervallumon.

9.1.6. Megjegyzés

A differencidlhanyadosnak fontos geometriai jelentése van. Ha rogzitjik az
f R — R gorbéjén az A pontot, azaz az xq helyet és a B pont a gorbén
haladva tart az A ponthoz, akkor a szelck, melyeknek iranytangense rendre
tg O1, tg P, ..., tg On,..., egy hataregyeneshez, az A-beli érintéhoz tartanak,
amelynek irdnytangense tga. Ekkor nyilvan x — zq és

0. oo 1@) = Fw0)

= f'(z0) = tgav.
T—Io r — X9

A szel6k tg (3, irdnytangense tehat az (zg, f(xo)) ponton dthaladé
(9.5) y = f'(zo)(x — x0) + f(0)

egyenes iranytangenséhez tart.
Az arctg fliggvény folytonossiaga miatt

B, — a, ha z — z.
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9.1.7. Definicié (fiiggvény pontbeli érintGje)
Ha az f : R — R fiiggvény differencidlhaté az xo € Dy pontban, akkor az

(9.6) y = f'(xo)(x — m0) + f(20), reR

egyenletli egyenest az f fliggvény (xo, f(xo))-beli érintdjének nevezzik. Igy
f(xo) az (xo, f(xo)) pontbeli érintd irdnytangense (meredeksége).

A differencidlhanyados fogalmara megadhatéo egy masik, tugynevezett
tortmentes definicio is.

9.1.8. Megjegyzés
Legyen az f : R — R fiiggvény az z( helyen differencidlhato, azaz létezzen a

véges
z—z0 T — X
hatarérték. Ekkor
T—T0 T — X

Vezessiik be a kovetkezo jelolést:

f(z) — f(xo)

r — T

— f'(@0) = e(2),
amelybdl kapjuk, hogy
f(@) = flxo) = f'(20)(x — 20) + (@) (2 — mo)

és
lim e(z) = 0.

T—x0

9.1.9. Definicié (a differencidlhdnyados tortmentes megfogalmazdsa)
Az f : R — R figgvényt az xy € Dy helyen akkor nevezzik differencidlha-
tonak, ha létezik eqy olyan f'(x¢)-lal jelélt valds szdm és xg-nak olyan, az
értelmezési tartomany pontjaibol dllo §-sugari kornyezete

Ks(x) = (o — 9,20 + 0),
hogy minden x € Ks(xo) esetén teljesil az aldbbi egyenldség:
(9.7) f(@) = flwo) = ['(wo)(x — o) + () (x — o),
ahol € : Ks(xg) — R olyan figgvény, amelyre

lim e(x) = 0.

T—x0
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9.1.10. Megjegyzés
Az

f(@) = f(wo) = f'(o)(z — wo) + () (z — m0)

formuldban, ahol lim e(z) = 0, a jobb oldalon 4ll6 masodik tag (¢(z)(x—x))

T—T0

mindkét tényezoje nulldhoz tart, mikozben x — x3. Ez azt jelenti, hogy
x — xg esetén £(x)(r — xp) magasabb rendben (gyorsabban) tart zérushoz,
mint f'(xo)(z—x). Tehét a jobb oldal meghatarozo része az elsé tag, amelyet
az f(x) — f(xo) megvaltozas férészének, a masodik e(x)(z — o) tagot pedig
elenyész0 részének nevezziik. Ez gy is felfoghat6, hogy az f(x) fiiggvény az
xo pont Ks(xg)-kornyezetében jol kozelithetd egy els6foki polinommal:

f(@) = f(zo) + f'(xo)(z — m0),

azaz f linearizalhaté. Nyilvanvald, hogy a differencidlhanyados tortmentes
képlete a kovetkezoképpen is felirhato:

fz) = flzo)

T — Zo

= ['(wo) +&(x),

ahol e(x) — 0, ha x — x.

9.1.11. Definicié (a fiiggvény differenciilja)
Az

f(x) = f(zo) = f'(wo)(x — o) + e(x) (2 — 20)
osszefuggésben szerepld

f'(@o)(z — 20)

forészt az f fligguény xq-beli differencidljanak nevezziik.
Jelolése:

df (zg) = f'(xo)(x — x0) wagy df = f'(xo)(x — x0).

9.1.12. Megjegyzés
Vegyiik észre, hogy df (z) az x valtozé fiiggvénye, és ha az (x—x¢) kiilonbséget
dx = Aux-el jeloljiik, akkor az xo-beli

df(xo)
dx

f'(xo) =
derivalt valéban két differencidl hanyadosa, mert

de =a2" - (x —x9) =1+ (x — x).
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3
SO e
\
169 -165)
dftx) =1 (x)-dx
N ’
i i
| 0 '{.o { i
| S—
dx=x-x
0
9.2. abra

Az &bran lathat6, hogy az f figgvény zg-beli df (zg) differencidlja a teljes
f(x) — f(xo) killonbség egyik részét adja és minél kozelebb van az x pont xo-
hoz, anndl jobban kozeliti df (z¢) = f'(zo)(x—x0) az f(x)— f(zo) kiilonbséget.
Az f(z) — f(xo) = f(xo)(x — xo) + e(x)(x — x0) kiilonbség masodik része,
mivel lim e(z) = 0 kicsiny (z — z) esetén, elhanyagolhaté. A

T—T0

df (zo) = f'(z0) - Az = f'(w0) - da

kifejezésben Ax a fiiggetlen valtozd tetszoleges novekménye, azaz tetszoleges
szam, amelyet gyakran x-t6l fiiggetlennek tekintiink.

9.1.13. Tétel (a differencidlhatésig két megfogalmazasanak ekviva-
lencigja)

A differencidalhdanyados hatdrdtmenetes és tortmentes definicidja ekvivalens.
Bizonyitas:

A tortmentes definiciét a hatardtmenetes definiciébdl kiindulva vezettiik be.

Tehat, ha a hataratmenetes definicié fenndll, akkor a tortmentes is. Meg-
forditva, legyen f differencidlhaté a tortmentes definicié szerint, azaz:

f(@) = f(xo) = f'(wo)(x — x0) + £(2) (2 — 20),
ahol lim e(z) = 0.

Ekkor
f(x) — f(xo)

r — 2o

= ['(x0) + (),
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ahol lim e(z) = 0, amelybdl

T—x0

lim [f'(x) +e(x)] = f'(x0),

T—x0

és ezért a bal oldal © — x esetén szintén f’(xy)-hoz tart:

o @) = f(wo)

z—T0 X — Tg

= f'(w0),

ami azt jelenti, hogy f a hataratmenetes definici6 szerint is differencidlhaté
az xy helyen. O

9.1.14. Példa

1
Szémitsuk ki az f(x) = 2? fiiggvény differencidlhdnyadosét az zg = 1 helyen!

Megoldas:
A hatardtmenetes definicid szerint:
3 3 2 2
. ) — f(x . = . T — o) x°+2x -0+
@) = fw) e (o) ot ad) _
T—Io r — T T—x0 T — X T—I0 r — X9

lim (2% + - 29 + 27) = 375,

T—T0

(N s ()22
4 4 16
9.1.15. Példa

Szamitsuk ki az f(z) = 23 fiiggvényre az xo = 2 pontban a

Igy:

Af = [z +Azr) = f(z)
kiilonbséget és a df (z¢) = f'(zo)(x — xo) differencialt, ha Az = dz = 0.01.

Megoldas:
A (9.1.14)-es feladatbdl tudjuk, hogy

f'(z) = (2°) = 322,

Ezért a differencial:
df(v) = f'(z)dx = 3x*dx,
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tovabba x = xg = 2 és dr = Ax = 0.01, igy
df (1) = 3-2%-0.01 = 0.12.
AAf = f(x+ Az) — f(z) kilonbség pedig:
Af = (z+Az)*—2° = 2°+32° Az+32(Ax)°+(Az)* —2° = 32°de+3z(Ar)’+(Az)’.
Ha x = xq = 2 és dv = Ax = 0.01, akkor
Af=3-22.0.01+3-2-(0.01)>+ (0.01)* = 0.12 + 0.00061 = 0.12061.
fgy
Af —df(zo) = 0.00061.

9.1.16. Tétel (a differencidlhaté fiiggvény folytonossigarol)
Ha az f figgvény az xy € Dy helyen differencidlhato, akkor ugyanitt folytonos
18.

Bizonyitas:
Induljunk ki az alabbi nyilvanval6 egyenl6séghdl:

T — 2o

f(x) = f(xo) + — Tp).

Képezziik mindkét oldal hatarértékét, ha x — xq:

lim f(z) = f(xo) + f'(z0) - 0 = f(xo),

T—TQ

amelybdl kovetkezik f(x) folytonossdga az xy helyen. O]

9.1.17. Megjegyzés
A tétel allitasa nem fordithaté meg. A folytonossdgbol nem kovetkezik a
differencidlhatéséag.

9.1.18. Példa
Mutassuk meg, hogy a folytonos f(z) = |z| fiiggvény nem differencidlhaté az
2o = 0 helyen!

Bizonyitas:

Vizsgéljuk a
o @) = fw) el =0
r—z0 X — Tg z—zg T — 0
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hatarérték létezését! Kilon-kiilon kiszamitjuk a tort jobb oldali és bal oldali
hatarértékét:

—z—0 -0
lim —© 7 — 1, illetve lim —— =1.
z—0—-0 xX z—04+0
Az egyoldali hatarértékek kiilonbozoek, ezért nem létezik az xy = 0-beli
hatarérték. Tehédt az o = 0 pontban az f(x) = |z| fiiggvény nem diffe-
rencialhaté annak ellenére, hogy a fiiggvény zy = 0-ban folytonos. O

Korabban mar értelmeztiik a bal és jobb oldali hatarértéket, folytonossagot.
Most bevezetjiik a bal és jobb oldali differencialhatésag fogalmat.

9.1.19. Definicié (bal és jobb oldali differencidlhatésag)
Az f : R — R fugguényt az x¢ helyen balrol illetve jobbrol differencidalhatonak
nevezzik, ha létezik véges bal oldali illetve jobb oldali hatdarérték:

lim —f(:v) — f(zo) = f"(xg) illetve  lim —f(m) — f(zo)

z—1z0—0 T — T x—x0+0 T — 2o

= f—/&-(x())a

manden baloldali illetve jobboldali kornyezetbeli x-re.

9.1.20. Megjegyzés

Ha egy fiiggvénynek az értelmezési tartomanya valamely pontjaban létezik
bal oldali és jobb oldali differencialhdnyadosa, amelyek megegyeznek, akkor
a fliggvény ezen a helyen differencialhato.

9.2 ELEMI FUGGVENYEK DIFFERENCIALASA

9.2.1. Tétel (elemi fiiggvények differenciilisa)
Az elemi figguények derivdltjai a kovetkezdok:
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10.

11.

12.

13.

1.

15.

16.
17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

1
(logam)’:m, (IGR+\{1}, ZEER+,'

(sinz) =cosz, x€R;

(cosz) = —sinz, = €R;
(tgr) = , .TER\{Z—FIWTZ/{ZGZ};
cos? 2
(ctgr) = ——, z€R\{kr:keZ};
sin®
: 1
(arcsinz) = ——, |z| <1, z € R;
1 —a?
(arccos ) = ———, |z| <1, z €R;
1—22
(arctgr)’ = L z e R;
g - 1-'-51727 ’
tgr) = —— R;
(arcctgr) T2 ° € R;
(shz) = chx, z€R;

(chz) =shx, xeR;

1
(th.ﬁl?)/ = E, WS R,’

—1
(cthx) = T2 ° e R\ {0};

(arshzx) = T r € R;

(archz) = = x>1, zeR;
(arthz)" = 1——1:(:2’ ] <1, z € R;
(arcthx) = 1%3:2, lz| > 1, z € R.
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Bizonyitas:

1. A 9.1.3. Definicié alapjan bizonyitunk:

cC—¢C

(¢)' = lim =0, ceR;
Tz T — X
6.
x T — o+ To
Inz —Inx In— In——"—
. — 0 . x . x
(Inz), = lim ————— = lim 0 = lim 0 =
r—=r0 T — X T—=r0L — X T—Io Tr — 2o
1 1 zQ
) T — xg\ 0 . T — g\ * %0
lim In {1+ =lm—In{1+ =
T—T0 Zo T—T0 T( Zo
u
o .1 1 1 1
u = =lim— lim In(1+=) = —Ine=—, Vz,€R";
T — X T—x0 L |u|—o0 U ity Zo
8.
9 r+xTy . T—Xo
Y . sinz —sinz ) cos PSS
(sinz),_,, = lim —————— = lim =
T—T0 T — Xg T—T0 T — T
. T —Xo
sin
. T+To . 2
lim cos -l =cosxg-1=-cosxy, Vrye€R,
T—x0 z—zog L — X0
2
9.
9 T+x9 . T— o
, . COSX — COS Xy . T4sim 9 - S 2
(cosz),_,, = lim ————— = lim =
T—T0 xr — Xg T—T0 T — X
. T —Xo
sin
. . LT Ty . . .
— lim sin lim —— 2 — —sinxg -1 = —sinxzg, VrgeR.
r—xQ r—xQ r — Xy
2
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9.3 DERIVALASI SZABALYOK

9.3.1. Tétel (6sszeg, kiilonbség, szorzat és hanyados derivalisa)
Haazf:R—=Résag:R — R figguények differencidlhatok az xg € DyND,
helyen, ¢ pedig R-beli allando, akkor:

1 (c- f(@)), = c- f'(x0);

2. (f(x) £ g(x));, = f'(w0) + g (x0);

3. (f(x) - g(x))s, = f(x0) - 9(wo) + f(0) - ' (w0);
F@)\ _ fwo) - glao) = f(zo) - g (20)

4.( )m |

9(x) 9°*(xo)

Bizonyitas:
A 9.1.3. Definici6 alapjan bizonyitunk:

c- f(x) —c- f(xo) f(x) — f(xo)

L (e f(2)y = Jim —==F—m= = lm - T =
- limM =c- f'(xp);

T—T0 T — a’,’o

2 (F(x) + g(2)). = tim LTI = [F(wo) + glwo)] _

T—I0 r — I
lim f(z) = f(@o) () — g(wo)
T—T0 T — Zo T—T0 Tr — 2o

+ limg
3. (f(x)  glx)), = lim 29 = f@o)g(xe) _

= f'(wo) + ¢ (x0);

i £ @)9(@) = f(z0)9(2) + f(w0)9(x) — f(z0)g(w0) _
Jig T gt + i S0 ) =
f'(xo) - g(xo) + f(z0) - ¢'(20);

v (5), = ol
S {f(x)g(xo) — flxo)g(xo) + f(x0)g(z0) — f(20)g(x)

z—z0 g(x)g(x0) T — T
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oL @)= flw) o g@) —glw) L]

mh—fgog(x)g(xo) [ * — 7o 9(xo) z — g f (o)

i [A5002 - glao) = Slo0) B2 ) ga) — o) o)
Jim g(z)g(o) 9*(o) |

9.3.2. Definicié (derivaltfiiggvény)

Ha az f : R — R figgvény az I C Dy intervallum minden pontjdban
differencidlhato, akkor azt a leképezést, amely az I intervallum minden
eleméhez az f fiugguény ezen pontbeli derivdltjat rendeli az f fligguény de-
rivdltfiigguényének nevezzik.

Jelolése: f'(x) vagy d—f, illetve f.
x

9.3.3. Példa
Végezziik el a kijelolt derivalasokat!

~

' —1
4. (=) =@ Y =-122= —
@) (@71 = 1272 = =
1 -3
— -3 —4 __ .
5<5)‘”V 3=
1Y . 1 —1
= _ —1/41 —5/4_ .
6. (4x) [z /4] x s
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

1 = ;
1
1 /: = —
(Inz) rlne x’
(6cosx) = 6(cosz) = 6(—sinx) = —6sinz;
sin x /_ (sinz)  cosw
8 ) 8 87

—4/5
5 1
8 8  40v/z%

(22 +3% —5)' = (2?) + (37) — (5) = 22 + 3" In3;

8

(f) _ @)

1 7
<\/—— 710%41;), _ (V&) —7(log, x)" _ 2z xlnd

11 11 11 ’

(7 +7) = (@) + (7*) =72 + 7" InT;

(25 cosx) = (2°) cosx + 2% (cos ) = 5zt cos x — 2° sin ;

1
(6" Inx) = (6%) Inx + 6 (Inz) = 6" (In6) Inz + 65”5;

(22 =32) (2® + 7)) = (22 = 32) (2 + 7) + (2% = 32) (2® + 7) =

= 2z — 3) (x®* + 7) + (2% — 3z) 32%;

(tex) = (sina:)/ (sinz) cos x — sinz(cos z)’

COS T cos?
. . 2 2
cosxcosx —sinx (—sinz)  cos®x +sin“x 1
cos? cos? cos?z’

cos :r;)’ (cosz) sinx — cos z(sinz)’

(ctgz) = <

2

sinx sin“ x
) ) .9 2
—sinxsinz — cosxcosx  — (sin®x + cos®w -1
sin? x sin? sin?z’

<10g_3x) (log, 2)'a” (;gglfgg D@y

3
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1 1 1
B xln3x3 — (log; x) 32 ﬁm — (log; x) 32 3 — 3loggx
B 0 26 xt ’
o4 z+vz\ (x4 x) cosz — (z+ /x) (cosz)
"\ cosz ) cos? x B
( ) cosx — (x + /x) (—sinx)
- cos? x -
< )cosx+ (x+ y/z)sinz
- cos? x ’
o5 be* —3lnzx (5e” — 3Inx) (z* — 2006) — (5¢” — 3Inz) (z* — 2006)"
2t — 2006 (24 — 2006)° -

<5€I — §) (z* —2006) — (5e® — 3Inz) 423

T

(21 — 2006)

9.3.4. Tétel (Gsszetett fiiggvény derivalasi szabdlya - a lancszabdly)
Legyen adott az f o g vagy mds felirdasban az

dsszetett fligguény, ahol f :u v f(u), g:x— g(x) egyvdltozds fiigguvények.
Ha a g figgvény differencidlhaté az xg € Dy helyen, az f fligguény pedig a
g(xo) = ug € Dy helyen, akkor az dsszetett f o g fiiggvény is differencidlhato
az xo helyen és

d(f o g) _ df(u) dg(x)
dx N du |, o(x0) dx N
vagy ekvivalens felirdsban:
dF _ df(g(x)) / /
|, " dre |, f'(g(x)) - ¢'(z) .

Bizonyitas:
A differencialhanyados tortmentes definicigjabol kiindulva:

u(x) — u(zo) = g(x) — g(x0) = g'(wo)(x — z0) + &1(2) (x — o),
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ahol lim e (z) =0, és

T—x0

f(u) = f(uo) = f'(uo)(u — uo) + ea(u)(u — up),
ahol ulgﬂ go(u) = 0.
frjuk fel az Osszetett fiiggvény megvaltozasat:
(fog)(@) = (feg)(xo) = fl9(@)) — f(g(x0)) = f(u) — fluo) =
= f"(uo)(u — uo) + e2(u)(u — up) =
= f'(uo)[g' (o) (x—x0)+e1(2)(2—0)]+229(x) [ (70) (v —T0) +e1 () (v—10)] =

= f'(uo) - g'(z0)(z — 20) + [ (uo)e1(x) + 29(2) g (20) + 29(w)er (2)](z — 20),

ahol a masodik tag elsé tényezbéjének hatarértéke egyenlé nullaval. fgy a
tortmentes definicié alapjan igazoltuk, hogy

F(9(@))omsy = ['(u0) - g'(x0) = f'(g(w0)) - ¢'(x0). O

9.3.5. Példa
Igazoljuk, hogy (shz)' = chz, V x € R és (chz) =shz, Vz € R !

Megoldas:
Az Osszegre és kiilonbségre, valamint az Osszetett fiiggvényre vonatkozd de-
rivalasi szabaly szerint:

!/
e 1
(shz) = (Te) = §(ex + e ") = cha;

és ,
x —X 1
(chz)" = (i) = 5(@”3 — e ") = shu.

9.3.6. Példa
Végezziik el a kijelolt derivalasokat!

1. (cos(5z)) = — (sin (5z)) - 5 = —5sin (5z);
(

[\l

sin (23))" = cos (z?) - 3z%;

3
(sin® (z)) = ((sin (m))g)/ = 3sin?z (sinwz) = 3sin®z - cos z;

w

)

4 ((4 — a3y

) =T (- = T ) (302,
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5. (Veos@)) = 5 (cosz) = 5 (~sinz) = oot
) cos(z)) = cosx) = —sinz) = :
2./cos x 2,/cos 2 /cosz’
7 / o N o I 7tg61'
6. (tg’z) = ((tgz)") = Ttgbz (tgz)' = oy
1 / 3ZE2
7. (Va3 +4) = ———— (2P +4) = :
( ) 2\/953—1-4( ) 2vVed + 4
8. (621—1)’ — 221 (2.2? . 1)/ — e22-1.9 26237—1;
/
9. <6x2> = e (22) = e - 22 = 2we””;
10. (3%57)" = 3°%7 (In 3) (cos ) = —3°** (In 3) sin x;
1
11. (2te7) = 2t (In 2) (¢ "= ot (In 2 :
(27) = 2% (1n2) (tg2) = 24 (02) —
12. (e7®) =e®(—2) =e®(=1) = — %,
, shz\’ chachaz —shashax  chz — sh’x 1
13 (thﬂ?) = = 3 — 5 — 5 :
chz ch*z ch’x ch’x
14 (cthx)' _ chx ’: shzshz —20hxchx _ sh?z —zch2x _ —21 ;
shx sh”x sh”z sh”z
15. (In shcosz) = ! (shcosx) = ! (chcosz) (cosz) =
) sh cosx shcosx
1 .
i r— (chcosz) (—sinx);
16. (sinsinsinz)’ = (cossinsinz) (cossin x) cos x;
1 1 chzx 1
17. (I’ thz) = ((Inthz)®) =5 (In*thz) — —— =5 (In*tha) — ——:
7 (n a:) ((n 7) ) 5(11 x) thx ch’z (n x) shx ch?z’
/
18. (log3 cth /3 — :EQ), = <(10g2 cthv3 — x2)2> =
1 (—1) 1
= 2 (log, cthv/3 — 22 . . —2x);
( B2 )cth\/3—:r21n2 sh?y/3 — 22 2\/3—562( )
. / 1 . /
19. (I (ot 43755 ) ) = (ot 4 3V507) =
1‘4 _|_3\/smw

1 —
T CRRE
€T s x

1
cosx | ;
2v/sinx )
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/ 2\’ -1
20. (ctg262+“*’3> = ((ctg 62”3) ) = 2ctg eQHBL et 32,

sin? e2+2°

9.3.7. Tétel (az inverz fiiggvény differencidlhatésigarol)

Ha az (a,b) intervallumon az f(x) figguény szigorian monoton, folytonos és
az xo pontban differencidlhatd gy hogy f'(xg) # 0 és f(xo) = yo, akkor az f
figguény x = p(y) = f~(y) inverze differencidlhatd az yo helyen és

Bizonyitas:
Irjuk fel az f~(y) inverz fiiggvény differenciahdnyadosat az y, pontban,
hasznélva az z = f~1(y) jelolést:

P - ) w0
Y=Y f(x) — f(zo) f(zg)j:i‘é:m) ’

Az inverz monotonitasa miatt x — xg # 0, ha y # yo és ha y — vy, akkor
f~Hy) folytonossagabol addédik, hogy  — wg. Azaz hatdrdtmenettel a tétel
allitasat kapjuk:

) =) R
y—yo Y — Yo sz L@ —f(z0) f’(l‘o)
T—xo

9.3.8. Példa
Igazoljuk, hogy y = f(x) = sinz esetén az inverz x = f~!(y) = arcsiny
fiiggvény derivaltja:

1
[f_l(y)], = (arcsiny), =
1—y?
Megoldas:
Az inverz fliggvény derivalési szabalya alapjan:
/ 1 1 1 1

R

[sinz]  cosz  cos(arcsiny) \/1 — sin?(arcsin y)
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9.4 MAGASABBRENDU DERIVALTAK

9.4.1. Definicié (kétszer differencialhaté fliggvény)

Ha az f figgvénynek az xo hely valamely kornyezetében létezik a de-
rivdltfiigguénye, amely az xo helyen differencidlhato, akkor az f figguény az
xo helyen kétszer differencidlhato.
d’f (o)

dz?
9.4.2. Definicié (masodik derivaltfiiggvény)

Ha az f fiigguény az I intervallum minden pontjaban kétszer differencidlhato,
akkor az f" figguényt f masodik derivaltfiiggvényének nevezzik.

Jeldlése: f"(xy) vagy

9.4.3. Megjegyzés

A maésodik derivaltfiiggvény kiszamitdsa az [’ fliggvény derivaldsaval

torténik: /
f// — (f/) .

9.4.4. Megjegyzés

Hasonlé modon értelmezziik egy fiiggvény magasabbrendii derivaltjait.

Altaldnosan az n-ed rendfi derivalt:

£ = (pDY.

9.4.5. Definici6é (akdrhanyszor differencidlhaté fiiggvény)
Végtelen sokszor wvagy akdrhdnyszor differencialhatonak mondjuk azt a
fugguényt, melynek minden n € N esetén létezik az n-edik derivdltja.

9.4.6. Példa
Szamitsuk ki az f(z) = 2° fiiggvény harmadrendii derivaltjat!

Megoldas:
f'(x) =52 f'(x) =203 f"(x) = 602>
9.4.7. Példa
Mutassuk meg, hogy az
2
f(l‘) =2z — T
14+ tg§

fliggvény eleget tesz a
cosz + f"(x)(1+2)* =0

egyenletnek!
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Megoldas:
Szamitsuk ki f'(x)-et!
-1\’ -2 1 1
f(z) = 2x—2-<1+tg§) :2—2-(—1)-(1—1—tg£> R
2 2) ol 2
2
azaz
1 1 1 1
fll@) =2+ N2 2$:2+1+2tx+t2x. 5 L7
2\ cos? = = — cos?=
<1+tg2) : g5 + e’ :
tehat
1 1
cos? £ 4 2sin = cos = + sin? — 1+ sinz
2 2 2
Szamitsuk ki f”(x)-et is!
f(x) = (f’(:x))/ =(2+ _ / = —(1+sinz)?- cosw = T
1+sinz (1+sinz)?

Vizsgaljuk a feladatban szereplo egyenldség bal oldalat:
cosx + f"(z)(1 +x)* = cosx + {zcosa) (1+2)*=cosx —cosx =0
(1 + sinx)? '

Tehat az egyenlség teljestl.

9.4.8. Definicié (magasabbrendii differencial)
Ha az y(x) figguény kétszer differencidlhato, akkor az elsé differencidl dif-

ferencidljat a masodik differencidlnak nevezzik.

Jelolése: d*y = d(dy).
Hasonlo modon:
d"y = d(d"'y).

9.4.9. Megjegyzés
Emlékezve arra, hogy dx tetszoleges szam és fiiggetlen x-tol, ezért x-szerinti
derivalaskor konstans tényezo6, igy dx hatvanyai jelennek meg:

d"y = y™ (dx)".
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9.5 A DIFFERENCIALSZAMITAS KOZEPERTEKTETELEI

9.5.1. Tétel (az els6é derivalt eltiinésérsl)
Ha az f : R — R fiigguény az xo € Dy pontban differencidlhato és létezik
xo-nak olyan Ks(xo) = (xo — 9,20 + ) C Dy kdrnyezete, hogy ¥ = € K;s(zo)
pontban

f(@) = f(xo) wagy [f(z) < f(xo),
akkor

f/(l‘()) =0.

Bizonyitas:
Foglalkozzunk az f(z) > f(xg) esettel! Szamitsuk ki a differenciahdnyados
xo-beli bal- és jobboldali hatarértékét.
Ha x € K; és x < xg, akkor

fz) = o)

<0,
r — X
azaz
lim f(x) — f(xo) <0
z—x0—0 xr — X
tovabbé, ha x € Ks és x > x¢, akkor
f@) =S |
r — Xy
igy
lim M > 0.

x—xo+0 T — X

Feltételiink szerint f differencidlhaté az xzy helyen, tehat az egyoldali
hatarértékeknek meg kell egyeznitiik egymassal, és ez a kozos érték egyben a
derivalt értéke az xo helyen. Az f'(xg) < 0és f'(xg) > 0 egyidejlileg csak az

f'(w9) =0

esetben teljestl. O

9.5.2. Tétel (Rolle-féle kozépértéktétel)
Ha az f : R — R fiiggvény folytonos a zdart [a,b] intervallumon, differen-
cidlhato az (a,b) nyilt intervallumon és f(a) = f(b), akkor létezik az (a,b)
intervallumon legaldbb egy olyan & hely, ahol

f'(€) =0.
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Bizonyitas:

A Weierstrass-féle tétel szerint zart intervallumon folytonos fiiggvény
ugyanitt korlatos és felveszi maximumat és minimumat. Tehat léteznek olyan
k és K valds szamok, valamint x; € [a,b], 23 € [a, b] helyek, amelyekre:

k.= inf f(z)= f(z1) é K := sup f(z)= f(z2).
z€[a,b) z€lab]

Ha mindkét értéket az intervallum a és b végpontjaiban is felveszi, akkor az
f(a) = f(b) feltétel miatt a maximalis és minimdalis érték megegyezik, ami
azt jelenti, hogy a fliggvény az intervallumon konstans. Ekkor az éllitas igaz.
Tegyiik fel, hogy a maximum és a minimum értékek koziil legalabb az egyiket

nem az intervallum végpontjaban veszi fel a fiiggvény. Legyen ez az infimum
pont x;. Ekkor x1-nek van olyan kornyezete, melynek pontjaiban:

fxr) < f(a).

Igy a 9.5.1. Tétel szerint f'(z1) = 0. Hasonléan z, esetén, ha f(x3) > f(x)
az xo valamely kornyezetében, akkor f’(z5) = 0. O

9.5.3. Megjegyzés (A Rolle-féle kozépértéktétel jelentése)

Ha teljesiilnek a tétel feltételei, akkor a fiiggvény gorbéjének az (a,b) in-
tervallumban van olyan pontja, ahol vizszintes az érinté és parhuzamos a
fliggvénygorbe végpontjait 6sszekoto szeldvel.

9.5.4. Példa
Vizsgdljuk meg, hogy alkalmazhaté-e Rolle-tétele az f(r) = 2* — 2x — 3
fiiggvényre a [—1,3] intervallumon! Ha igen, hatdrozzuk meg a tételben
szereplo &-t!

Megoldas:
Az f(x) fiiggvény nyilvanval6an mindenhol differencidlhaté és R-en folytonos.
Tovabba

f(=1)=fB3) =0,
tehat alkalmazhatjuk Rolle-tételét.
f/(ZL‘) =2z — 27
azaz,
fe)=0 & 2-2=0
tehét

és1e(—1,3).
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2
f(x)=x -2x-3

N

9.3. abra

g
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

9.5.5. Tétel (Lagrange-féle k6zépértéktétel)

Ha az f : R — R fiiggvény folytonos a zdrt [a,b] intervallumon, differen-
cidlhato az (a,b) nyilt intervallumon, akkor az (a,b) intervallumon létezik
legalabb egy olyan & hely, hogy

RG]
vagy
f) = fa) = f(E)(b—a).
Bizonyitas:

Egy alkalmasan valasztott segédfiiggvény segitségével a tételt a 9.5.2. Tételre
vezetjik vissza. Legyen

F(r) = gy - 1O

amely folytonos az [a, b] intervallumon és differencidlhaté az (a,b)-n. Ezen
kiviil az F' fliggvényre teljesiil még, hogy

F(a) = f(a) é F(b) = f(b) = f(b) + f(a) = f(a) = F(a).
Ezért a Rolle-féle kozépértéktétel szerint 1étezik olyan £ € (a,b) hely, ahol
F'(§) =0,

(m—a),
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fie- 101D
tehat
o IO @

b—a

9.5.6. Megjegyzés (A Lagrange-féle kozépértéktétel jelentése)
A fiiggvény gorbéjének van olyan & € (a,b) pontja, amelyhez hizott érinté
péarhuzamos az (a, f(a)) és (b, f(b)) végpontokat Ssszekitd hirral.

9.4. 4bra

9.5.7. Példa

NP , , x4+ 3
Vizsgaljuk meg, hogy alkalmazhaté-e Lagrange-tétele az f(x) = 1
:C —

fiiggvényre az [1, 3] intervallumon! Ha igen, hatarozzuk meg a tételben sze-

replo &-t!

Megoldas:

Konnyen lathatd, hogy az f(x) fiiggvény differencidlhaté a megadott inter-
vallumon és

fix) = w4
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Tovabba A
f3) - f(1) _—6+4 7
3—-1 2 3’
és . -
(&) = — =—- & —4)*=3
110 = g7 =3 (6—a)2=3,
azaz,
Llo=4%V3.
&1 = 44+/3 > 3, tehét & nem belsé pontja a vizsgalt intervallumnak. Viszont
& =4-V3¢c][L,3].

A 9.4. &brén lathato, hogy a fiiggvény P (f, f (5)) pontjdhoz huzott érintd
pérhuzamos az A(1, f(1)) és B(3, f(3)) pontokat 6sszekots hirral.

9.5.8. Tétel (Cauchy-féle kozépértéktétel)

Haaz f : R — R ésg: R — R figguények folytonosak a zdrt [a,b] in-
tervallumon, differencidlhatéak az (a,b) nyilt intervallumon és a g figgvény
derivdltja az (a,b) intervallumon sehol sem zérus, akkor az (a,b) intervallu-
mon létezik legalabb eqy olyan & hely, ahol

f'€) _ f) — f(a)
g€ gb)—gla)

Bizonyitas:
Vezessiik be a kovetkezo segédfiiggvényt:
f(b) — f(a)
F(x)= f(x) — ————= - (9(x) — g(a)).
(@) = fla) = L= (gla) — ofa)

A g(b) — g(a) # 0 Osszefiiggés teljesiil, mert g(a) = g(b) esetén a g fliggvény
eleget tenne a Rolle-tétel feltételeinek és igy ellentmondasba keriilnénk a
g'(x) # 0 feltétellel.
Az F fiiggvény differencidlhaté (a, b)-n és

Fla) = fla) illetve F(b) = f(8) — f(b) + f(a) = f(a) = F(a).

A Rolle-tétel értelmében létezik olyan & € (a,b) hely, ahol

P =0,
PO = ro-Ia= g -0
igy
F© 50 I
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9.5.9. Megjegyzés
Nyilvanvald, hogy g(x) = =z esetén a Cauchy-féle kozépértéktételbsl a
Lagrange-féle kozépértéktétel adodik.

9.6 DIFFERENCIALHATO FUGGVENYEK MONOTONITASA

9.6.1. Tétel (a monotonitds elégséges feltétele differencialhaté
fliggvényekre)

Ha az f : R — R fiigguény az (a, b) intervallumon differencidlhatd és minden
x € (a,b) esetén f'(x) > 0, akkor f az (a,b) intervallumon monoton névekvd;
illetve ha minden x € (a,b) esetén f'(x) <0, akkor f az (a,b) intervallumon
monoton csokkend.

Bizonyitas:

Tekintsiik az f'(x) > 0 esetet. A differencidlhatésagbdl kovetkezik az (a, b)-
beli folytonossag.

Legyen a < 1 < x9 < b. Ekkor az [x1, x| intervallumon az f fiiggvény tel-
jesiti a Lagrange-tétel (9.5.5. Tétel) feltételeit, azaz létezik olyan & € (1, x2),
amelyre

f(x2) — f(z1)

2130 - o).
A feltétel szerint f'(£) > 0 is teljesiil, ezért
f(@2) — f(z1) >0,
To — Iy
azaz
f(x2) = fz1) >0,
vagyis

f(x2) = f(m1).

Tehét f valéban névekvd az (a,b) intervallumon. Hasonléan bizonyithatd,
hogy ha f'(z) <0, akkor f monoton csékken az (a,b) intervallumon. O

9.6.2. Tétel (a szigori monotonitis elégséges feltétele differencial-
haté fiiggvényekre)

Ha az f: R — R fiiggvény az (a,b) intervallumon differencidlhatd és minden
x € (a,b) esetén f'(x) >0, akkor f az (a,b) intervallumon szigorian mono-
ton névekvd; illetve ha minden x € (a,b) esetén f'(x) < 0, akkor f az (a,b)
intervallumon szigorian monoton csokkend.
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Bizonyitas:
Hasonld, mint a 9.6.1. Tétel esetén. O

9.6.3. Példa
Vizsgéljuk meg monotonitas szempontjabdl az

f R—=R, flz) =4z +5
fiiggvényt!

Megoldas:
f'(x) =4 >0, tehét az f(z) fliggvény szigorian monoton névekvé R-en.

9.6.4. Példa
Vizsgaljuk meg monotonitas szempontjabol a

g:R — [—m, 7], g(x) = —2arctgr

fliggvényt!
Megoldas:
g (x) = ] 4__ 5 < 0, tehdt a g(x) fliggvény szigortian monoton csokkend R-en.
x
2
g(x)=-2arctgx
5 4 3 2 -1 1 2 3 4 5

-2

9.5. abra
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9.6.5. Példa 5
Keressiik meg az f(z) = gx?’ — 62% + 162 fiiggvény szigoriian monoton sza-

kaszait!

Megoldas:
Szamitsuk ki f'(x)-et!

fl(z) =22° — 122 + 16

Keressiik meg a kapott polinom zérushelyeit!

124+ 144 — 128 12+ 4
;1312: =

' 4 4

Azaz
xIr = 4 és To = 2.

Vizsgaljuk f'(z) eléjelét! Készitsiink tablazatot!

T T <2 T =2 2<x <4 r=4 >4
f(x) + 0 - 0 +
f(z) | szig. mon. né szig. mon. csokken szig. mon. nd

A figgvény grafikonja:

y

20

9.6. abra
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9.6.6. Tétel (elégséges feltétel, hogy egy fiiggvény konstans legyen)
Ha az f : R — R fiigguény az (a,b) intervallumon differencidlhatd és minden
x € (a,b) esetén f'(x) =0, akkor f az (a,b) intervallumon konstans.

Bizonyitas:
Az f'(x) = 0 egyenldségbdl kovetkezden az (a, b) intervallumon

fl@)=0 & fl(x)<0

egyidejiileg fennall. A monotonitast biztosité 9.6.1. Tétel szerint barmely
x1,22 € (a,b), a < 1 < x9 < b pontokra

f(xa) > f(z1) és f(xe) < flan)

is fennall. Ez csak akkor lehetséges, ha

f(x1) = f(x2) =¢, ceR.
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10.1 Az ERINTO ES NORMALIS EGYENLETE

Hasznéljuk fel azt az ismert tényt, hogy a Py(xg,yo) ponton atmend m
irdnytangensii egyenes egyenlete:

Y—7%o Zm(m—ﬁo)'

Mivel az érint6 esetén az irdnytangens m = f'(x), ezért az y = f(z) egyen-
letii gorbe Py(zo,yo) pontjdhoz tartozé érintéjének egyenlete:

y —vo = ['(20)(x — x0).

A Py(zo, yo) pontbeli normélis egyenes meréleges az érintére és irdnytangense

az érint6 iranytangensének negativ reciproka, azaz — . Igy a normalis

/(o)
egyenlete:
(- w)
—Yo=— (x — ).
Y=Y (o) 0
10.1.1. Példa 36
Hatérozza meg az f(x) = — hiperboldhoz az xy = 3 abszcisszaju pont-
y

ban huzott érint6 és a koordinatatengelyek altal meghatarozott haromszog
teriiletét!

Megoldas:

Szamitsuk ki yo-t!
36

onf($o):f(3):§:12.

36

Az érinté tehdt az f(z) = — hiperbola P(3,12) pontjahoz tartozik.
x

Szamitsuk ki f'(x)-et!

, 36

fl(x) = 2

Ekkor 36
Fla) = F(3) =5 =4

Az érint6 egyenlete:
y=—4(x — 3) + 12,

azaz
y = —4x + 24.

36
Viézoljuk az f(x) = — hiperbolét és a P(3,12) ponthoz tartozé érintét!
x
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10.1.2. Példa
Hatérozza meg, hogy mely pontokban lesz az f(x) = In(2? + 16) fiiggvény

normalisa parhuzamos az y = —5x + 1 egyenessel!
Megoldas:
Szamitsuk ki f'(x)-et!
2z
, JR—
Tegyiik fel, hogy az xg abszcisszaju pont teljesiti a feltételeket. Ekkor
233‘0
!/
o) = 5.
f(@o) x% + 16
Mivel a keresett pont(ok)hoz tartozé normalis parhuzamos az y = —bx + 1
egyenessel, igy
L w16
f' (o) 2z ’

azaz
x5 — 10z + 16 = 0.
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A kapott méasodfoku egyenlet gyokei:
T = 2 To = 8.
A Kkeresett pontok:
Pi(2,1n20) P5(8,1n 80).

10.2 TAYLOR-POLINOM

10.2.1. Definicié (n-ed fokd Taylor-polinom)
Az xy helyen legalabb n-szer differencidlhato f : R — R fligguény xy helyhez
tartozo n-ed foku Taylor-polinomjanak nevezzik a

(20 (") (2 W)z i
Tn(x):f(:co)+f(1! )(x—x0)+...+f n(, >(a:—:c0) :;f k(! )(:c—xo)

n-ed foki polinomot.

10.2.2. Megjegyzés
Ha zy = 0, akkor a Taylor-polinomot Maclaurin-polinomnak nevezziik.

/'(0) f0) . ~fM(0)
1 x4+ ...+ o x :kzg 2 z*

M, (x) = f(0) +

10.2.3. Megjegyzés

Brooke Taylor (1685-1731) angol matematikus formuldt fedezett fel a
fliggvények hatvanysorba vald fejtésére. Foglalkozott a rezgd hiurok elmé-
letével is. Colin Maclaurin (1698-1746) a XVIII. szdzad egyik legkivalébb
angol matematikusa. Az edinburghi egyetem matematika professzora volt.
Ismerte Newtont és atvette matematikai elgondolasait. To6bb felfedezést tett
a sikgorbéket tanulmanyozva, sok tétellel gazdagitotta az abrazold geometriat
is.

10.2.4. Megjegyzés

A derivalasi szabalyok alapjan nyilvanvald, hogy az f fliggvény és az f
fiiggvény n-ed fokd Taylor-polinomjanak a derivéltjai az zy helyen rendre
megegyeznek:

To(wo) = f(z0), Th(wo) = f(x0), ., T(xo) = f™(x0).

Természetesen nem igaz, hogy tetszbleges © € Dy esetén T,,(x) = f(x) tel-
jesiil. Viszont, ha z € Dy beleesik xy bizonyos kornyezetébe, azaz x "elég
kozel” van zq-hoz, akkor az n-ed foku Taylor-polinom 7;,(z) értéke jél kozeliti
az f(z) figgvényértéket.
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10.2.5. Tétel (Taylor-formula)

Tegyiik fel, hogy az f : R — R fliggvény az xo hely valamely [zo — 6, xo + 9]
kornyezetében n-szer folytonosan differencidlhatd, illetve az (xg — 6,z + 9)
nyilt intervallumon (n+ 1)-szer differencidlhaté. Ekkor¥ x € (xg— 9,20+ 0)
esetén taldlhato olyan & € (xo — 0, ¢ + 0) hely, hogy:

(n+1)
f(x) =T,(z) + f(nTS')(x — o)™,
Az i)

kifejezést Lagrange-féle maradéktagnak nevezzik.

Bizonyitas:

Ismét alkalmazzuk a Rolle-féle kozépértéktételt (9.5.2. Tétel), ezért attériink
az ott hasznalt jelolésekre. Legyen g = a és x = b. Ha a # b, akkor
egyértelmiien meghatarozhaté egy valés ¢ szam tgy, hogy

fO) =Tu) =c- (b—a)"".
Az a feladatunk, hogy igazoljuk, hogy

_fe)
(n+ 1)1

Vezessiik be az
F(z) := f(z) = Tu(z) — ¢+ (x —a)"™
segédfiiggvényt, amelyre igazak a kovetkezok:
Ff® @) =T®(a), k=0,1,...n

miatt

Tovabba a fentiek miatt
F(b) =0.

Az F(a) = F(b) egyenldség miatt az F fliggvényre teljesiilnek a Rolle-tétel
feltételei, ezért 1étezik olyan & € (a,b), melyre

F/(él) =0.
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Mivel F'(a) = F'(&1) = 0, ezért alkalmazhaté a Rolle-tétel az [a, & ] interval-
lumon az F'(x) fiiggvényre, azaz létezik olyan & € (a, &) hely, melyre

F”(é-g) = O

Ezt az eljarast folytatva az n-edik lépésben azt kapjuk, hogy létezik &, €
(a,€n-1) hely, abol

F™(g,) =0.
Mivel F(™(a) = F™(¢,) = 0, igy még egyszer alkalmazhatjuk a Rolle-tételt,
amelynek alapjan létezik £ € (a,§,), amelyre

FrI(g) = 0.

Az F(x) segédfiiggvény definidlé egyenl6ségébdl és az el6z6 eredménybol
kapjuk, hogy

FOD(€) = fm(€) —0—c- (n+ 1) =0,

azaz
_ ()
C(n+ 1)

amit bizonyitani akartunk. O

10.2.6. Példa
Az f(x) = e* figgvény xy = 0-beli n-ed rendt Taylor- (Maclaurin-) poli-

nomja:
[ "
Tn(l’)zl—f‘x—i-g‘i‘a—i-...—'—m.

A g(x) = sinz fliggvény xy = 0-beli Taylor-polinomja:

.I‘3 1’5 x?k-ﬁ-l

A h(z) = Inx fiiggvény xo = 1-beli n-ed rendii Taylor-polinomja:

@17 (@-1P

Tu(w) = (@=1) = = 91

10.2.7. Példa -
Hatérozzuk meg az f(x) = sinz 6t6dfoka Taylor-polinomjét az xy = 1 pont

korul!
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Megoldas:

Ha f(z) = sinx, akkor f (%) = sin (%) = g Tovébba:
1) ()= £ (=)=

valamint

" T T \/_
() = —cos (1)2—72’

és ez a négy érték ismétlédik a tovabbiakban. Tehat a keresett Taylor-
polinom:

vafi o=t (@=9)' (@-9" (@-9 (-3
T"’():7<1+ 1l = 2!) - 3!>+( 4!) = 5!)>'

10.2.8. Példa
Hatarozzuk meg az f(x) = tge 6todfoki Maclaurin-polinomjat!

Megoldas:
Most f(z) = tgz és f(0) = tg0 = 0. Ekkor

1 2tgx
/ — " — " — 2‘ 2t 2 2t 4
F@) = s 0= 2B ) 2 (gt gt
8tgx
@ (z) = - (2 + 3tg?
file) = 5 (2+3tg7a),
& 48tp? 1
t
O (z) = &7 + 8(2 + 3tg’x) - + 2tg’zr + 2tgir | .

cos? cos? x

fgy

10.2.9. Megjegyzés
A Taylor-formula lehetéséget ad arra, hogy a fliggvényeket els6, masod, har-
mad, ...n-ed foki polinomfiiggvényekkel kozelitsiik. Tekintsiik az

f(z) =sinx
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fliggvény xg = 0-belin = 1, 3, 5, 7, 9 és 11-ed rendii Taylor-polinomjait:

Ti(z) =z,

Tyw) =2~ 5 = - L

Tﬂx)zx—é—?—i—i—?z —éx3+1—;()x5,

T7(a:):x—§—j+§—?—9;—::x—éxS%—%xf’—ﬁﬂ,
Ly, 1 5 L L

Ty(x) = v — =a® + —a° —
o(z) = 6" T 120" " 5020”7 T 3628307
1 1 1 1 1
(@) =2 =50+ 557" ~ 500" + 362880"  39916800°

A 10.2 dbran a sinz figgvény xo = 0 helyhez tartozé Taylor-polinomjai
lathatéak (n = 1, 3, 5, 7, 9, 11). A 1l-ed fokd Taylor-polinom a szi-
nuszfiiggvénynek mar tobb, mint egy teljes peridodusat eléallitja. Végtelen
hataratmenetben a Taylor-polinom egybeesik a szinuszfiiggvénnyel.

Ty4(x)

®

~

f(x)=sinx

-\/»211 3 0 ™ 2 WAU

o

IS

S

10.2. abra
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10.3 A BERNOULLI-L’HOSPITAL SZABALY

Gyakran adédnak probléméak, amikor két olyan fiiggvény hanyadosanak a
hatarértékét kell meghatarozni, ahol a szamldléban és a nevezoben 1évo
fliggvény is nullahoz tart az adott pontban.

10.3.1. Tétel (Bernoulli-L’Hospital szabaly)

Legyenek az f : R — R és g : R — R olyan egyvdltozos fiigguények, amelyek
értelmezve vannak az xo hely valamely [xq — 9, o + 0| kérnyezetében, kivéve
esetleg az xo pontot, tovabbd

lim f(z) = lim g(x) =0,

T—T0 T—xT0

valamint
9(x) # g(wo), ha x # xo.
Ha f és g differencidlhaté az [xg — 0,20 + 0] intervallumon és ¢'(x) # 0

barmely x € [xg — 0, xo + d]-re, akkor

lim M = lim )

T—T0 g(x) T—T0 g’(x)

Y

ha a jobb oldalon dllo hatarérték létezik.

Bizonyitas:

Az f és g differencidlhat6 az [xg — d, z¢ + 0] intervallumon, ezért folytonos is.
Megjegyezziik, hogy ha az zy helyen f vagy g, vagy mindkét fiiggvény nem
folytonos, akkor az

f(zo) := lim f(x) =0 illetve g(xg):= limg(x) =0

T—T0 T—T0

megvalasztasaval xp-ban is folytonossa tehetok.
A Cauchy-féle kozépértéktétel (9.5.8. Tétel) alapjan:

f@) _ f@) = flzo) _ SO
g(x)  g(x) —glze) (&)

Mindkét oldal hatarértékét véve x — x¢ és igy € — z( esetén:

fa) PO )

¢ € (zo — 8,70 + 0).

lim =
e—wog(x)  =m0g'(§)  w—aog(2)

)

ha a jobb oldalon all6 hatarérték létezik. O



10.3 A BERNOULLI-L’HOSPITAL SZABALY 229

10.3.2. Megjegyzés
0
A fenti hatarértéket 6) tipusu hatarértéknek is mondjdk. A L’Hospital

szabaly akkor is érvényes, ha

lim f(z) = lim g(z) = fo0.
T—T0 T—T0
[lyenkor (2) tipusi hatérértékrol beszéliink. A tétel akkor is alkalmazhato,
00
ha 2y = +oo vagy 79 = —oo. A (0-00), (0o —o0), (0°), (o°) és (1°°)
0
tipusu hatarozatlan alakok visszavezethetdk a 0 vagy <§> hatarozatlan
00

alakokra.

1033. Példa
Szémitsuk ki a lim ——— hatérértéket!

z—Z

2 5—1’

Megoldas:
A szamlaloban és a nevezoben 1éve fiiggvények differencidlhatok az xg =

bo | 3

pont kornyezetében és ¢'(z) = —1 # 0 ebben a kornyezetben. Tovabbé az

f(x) =1 —sinx és g(x) = g — x helyettesitési értéke nulldval egyenld az

Ty = g helyen. Tehat teljesiilnek a L’Hospital szabaly feltételei, ezért
1 —si 0 — 0
lim ———— PNE <—> — lim 2~ .
2
10.3.4. Példa . .
Szamitsuk ki a lim———— és a lim ——S— hatarértékeket!
z—0x — 2cos 3x a—0

Megoldas:

. sin x 0 . (sinz)’ , COS T
e lim————=|- )| =lm—————=lim—— =
=01 — 2 c0s 3T 0 o—0(x —2cos3z)  2—01+ 6sin3x

1
arctgr (0 _ l,m(arctgx)’ i T 1.
z—0  (3z) z—0 3 3

5 -
10.3.5. Példa

Széamitsuk ki a lim és a lim
r—0o0 [N O r—oo0 e — 1

2

hatarértékeket!
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Megoldas:
/
1
o lim —> :(E>: lim (z) = lim +—— = lim z = +o0;
a—+ooln 5x 00 e—too(Inbx)  a—toozm -5 w—too
. 22 —1 00 (222 —1)Y . 4z 00
e lim :<—>:h —:hm—:<_>:
z—oo e — 1 00 z—oo (€2 — 1))  az—oce® o0
4x) 4
)
T—00 (em)/ T—00 T

10.3.6. Megjegyzés

0
Visszavezetés <6) vagy (2) hatarozatlan alakokra:
00

0
a) Ha lim f(z)-g(z) = (0-0), akkor f-g = % atalakitassal (6) tipust,

T—x0 =
o g
illetve f - g = % atalakitassal <—> tipusi hatarértéket kapunk.
00
S
1 1
7y
b) Ha lim [f(z) 4+ g(x)] = (00 — 00), akkor az f + g = 1 19 AZONOSSag
r—xTQ
o , fg
szerinti atalakitas alkalmazhatd.
00
c¢) Ha lim [f(2)]9® ={ oc® | akkor az
Tr—T0 100

[f(x)]g(g”) — o9(@)Inf(z)

azonossagot alkalmazzuk és kihasznaljuk, hogy az exponencialis
fliggvény folytonossaga miatt:
lim e¥®) = e”lirgoy(x).

Tr—XT0

10.3.7. Példa
Szémitsuk ki az aldbbi hatdrértékeket!

a) lim xlnx;

z—0
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b) lir% 2xctg3z;

C

1 1
) lim(—— >;
=0 \x e¥—1

2
d) lim g1+i0me;

)

f

z—0

8=

lim (e” + x)

)
T——400

3 2z
) lim (1 + —> :
Tr——400 €T

Megoldas:

a)

1 1
lim zlnz = (0-00) = lim 2 — <§> = lim % = lim(—z) = 0;
r—0 r—0 P o0 m—>0x—2 x—0
2 0 2 2
lim 2zctgdzr = (0 00) = lim— — (2] = lim——— = ;
z—0 x—>0tg3$ 0 R e 3 3

. et —1 0 . e* 1
hm— = — = hm— =
z—0e® — 1 4+ ze® 0 z—0e% + e% + xe® 2

2 : 2Inx
2 21 1
lim gi+tiomz = (()0) — lim ez ™M _ i) eTiiomz — eao0lti0ne

r—0 x—0 x—0

Vizsgaljuk a kitevében 1évé hatarértéket!

. 2Inz 00 . % 1
hm— = (—) = hmﬁ — —
z—01 4+ 10Inz 00 @=0> D
Tehat:
lim zTFoms — egi—r)nolfllgfi‘z =65 = V/e;
z—0 o o o ’
: . : o ym)h lim ()
lim (e* +2)+ = (%) = lim eME+2)* = ¢ amtoe =
r—-+00 r—-+00
Vizsgaljuk a kitevében 1évé hatarértéket!
1 x
o In(e®*+=x o0 o = ("4 1) .oet+1
lim M = (—) = lim &2~ — lim =
T—+00 T o0 T——+00 1 z—tooe? +
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o0 r—+o0 e
Azaz:
. In(e® +x)
. 1 lim
hm (el’ —|— I‘)z = g T+ z — el — 6;
T——400
3 2 1 (1+§)21 lim 2:1:-ln(1+§)
f) lim (1+—-) =(1*)= lm e"\""s) =e¢o-teo ’
r——400 €T r——400

Vizsgaljuk a kitevoben 1évo hatarértéket!

In(1+2
lim 2x-1n<1+§>:(oo.0): lim n(1+w):<oo>
r—+00 x T 400 =

< ()
i+ 2?6
Jim — 1 :zginool—§_6
2\ 22 T
Tehat:

3 2 lim 2zIn(14+2
lim (1 + —> _ o tmam(l) _ e
X

Tr— 400

10.4 TELJES FUGGVENYVIZSGALAT

A differencidlszamitas segitségével a differencidlhaté fiiggvények szélsoértékei
(maximum, minimum) viszonylag egyszeriien megéllapithatdk.

” »

10.4.1. Tétel (sziikséges feltétel a lokdlis széls6érték létezésére)
Ha az x¢ helyen differencidlhato f : R — R figgvénynek az xo € Dy helyen
lokdlis szélséértéke (maximuma vagy minimuma) van, akkor szikségképpen:

f,<l'0) = 0.
Bizonyitas:
Tekintsiik azt az esetet, amikor az xy pontban a fliggvénynek lokalis max-
imuma van, azaz létezik xp-nak olyan Ks(xo) = (xro — 0,29 + ) C Dy

kornyezete, hogy
fz) < f(o)
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teljesiil barmely z € Ks(xo) esetén.
Ha x > z(, akkor

ﬂ@—fwwgo
hmﬁﬂ;l@ngwng

z—T0 T — Tg

Ha viszont x < x, akkor

ﬂ@—f@@zo
hmﬂﬂ:l@ﬁzfmwza

T—T0 €T — :CO
Innen pedig az kovetkezik, hogy

f,<1’0) = O

Lokélis minimum esetén a bizonyitas hasonlé. O

10.4.2. Megjegyzés
A 10.4.1. Tételbdl kovetkezik, hogy szélsGértéke egy fiiggvénynek csak ott
lehet, ahol az els6é derivalt nulla.

10.4.3. Definicié (staciondrius hely)
Az f'(z) = 0 egyenlet gydkeit az f fligguény staciondrius helyeinek nevezziik.

10.4.4. Megjegyzés
Szélsoérték csak stacionarius helyen lehet.

10.4.5. Tétel (széls6érték meghatarozasa az els6 derivalt el6jelval-
tasanak vizsgdalataval)

Tegyiik fel, hogy az f : R — R fiiggvény differencidlhato, az vo € Dy sta-
ciondrius hely (f'(x¢) = 0) valamely (zo — d,z9 + J) kérnyezetben. Ha az
f(z) derwdltfiigguény az xy helyen eldjelet vdlt, akkor az f figguénynek az
xo helyen lokdlis szélsdértéke van.

Ha x < xg esetén f'(x) > 0 és x > xg esetén f'(x) <0, akkor f-nek lokdlis
maximuma van xo-ban. Forditott esetben pedig lokadlis minimuma.

Bizonyitas:

Az f'(x) > 0, © < x( egyenlétlenség azt jelenti, hogy az f fiiggvény az
(xo — J,20) intervallumon szigorian névekeds. Az f'(x) < 0, z > xo
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egyenl6tlenségbdl kovetkezik, hogy f az (zg,xo + §) intervallumon pedig
szigoruan csokkend. Tehat f-nek az xg helyen valéban lokdlis maximuma
van. Hasonléképpen bizonyithaté a lokélis minimum esete is. m

10.4.6. Tétel (a széls6érték vizsgilata magasabbrendii derivaltakkal)
Ha az f : R — R figgvény az zy staciondrius hely (zg — 6,x9 + 9)
kérnyezetében legaldbb 2n-szer (n > 1) folytonosan differencidlhato és

fl(xo) = f"(xo) = ... = fO" D (wg) =0,
tovabbd
f(QN) (':EO) > 07

akkor az xy helyen lokdlis minimuma van az f figguénynek, ha
F® (@) <0,

akkor az xy helyen lokdlis maximuma van.

Specidlisan n = 1 esetén, ha f'(xg) = 0 és f"(xg) > 0, akkor a figgvénynek
lokdlis minimuma van az xo helyen. Ha pedig f'(x) =0 és f"(xo) < 0, akkor
f-nek lokalis mazimuma van xq-ban.

Bizonyitas:
Irjuk fel a fiiggvény xq helyhez tartozé (2n — 1)-ed fokd Taylor-polinomjét a
Lagrange-féle maradéktaggal egytitt:

f'(x0) f(Qn_l)(fE ) 2n—1 f(2n)(§> 2n
n (2n — 1)(; (=)™ + )

f(x) = f(zo)+ (x—mzg)+...+

amelybdl a tétel feltételei miatt kovetkezik, hogy

Fe(€)
(2n)!

Az (zg — 6,20 + ) kornyezet megfelel6 megvalasztasaval biztosithatd, hogy
f@M(€) és V() elbjele megegyezzen. Tehédt az utébbi formuldban az
@) (z4) derivélt eldjele donti el, hogy az (zo — 6,29 + ) kornyezetében
a lokalis minimumot kifejez6 f(z) > f(zo), illetve a lokélis maximumot
meghatarozé f(z) < f(zo) egyenlétlenségek koziil melyik teljestil.

(Az (z — xo)*" tényez$ a kitevd parossdga miatt x # xq esetén pozitiv.) O

2n

(x — )

flx) = flxo) +

10.4.7. Megjegyzés
A lokalis széls6értékek a monotonitasi szakaszokat valasztjak el egymastol.
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10.4.8. Definicié (lokdlis konvexitas és konkavitas)

Az f : R — R fiigguényt az x¢ helyen lokalisan konvexrnek, illetve lokdlisan
konkdvnak nevezziik, ha létezik az xo helynek olyan (xo—4,x0+9) kirnyezete,
melyben a figguény grafikonja az xo helyhez tartozo érintd egyenes folott,
lletve alatta halad.

10.4.9. Példa

Az f(x) = 2% — x fliggvény az 1o = 1 helyen lokdlisan konvex. A fliggvény
grafikonjat lila szinnel, az xq = 1 pontbeli érint6t pedig zold szinnel vézoltuk.
Az f(z) = 23 — x fiiggvény az x; = —1 helyen lokdlisan konkdv. Az z; = —1
abszcisszaji ponthoz huzott érintot kék szinnel jeloltiik.

N, ly

N, ’
N, ’
N, ’
N\, ’
N, ’
N, ’

N, = ’
Ny g y=2x+2 4
N, ’
X ’
., ’

N\,
R /I
N\, ’
N\, /
N ’ 1
\.
N, /
N, g
. ’
N ,
!
(.
70\
RN
’ KN
’ N
’ N,
’ s,
’ Q.
/
Y f(x)=x -

10.3. abra

10.4.10. Definicié (inflexiés pont)

Ha az f : R — R fiigguény grafikonjdnak van az xo helyhez tartozo érintdje,
amely a Py (xo, f(xg)) pontban dt is metszi a figguény grafikonjdat, akkor a
Py pontot a gorbe inflexios pontjainak, az érintot pedig inflexios érintonek
nevezziik. (Ldsd: 10.3. dbra)

10.4.11. Tétel (lokalis konvexitas ill. konkavitas vizsgdlat magasabb-
rendii derivaltakkal)

Ha az f: R — R fiigguény az xq hely (xg — 6,20 + §) kornyezetében legaldbb
2n-szer (n > 1) folytonosan differencialhato és

f//($0> _ f”/(SCQ) - f(2n71)(x0) — 0’
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tovabba
FE (z0) > 0,

akkor az xo helyen az f figguény lokdlisan konvex, ellenben ha
FE(x0) <0,

akkor az xo helyen az f figguény lokdalisan konkdv.

Bizonyitas:

Vizsgaljuk az f figgvény xo helyhez tartozé (2n — 1)-ed fokd Taylor-
polinomjat a Lagrange-féle maradéktaggal egytitt:

(@) = f(zo)+ f/(lzfo)(:v—a:o)-i—%(m—xof—l—...—i—%(m—xo)%ﬁl+%($—xo)(2n).
A tétel feltétele szerint
f"(x0) = " (x0) = ... = FP"V(w) =0,
igy ,
f(x) = f(xo) + f'(w0) - (x — w0) + %(ﬁ — ).

Ez utobbi egyenloség jobb oldalanak elsé két tagja az f fiiggvény x¢ helyhez
tartozoé

y = f(xo) + f'(w0)(z — x0)

érint6é egyenes jobb oldala. fgy az [ (xy) kifejezés elSjele donti el, hogy a
fiiggvény gorbéje az zy kornyezetében érintoje f0lott vagy alatta halad. [

10.4.12. Kovetkezmény
Specidlisan, ha

f”('r()) > 07

akkor az xo pontban az [ fugguény lokdlisan konvex, ha pedig
f//(l'()) < 07

akkor az xo pontban az f fiigguény lokdlisan konkduv.

10.4.13. Példa
Vizsgdljuk meg konvexitds szempontjabol az f(x) = 322 + 4z + 5 fliggvényt!
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Megoldas:
Hatarozzuk meg f’(x)-et és f"(x)-et!

f(x) =6z +4, f"(z) =6.
Mivel
f"(x)=6>0 VxeR,
igy f(x) konvex R-en.

10.4.14. Tétel (inflexiés pont meghatarozisa magasabbrendii de-
rivaltakkal)

Ha az f: R — R fiigguény az xq hely (xg — 6,20 + §) kornyezetében legaldbb
(2n + 1)-szer folytonosan differencidlhatd és

f”(xo) _ f///(xo) R — f(2n)(£(30) _ 0,
valamint
FEH D (@) # 0,
akkor xo az f fliggvény inflexids pontja.

Specidlisan, ha n =1, akkor

ffwo) =0 és  ["(x0) #0
esetén xg inflexios pont.

Bizonyitas:
Induljunk ki az f fiiggvény xy pontbeli 2n-ed foki Taylor-polinomjabdl:
S (o) n PO

@ @ g

f'(z0)
1!

L/;TO) (x—z0)2+ ...+

f(@) = f(zo) + (xz— o) + (m—mo)(%"’l),

A tétel feltétele szerint:
f"(x0) = f"(x0) = ... = f(x0) =0,
igy /( ) (2 +1)( )
o f To f " S (2n+1)
f(z) = flzo) + T (I—xo)er(x—xo) '
A figgvény grafikonja és xzp-pontbeli érintéje egymashoz viszonyitott
helyzetét vizsgalva konnytli észrevenni, hogy az

f(2n+1)(5)( . )(%H)
(2n +1)!
kifejezés az o helyen a (2n+ 1) kitev6 péaratlansdga miatt eljelet valt, ezért

a fliggvény grafikonja attol fliggéen halad az érinté folott vagy alatt, hogy
T < Ty vagy T > xg. ]
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10.4.15. Megjegyzés
Hasonléképpen, mint a széls6érték meghatarozasanal, a masodik derivalt
eléjelvéltozasanak vizsgalataval el tudjuk donteni, hogy az

f”(370) -0

sziikséges feltétel teljesiilése mellett xq inflexids pont-e vagy sem. Ha f” az
xo helyen el6jelet valt, akkor xg inflexiés pont.

10.4.16. Megjegyzés
Az f: R — R fiiggvény teljes vizsgdlatat a kovetkezd 1épésekben célszerti

elvégezni:

1. A Dy értelmezési tartomany megallapitasa, a zérushelyek meghatéro-
zasa az f(x) = 0 egyenlet gyokeinek felirdsaval.

2. Az f figgvény parossiaganak, paratlansaganak és periodicitasanak
vizsgalata.

3. A staciondrius helyek meghatérozésa az f'(xg) = 0 egyenlet gyokeinek
kiszamitasaval.

4. A szélséértékek megallapitasa.
5. Monoton szakaszok keresése.
6. Inflexiés helyek keresése az f”(xo) = 0 egyenlet megoldasaval.
7. Konvex és konkav szakaszok szétvalasztasa.
8. Az értelmezési tartomany hatarpontjaiban a hatarértékek kiszamitasa.
9. Folytonossagvizsgalat.
10. A korlatossag eldontése és az értékkészlet megallapitasa.
11. A fiiggvény grafikonjanak vézolasa.

10.4.17. Példa
Végezziink teljes fliggvényvizsgalatot az f(x) =

fliggvényen, majd
1+ 22
vazoljuk a fiiggvény grafikonjat!



10.4 TELJES FUGGVENYVIZSGALAT 239

Megoldas:

1
Dy =R. A fiiggvénynek nincs zérushelye, mert f(z)

- 1+ 22

# 0,Vr € R.
Az f fiiggvény paros, mert
1 1

T 1422 1+ (—x)? = f(=x).

()

A fliggvény grafikonja tehat az y-tengelyre szimmetrikus.
Célszeru kiszamitani az els6d, a masodik és a harmadik derivaltat:

2x 32— 1 r— a3
f(x) = —m; fl(x) =2 m; [ () =24- 0t
Vizsgéljuk az
2z
/ = — =
f (‘T) - (1 _'_x2>2 0

egyenletet! Konnyen lathatd, hogy az x = 0 helyen lehetséges szélsGérték.
Mivel

1"(0)=-2 <0,
igy az © = 0 helyen van szélséérték és az maximum. Azaz
Pmax — (O, 1)

A monoton szakaszok megadasdhoz vizsgaljuk az elsé derivalt eldjelét!

—2x

f(x) = 1222

A felirt tort nevezéje Vo € R esetén pozitiv, igy az elsé derivalt elojelét a

szamlalo el6jele hatarozza meg:

e Ha = < 0, akkor f'(z) > 0, azaz f monoton né a —oco < = < 0
intervallumban.

e Ha z > 0, akkor f'(z) < 0, azaz f monoton csékken a 0 < z < oo
intervallumban.

Az inflexios pont létezésének sziikséges feltétele, hogy

322 —1
" — 2 B 0
f (l') (1 + x2)3
teljestiljon. Azaz
1
T2 = +—

V3
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helyeken lehet inflexié. Mivel

f/// <i%) % 07

1
igy az x19 = :I:—3 helyeken van inflexié.

Az inflexios pontok koordinatai:

() a(k)

A konvex és konkdav szakaszok megtalaldsahoz vizsgdljuk a mésodik derivalt
elojelét! Egyszert szamitasokbdl adédik, hogy:

e f"(x) >0, azaz a fliggvény konvex, ha

1 , 1
—0<r< ——= 68 — << +00;

V3 3

o f"(x) <0, azaz a fiiggvény konkav, ha

1 1
——= <<

V3 V3

A fiiggvény folytonos,

li =0

A fiiggvény korldatos. Alsé korldtja példaul a 0, felsd korldtja pedig 1.
Ertékkészlete: Ry = (0, 1]. A fliggvény grafikonja:

y

P

|
max |

0

Sl-

n
5!

10.4. 4bra
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10.4.18. Példa
Végezziink teljes fiiggvényvizsgalatot az f(x) = x? - e® fliggvényen, majd
vazoljuk a fliggvény grafikonjat!

Megoldas:
Dy =R.

Keressiik meg a fliggvény zérushelyeit:
flx)=2¢e"=0 & x15=0.

A fliggvény nem péros és nem paratlan. Szakadasi helye nincs. Szamitsuk ki
az elso, a masodik és a harmadik derivaltat!

fl(x) = (2* +22)e";  f'(x) = (2® + 42 +2)e";  f"(x) = (2® + 62 + 6)e”

Vizsgaljuk az
fl(x) = (2* +22)e” =0

egyenletet a stacionarius helyek meghatarozasahoz! Lathato, hogy az 1 = 0
és az o = —2 helyeken lehetséges szélsoérték. Mivel

f"(0)=2>0,

igy az © = 0 helyen van szélséérték és ez minimum. Azaz

Pmin = (0, 0)5
tovabba 5
" o
igy az xo = —2 helyen is van szélsOérték és ez maximum. Azaz

Pmax = (_2746_2)-

A monotonitas megallapitasahoz vizsgaljuk az elsé derivalt elgjelét! Mivel
e® > 0 Vz € R esetén, igy az elsd derivalt elbjelét a (2% + 2z) kifejezés
hatarozza meg. Tehét:

e Ha z < —2 vagy x > 0, akkor f’(z) > 0, azaz f monoton né.
e Ha pedig —2 < = < 0, akkor f'(x) < 0, azaz f monoton csokken.

Az inflexiés pontok megadasdhoz tekintsiik az

(@) = (2> + 4z +2)e" =0
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egyenletet gyokeit:
T19=—24V2.

Ezeken a helyeken lehet inflexié. Mivel
f/// <_2 j: \/§> # 0’

igy az w10 = —2 % V2 helyeken van inflexi6. A konvex és konkdv sza-
kaszok meghatarozasahoz vizsgaljuk a mésodik derivalt elGjelét! Egyszert
szamitasokkal igazolhatd, hogy:

e f"(x) >0, azaz a fliggvény konvex, ha
—o << —2-V2 é —24V2< < 4o0;
o f"(x) <0, azaz a fiiggvény konkav, ha

—2—\/§<x<—2+\/§.

Szémitsuk ki az aldbbi hatdrértékeket!

o lim 2%e® = +oo;
Tr——400
9z . x2 00 2x 00 2
e lim z%e* = lim =(— )= lim =(— )= lim =0
T——00 z——ocoe~ T o0 z——o00 —e~ 7T o0 z——ocoe” T

A figgvény grafikonja:

f(x)=x2ex

P max

Pinﬂ 1

vvvvvv

10.5. abra
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10.4.19. Példa
Inz

Végezziink teljes fiiggvényvizsgédlatot az f(x) = T fiiggvényen, majd
T

vazoljuk a fiiggvény grafikonjat!

Megoldas:
Dy ={z € Rlz > 0} = R*. Keressiitk meg a fiiggvény zérushelyét:

1
f(x)z%zO & lnz=0,

azaz a fuggvénynek egy zérushelye van:
=1

A fliggvény nem péros és nem paratlan. Szakadasi helye nincs. Szamitsuk ki
az elso, a masodik derivéltat!

B 2—ln:v'

3lnx — 8
f’(@—ma — -7

f”({L')— 41.2\/5 .

Vizsgaljuk az
~2—Inx

f'(x) =

2x\/x -
egyenletet a staciondrius helyek meghatarozasahoz! Konnyen lathaté, hogy
az egyetlen stacionarius hely

Mivel )
f//(€2> - < 0’

2¢et

gy az x = €2 helyen van széls6érték és ez maximum. Azaz

2
Pmax = (627 —) .
e

A monotonitas megallapitasahoz vizsgaljuk az elsé derivalt elGjelét! Mivel
Dy = R™, igy az els6 derivélt elGjelét a (2 — Inz) kifejezés elbjele hatérozza
meg. Tehat:

e Ha 0 <z < ¢? akkor f/'(x) > 0, azaz f monoton né.

e Ha pedig = > €2, akkor f’(x) < 0, azaz f monoton csokken.
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Az inflexiés pont megadasdhoz tekintsiik az
3lnz — 8

1" _ 2o _

egyenletet! Egy lehetséges inflexios pont adodik az

= Ve

helyen. A harmadik derivalt segitségével ellenérizhetd, hogy itt valéban van
inflexiés pont. Azaz

0

: 8
o= (455)
! 3- Vet
A konvex és konkav szakaszok meghatarozasahoz vizsgaljuk a masodik de-
rivalt elgjelét! Konnyen lathaté, hogy:

o f"(x) >0, azaz a fiiggvény konvex, ha = > v/e8,
o f"(x) <0, azaz a fiiggvény konkév, ha = < v/e8.
Szamitsuk ki az alabbi hatarértékeket!

1 1
e Ilim ﬂ:<E>: lim r — =0

r—+400 \/E o0

. Inzx
e lim — = —00.

z—040 \/E N

A fiiggvény grafikonja:

1Y

0.5

-0.5.

10.6. abra
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11  VALOS SZAMSOROK

11.1 KONVERGENCIA ES DIVERGENCIA

A végtelen numerikus sorok a matematikai analizis egy igen szép és kiilonb6zo
alkalmazasokban szinte nélkiilozhetetlen fejezetét alkotjak. A végtelen valds
szamsort a végtelen valds szamsorozat segitségével értelmezziik.

11.1.1. Definicié (valés szdmsor)
Legyen adott eqy végtelen valos szdmsorozat:

A1,02, ..., Apy ..oy A; ER, 1€ N.
A szamsorozat elemeibdl képzett végtelen sok tagbol dllo
al—i—ag—l—...—l—an—i—...

formdlis dsszeget, vagy a szumma jel felhaszndldsdval rovidebben irva, az

[e.9]

(11.1) a +ayt ot an o= ay

n=1
kifejezést végtelen valds szamsornak nevezzik.
Az ay, a9, ..., ay, ... szamok a végtelen sor tagjai, ahol a, a sor n-edik tagja.

11.1.2. Megjegyzés
A (11.1) valés szamsorban az Osszegzés kezd6 indexe nem sziikségképpen 1.
A

[e.o]

(11.2) > a,, kel

n=k

végtelen sok taghdl allo osszeg, ahol k barmilyen egész szam lehet, szintén
végtelen valos szamsort hataroz meg.

A tovébbiakban a (11.1) alaku valds szamsorokat vizsgaljuk. Felmertilhet a
kérdés, hogy vajon mindig létezik-e a (11.1) kifejezésnek véges valds Osszege?
Ha egyaltalan létezik, akkor hogyan lehet meghatarozni ezen Osszeget?

11.1.3. Definicié (valés szdmsor n-edik részletosszege)

o0
A > a, végtelen valds szdmsor n-edik részletosszegének az
n=1

(11.3) Sp=ar+ay+ .. ta,=) a
i=1

n-tagu osszeget, azaz a sor elso n tagjinak 0sszegét nevezzik.
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11.1.4. Definicié (részletosszegek sorozata)
Az S, részletosszegekbdl alkotott végtelen

(11.4) {Sntnc

sorozatot a végtelen sor részletosszegei sorozatanak nevezzik.

11.1.5. Megjegyzés
e e}

A > a, végtelen valds szamsorhoz hozzérendeltiik a részletosszegek végtelen
1

{Szz}le sorozatat. Nyilvanvald, hogy n > 2 esetén
Sy, — Sn_1 = a,.
Ezért, ha a részletosszegek sorozatabdl képezziik az
(11.5) S1+(Se—51)+(S5—952)+...+(Sp—Sn-1)+... = a1+as+az+...+ap+...

végtelen sort, akkor visszakapjuk az eredeti sort, melynek n-edik részletosszege
pontosan S,,:

51+(Sg—51)+(53—52)+...+(5n—Sn_l):a1+a2+a3+...+an:Sn.

o
Ezzel a )’ a, végtelen szamsor és az ahhoz rendelt {5, }52, részletdsszegek
n=1
sorozata kozott kolcsonosen egyértelmii megfeleltetést létesitettiink. Ez
o0

lehet6vé teszi azt, hogy a végtelen > a, sorok kovergencidjat az {S,}>>,

n=1
részletosszegek sorozatdnak konvergencidjaval értelmezziik.

11.1.6. Definicié (sor konvergencidja, 6sszege)

o

A > ay végtelen valds szamsor konvergens, ha az {S,}32, részletisszegei
n=1

sorozatdnak létezik S véges hatdrértéke:

(11.6) lim S, = lim (a1 +as + ... +a,) = S.

n—oo n—oo
Eqgy konvergens sor dsszegén a sor részletosszegei sorozatdnak hatdarértékét
ertjuk, azaz

(11.7) S:Zan: lim S, = lim (a1 + az + ... + a,).

n—00 n—00
n=1

11.1.7. Definicié (divergens sor)
Ha az {S,}5°, sorozat divergens, akkor a sor is divergens. Divergens sor
esetén azt mondjuk, hogy annak nincs osszege.
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11.2 CAUCHY-FELE KONVERGENCIA KRITERIUM

Ha a végtelen sorozatokra vonatkozd Cauchy-féle konvergencia kritériumot
(5.2.2. Tétel) alkalmazzuk az {S,}5°, részletosszegek sorozatara, akkor
megkapjuk a végtelen valés szamsorokra vonatkozo sziikséges és elégséges
feltételt biztosité Cauchy-féle konvergencia kritériumot.

11.2.1. Tétel (Cauchy-féle konvergencia kritérium sorokra)
A > a, végtelen szamsor akkor és csak akkor konvergens, ha a részletdsszegek

n=1
{Sn}22, végtelen sorozata Cauchy-féle sorozat, azaz ha Ve > 0 esetén létezik

no = no(e) kiszébszam, hogy ¥p,q > no(e), p,q € N esetén:
(11.8) 1S, — S,| < e.

11.2.2. Megjegyzés
Specidlisan, ha ¢ = p + 1, akkor azt kapjuk (11.8)-bdl, hogy

(11.9) S, — Spr1l =lar + ... +a, — (a1 + ... +ap + ap1)| = | — ap1| < e.
Ebbol kovetkezik az alabbi tétel.

11.2.3. Tétel (sor konvergencidjanak sziikséges feltétele)
Ha a ) a, végtelen sor konvergens, akkor szikségképpen a sor n-edik a,

n=1
tagja nullahoz tart:

(11.10) lim a, =0

n—oo

Bizonyitas:
A sor n-edik tagja:
Ap = Sn - Sn—1~

Mivel a sor konvergens, ezért

lim (S, — Sp,-1) = lim S,, — lim S, 1 =5 -5 =0,

n—oo n—oo n—oo
tehat
lim a, = 0.
n—oo
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11.2.4. Megjegyzés

A lim a, = 0 egyenléség a Zan sor konvergenciajanak csak sziikséges, de

n—oo

nem elégséges feltétele. A 11. 2 3 Tétel szamos esetben jol alkalmazhaté valos

sor divergencidjanak megéllapitasara. Erre mutatunk be néhany példat az
aldbbiakban.

11.2.5. Példa

©n—1
a) A n sor divergens, mert
n=1M +
1
n—1 == 190
lim = lim gb . 0—17é0.
n
—vn?2+1
A sor divergens, mert
b) Z rﬁ = o 8
1
lim 3n —vn _ ﬁ -1 1 ”
n—co /803 — 5 + 2n THOO 5 \3/8 042 T2
8 — —3 +2
n
¢) A > +/n sor divergens, mert
n=3
lim /n = oo # 0.

n—oo

d) A > Inn sor divergens, mert

n=2

lim Inn = oo # 0.

n—oo

00 2\"
e) A (1 — —) sor divergens, mert

n=1 n

2\" -2)\"
lim (1 — —) = lim (1 + u) =e 2 #0.
n— oo n n—oo n
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f) A > cos(nm) sor divergens, mert
n=1

cos (nr) = 1, ha n péaros
| —1, ha n pératlan ’

vagyis a {cos (nm)} ~ sorozat divergens.

n

e

g) A —— | sor divergens, mert
) n; n+1

n

Vo) e
A | T A
n

11.3 A HARMONIKUS ES A GEOMETRIAI SOR

11.3.1. Definicié (harmonikus sor)
A

1 1 1 1
11.11 =144+ -+
( ) 2, tgtgt.to+

végtelen sort harmonikus sornak nevezzik.

11.3.2. Allités
A harmonikus sor divergens.

Bizonyitas:

Megmutatjuk, hogy a harmonikus sor nem tesz eleget a Cauchy-féle sziikséges
és elégséges feltételnek (11.2.1. Tétel).

A sor Sy, és S, részletosszegeire fenndll, hogy:

1 1 1 1 1 1
b —>—4 .. +—=n

1
Sy — S, = =
2 nt 1l na2 o~ 2 omn omn 2

Tehéat nem teljesiil a Cauchy-féle konvergencia kritérium, mivel p = 2n és

q = n esetén
1
1Sy = Sul = 180 = Sal > 3,

1
tehat van olyan € > 0, példdul ¢ = Y hogy |S, — 94| < € nem teljesiil. ]
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11.3.3. Megjegyzés
A harmonikus sor esetén a 11.2.3. Tétel sziikséges feltétele teljesiil, hiszen

1
lim — = 0.
n—oon,

Azonban a harmonikus sor divergens (11.3.2. Allitéus), mivel a 11.2.3. Tétel
egy sor konvergencigjara elégséges feltételt nem ad.

11.3.4. Megjegyzés
Korabban (5.4.3. Tétel) igazoltuk, hogy az {a,}>> ,={q¢"}>>, mértani soro-
zatra teljesiil a kovetkezo:

0, ha [¢| < 1
lim ¢" = 1, hag=1
e divergens, ha |q| > 1 vagy ¢ = —1

Vizsgaljuk most az in. geometriai (mértani) sort!

11.3.5. Definicié (geometriai sor)

Az
(11.12)a+aq—|—aq2+...—|—aq”+...:Zaq”, acR\{0}, ¢eR\{0}
n=0

alaki sort végtelen geometriai sornak nevezzik.

11.3.6. Példa
Hatarozzuk meg, hogy milyen ¢ értékekre konvergens a geometriai sor és
szamitsuk ki konvergencia esetén a végtelen sor Osszegét!

Megoldas:

A geometriai sor n-edik részletosszege:
n—1 1— g

(11.13) Su= ag =a- = T y+1
A - q
=0

Ez az 0sszefiiggés teljes indukcioval bizonyithato:

1. n =1 esetén az egyenldség teljesiil:
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2. Tegyiik fel, hogy az allitas igaz n = k-ra:

1—qk

Sp=a+aq+..+ad* P =a- —¢

q#1.

3. Igazoljuk, hogy az allitds fennall n = k + 1-re is:

1— k 1— k + k _ k+1 1— k+1
Sk41 = a+aq+...+aqk71+aqk =a- 4 + q]C =a S A i a a .
1-¢q 1-¢q 1-¢q

A mértani {¢"}>2, sorozat konvergencidjara vonatkozé (11.3.4. Megjegyzés)
formula alapjan ismeretes, hogy |q| < 1 esetén a sorozat konvergens, ezért
ha:

a) |q| < 1, akkor a ) ag™ mértani sor is konvergens lesz, mivel (11.13)
n=0
alapjan:

1— ¢ 1— g 1
(11.14) lim S, = lima-~— % =q- lim~— % =q. — =§.

b) ¢ =1, akkor

Zaq" =a+a+..+a+..
n=0
divergens, mivel a konvergencia sziikséges feltétele (11.2.3. Tétel) nem
teljestil, azaz:
lim a, = a # 0.

n—oo

c) ¢ =—1, akkor

}:w”:a—a+a—a+m

n=0
szintén divergens sor, hiszen itt sem teljesiil a konvergencia sziikséges
feltétele (11.2.3. Tétel).

d) |g| > 1, akkor a sor divergens, mivel nem létezik véges

. 1—q"
lim a -
n—oo 1—q

hatarérték és nem teljesiil a sziikséges

lim aq" =0
n—odo

feltétel sem.
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11.3.7. Példa
Vizsgaljuk konvergencia szempontjabol az aldbbi sort és szamitsuk ki az

Osszegét, amennyiben lehetséges!

1 1\2 1\?* 1\" 0 1\"
44d-—44-(= 4. (= 4= =34z
g (3) e (3) o (5) o= (3)

4 4
Megoldas:
A megadott sor mértani sor, ahol a =4 és q = T Ezért a sor konvergens és
—q" 1 1 1
lim S, = lima - d =a- =4 :—625
4

11.3.8. Példa
Szamitsuk ki az alabbi sorok Gsszegét!

> 1

a) Z 52n+1;

n=0

Megoldas:

1
a) A feladatban szereplé mértani sorra ¢ = o azaz lg| < 1, igy (11.14)

alkalmazhato:
© 1 1 =/1\" 1 1 5
20—52n+1—g'2(g) T 1o

n=0
25
1 . o
b) Ebben az esetben ¢ = —7 azaz lg| < 1 most is teljesiil, igy (11.14)

alkalmazhato:
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1
< 5 5 e 1 5 w—1 5 1 5
S e L TR ETe I

n=1 n=1 k=0 1—
< (5 2 b=l 251 5 2 % 1

d _— = — _—— — —_— = —_—— — . —_— =
) k;Q (gk 9k+1) 92 — gn 93 — gn <92 93) =0 gn

_(2_ 2y L 8
S\ %) 1 s

9

11.4 PoziTiv TAGU VEGTELEN VALOS SOROK

A sziikséges és elégséges Cauchy-féle konvergencia kritérium alkalmazésa
a gyakorlatban altalaban nehézkes. Azonban a végtelen sorok specialis
osztalyaira ismertek olyan elégséges konvergencia (illetve divergencia)
feltételek, amelyek konnyen alkalmazhatoak. Egy ilyen osztélyt képeznek
a pozitiv tagu sorok.

11.4.1. Definicié (pozitiv tagi végtelen valés sor)

Ha a végtelen valds > a; sor tagjai pozitiv szamok, azaz a; > 0, ¥n € N
i=1
esetén, akkor a sort pozitiv tagi sornak nevezzik.

11.4.2. Tétel (feliilr6l korlatos részletisszegii sor konvergenciija)

Ha a pozitiv tagi > a, sor n-edik részletisszegeinek
n=1

Sutnzs ={ar + .. +antpl,
sorozata felilrol korlatos, akkor a sor konvergens.

Bizonyitas:
A pozitiv tagi sor részletosszegeinek sorozata szigorian monoton novekvo,
mivel

Sn —Sn,1 = a, > 0,
ahonnan

Sy > Sp_1.

Az 5.1.2. Tétel szerint minden monoton noévekvo feliilrél korlatos sorozat
konvergens, azaz létezik véges hatarértéke a részletosszegek sorozatanak:
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]
11.4.3. Definicié (majordns ill. minorans sorok)
A pozitiv tagi Zb sor a pozitiv tagi Y a, sor majordnsa (majordns sora),
= n=1

ha van olyan no mdez amelyre n > ng esetén

an < b,.

o0 [e.e]
Ekkor a > a, sort a Y_ b, sor minordnsdnak (minordns sordnak) mondjuk.
n=1 n=1

11.4.4. Tétel (majorans kritérium)
Ha a ) a, pozitiv tagi sor Y b, majordns sora konvergens, akkor a »_ a,

n=1 n=1 n=1
(minordns) sor is konvergens.

Bizonyitas:
Ha a majorans sor konvergens, akkor n-edik részletosszegeinek sorozata
korlatos:

St =b+..+b, <M, M>0,Yn€N.
Az a, < b, feltétel miatt:

ngal—i—...—i—an§b1—|—...+bn<M, M>07V’IIGN,

ami az {59} | sorozat korlatossagat jelenti. Igy a 11.4.2. Tétel szerint a
[e.e]
> a, sor konvergens. O

n=1

11.4.5. Tetel (minorans krlterlum)

Ha a Zb pozitiv tagi sor Zan minordans sora divergens, akkor a Zb
n=1 n=1 n=1
(majordns) sor is divergens.

Bizonyitas:
[e.°]

A > a, sor részletosszegeinek sorozata feliilrél nem korlatos. Ekkor a > b,
n=1 n=1

, o0
(b, > a,) majorans sor részletosszegei sem korlatosak. Igy a > b, sor diver-
n=1

gens. ]

11.4.6. Példa

Konvergens-e a )
n=1T"

sor?
n



11.4 PozITiv TAGU VEGTELEN VALOS SOROK 255

Megoldas:
0 1
Tekintsiik a > 3 mértani sort. Ez a sor konvergens, mivel —1 < g = 3 < 1.

n=1
Tovabba

11
. —<— VneN
3o S3n e

S|

> 1 00
igy a konvergens 3 SOr az adott >
n=19" n=11 "
jorans kritérium (11.4.4. Tétel) alapjdn az adott sor is konvergens.

o sor majoransa. Tehat a ma-

11.4.7. Példa

Konvergens-e a ) , — sor?
n=1V"N
Megoldas:
Mivel
1 1
—<—= VneN
n o \/n
o0
és a Y — harmonikus sor divergens, ezért a minorans kritérium (11.4.5. Té-
n=17 - 1
tel) szerint a Y —= sor is divergens.
n=1V"N

11.4.8. Tétel (D’Alembert-féle hdnyados kritérium)

A pozitiv tagi Y a, sor konvergens, ha taldlhatd olyan 1-nél kisebb pozitiv q
n=1
valos szam, amelyre bizonyos ng € N indextol kezdve teljesiil, hogy:
An+41
Qn

<qg<l1, Vn2>ny.

Bizonyitas:
A feltétel miatt:

2 3 k
Ango+1 S qQng, Angy+2 S qlng+1 S q Qng, Qpy+3 S q Qny, cory Qg+ k S q Qpgy -

Ez utobbi egyenlotlenségek felhasznaldsaval kapjuk, hogy az
Ano+1 + Apy+2 + ...+ Ano+k +...= ZanOH
i=1
SOr majoransa az

Uy (L4+q+ ¢+ ..+ +..) :anO-Zqi
i=0
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mértani sor. Mivel ¢ < 1, ezért a geometriai sor konvergens és a majorans

[e.e]

kritérium értelmében a minordns ) a,,+; sor is konvergens. Ehhez hozzdadva
i=1

a véges szamu tagbdl allo

ay + as + ... + Any—1

oo
Osszeget, az eredeti Y a, sort kapjuk, amely ezek szerint konvergens. O]
n=1

11.4.9. Megjegyzés

Jean Le Rond D’Alembert (1716 - 1783), francia matematikus és fizikus. A
francia felvilagosodas egyik kiemelked6 egyénisége. Elhagyott gyerekként
talaltak ra egy templom kozelében. Egy ozvegyasszonynal nevelkedett.
Tehetsége hamar megmutatkozott és palyaja toretlentil ivelt felfelé. 1754-ben
mar a francia akadémia titkara volt. A differencidlegyenletek elméletének
egyik kidolgozdja. Az analizist igyekezett a hatarérték-fogalomra épiteni.
Sokat faradozott az algebra alaptételének bizonyitasan.

11.4.10. Példa
Vizsgaljuk meg a hanyadoskritériummal a

i1—1+1+1+ Ly
D R R R

harmonikus sort!

Megoldas:
Alkalmazzuk a 11.4.8. Tételt:

n

An1 o _
n+1

Qn

<1, VneN.

3
3 =4[
—_

Qp41

Azonban nem talalhaté olyan 1-nél kisebb ¢(< 1) szdm, amelynél az

hanyados minden n € N esetén kisebb lenne. Tehat a hanyados kritériummal
nem lehet eldonteni a konvergenciat.

Kordbban méar megmutattuk (11.3.2. Allitds), hogy a harmonikus sor diver-
gens.

11.4.11. Példa
Vizsgaljuk meg a hanyadoskritériummal, hogy konvergens-e a
~n 1 2 3

12—n:§+1+§+...

pozitiv tagu sor!
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Megoldas:
Mivel a,, = 2%, ezért

a1 n+1 2" n+1

= <qg<l1
. 2ntl 2n 1
Példaul ny > 2 esetén:
_2+1 3 <1
q - 4 - 4 )
és minden n > ng = 2 esetén:
any1 n+1 3
= <-<«1
a, 2n 4 ’
mivel
1 N 1 < 3
2 2n — 4

A sor tehat konvergens.

A gyakorlatban egyszeriibben hasznalhaté a hanyados kritérium specidlis

hataratmenetes valtozata.

11.4.12. Tétel (specidlis D’Alembert-féle hanyados kritérium)

Ha a pozitiv tagi > a, valds sor esetén:
n=1

M <1, akkor a sor konvergens;
lim [ M > 1, akkor a sor divergens;

n—co a, M =1, akkor a hdnyados kritériummal nem donthetd el

a konvergencia ill. a divergencia.

Bizonyitas:
Ha M < 1, akkor bizonyos n = ng indextol kezdve

Ap+1

qu < 17 vn/Ei”O?
an

igy a sor a 11.4.8. Tétel szerint konvergens.

Ha M > 1, akkor

an+1

>1 Vn > ny,
Qnp

azaz a sor divergens.

Ha M = 1, akkor a sor divergens és konvergens is lehet.

mutatunk példat az alabbiakban.

Mindkét esetre
O
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11.4.13. Példa
Vizsgéljuk meg a specidlis hanyadoskritériummal (11.4.12. Tétel) a

=1 1 1 1
dom=ldotot ot
—mn 2 3 n

harmonikus sort!

Megoldas:
> 1
A " — sor esetén:
n=1T
lim &2 im0 — 1 = M,
n—oo (p n—oon —|— 1

és tudjuk (11.3.2. Allitds), hogy a sor divergens.

11.4.14. Példa
Vizsgaljuk meg a specidlis hanyadoskritériummal (11.4.12. Tétel) a

o0

1
Zn2_|_n

n=1

pozitiv tagui sort!

Megoldas:
Ekkor

lim 2% — Lim — lim— =1

1 1 1
: = i =1.
n—oo a, nHOO((n—{—l)Q—{—n—I—l n2+n) n—oon, -+ 2 nLr&l—i—%

Azonban az adott sor konvergens, mivel részletosszegeinek {5, }°°, sorozata
konvergens. Résztortekre bontéassal:

1 1 1

n24+n n n+l

)

igy a sor n-edik részletosszege:

S—l—}—l—l—l—i-—i-l—i —14'_1_1_'_
"o 2/ °\2 3) 7' \n n+1) T \2 2

lim S,, = lim (1— L )—1.

A 11.1.6. Definici6 alapjan a > sor konvergens és az Osszege 1.

a=in?+n

n 1 1 1 _q
n o n n+1 n+1
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11.4.15. Megjegyzés
Vegyiik észre, hogy S, kiszdamitasakor (11.4.14. Példa) a val6s szamok asszo-
ciativ torvényét véges sok tagszam esetén alkalmaztuk. Végtelen tagszamra

nem alkalmazhatd!

11.4.16. Példa
A D’Alambert-féle hanyadoskritérium segitségével allapitsuk meg, hogy az

alabbi sorok koziil melyek konvergensek!

Megoldas:
12
D" o,

1 3
(nt+1) = lim 3
n—oo n

a) Alkalmazzuk a 11.4.12. Tételt!
(n+1)* nl
- — = l1m = —
n3  nooo(n+1)n3

an+1 ..
=T

00 TLS
— sor konvergens.
1

tehat a
nzzjl n'
(n+1)! n" . n'" .
PR . 7' = lim 7 = lim

b) lim Intl — lim
e

> n!
tehat a ) — sor konvergens a 11.4.12. Tétel szerint, mivel — < 1.
n=1M

. Ap+1 2n+5

im = lim =1,
n—oo2n + 7

tehat a D’Alembert-féle hanyados kritérium nem dont a sor konver-

C) 'r}—»oo an

genciajarol.
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< 1 — 1 Ie=1
Mivel ;::1 5 > ;% = ?;E’ igy a vizsgdlt sor is divergens,

2n
. 1 1 PN .
hiszen az — - E — sorral minoralhaté, amely divergens.
7 n

n=1

. 2(n+ 1)t 3l 1 1\" e
L ey s i L s 3~

igy a vizsgalt sor konvergens.
((n+ 1)1 (2n)! n?4+2n+1 1

I S A s GO N |
A N T S T Ry e Rl B

L&)
tehat a ki .
ehat a 220 sor konvergens

11.4.17. Tétel (Cauchy-féle gyokkritérium)

A pozitiv tagi > a, valds sor konvergens, ha létezik olyan 1-nél kisebb pozitiv
n=1
q szam (q < 1), melyre bizonyos ny € N indextdl kezdve bdrmely n > ny

esetén

a, < g<1
teljesiil.
Bizonyitas:

A feltétel szerint

azaz
a, < q".
(0.9]
Mivel a > ¢" sor ¢ < 1 esetén konvergens, igy a majorans kritérium alapjan
n=1
o0
(11.4.4. Tétel) az adott »_ a, sor is konvergens. O

n=1

11.4.18. Tétel (specidlis Cauchy-féle gyokkritérium)

Ha a pozitiv tagi » a, valds sor esetén:
n=1

M <1, akkor a sor konvergens;
lim a, =< M > 1, akkor a sor divergens;
e M =1, akkor a sor lehet konvergens is, de lehet divergens is.
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Bizonyitas:
Ha M < 1, akkor egy bizonyos ngy indextdl kezdve

\"/GnSQ<1» annO

esetén és igy a sor a 11.4.17. Tétel szerint konvergens.
Ha M > 1, akkor
Va, >1 ¥n > ng

esetén és igy a sor divergens. O]

11.4.19. Példa

Vizsgaljuk meg a ) an) sort konvergencia szempontjabol!
n=1 n

Megoldas:
A 11.4.18. Tétel felhasznéalasaval:

n " n 1 1
lim /a, = lim { = li = lim —=-<1.
it Vit = 1, (3n+1> nse3n+1 o3+l 3
A sor tehat konvergens.

11.4.20. Példa
A Cauchy-féle gyokkritérium segitségével allapitsuk meg, hogy az alabbi
sorok koziil melyek konvergensek!

oon2

a) )

an )’
n=1 3"

b) Zﬁ;

n=1

0 i <2n2—8n—5)n;

i\ n?2+10n+7
Megoldas:
o [n? () 1 % n?

—_— = 1 — 1 h/ o k ]
o\ g T TS 3 , tehat a nZ::l 3n Sor konvergens

3" 3 > 3"
b) lim {/— = lim 5 = 3> 1, tehdt a ) — sor divergens.
n—oo n n—oo ( %) n=1M
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m2 —8n—5\" m2 —8n—5 2--=—
)ninolo\/(n2+1on+7> nsen? 10047 ey 10 7 :

< 2n?—8n—5\"
tehat —_ di .
chd angl (n2 T ion T 7> sor divergens

11.4.21. Megjegyzés

[o@)
, s , , An41 .
Ha a hédnyados kritérium alkalmazasa esetén az } sorozatnak illetve
n=1

Qn,
. S , , (e.¢] . ’. 7 7
a gyokkritérium alkalmazésa soran a { ,n/an}n_1 sorozatnak nincs hatarértéke,

azaz nem létezik
an+1

lim illetve lim {/a,,

n—oo a,n n—oo

(0.)

a

de a { HH} sorozat illetve a {,"/an}::l sorozat torlédasi helyeinek
an n=1 -

van fels6 hatéra (limesz superiorja), akkor a > a, pozitiv tagi sor kon-
n=1
vergencidjanak elégséges feltétele az alabbi egyenlotlenségek teljestilése:

a
lim sup——+ < 1 illetve lim sup {/a,, < 1.

n—oo a,n n—oo

11.5 SZABALYOSAN VALTAKOZO ELOJELU SOROK

A végtelen valds sorok egy specialis osztalyat alkotjak azok a sorok, amelyek
tagjai valtakozé elbjellel kovetik egymast.

11.5.1. Definicié (valtakozé elGjelii sor, alternals sor)
Viltakozo eldjelii sornak azokat a numerikus sorokat nevezzik, amelyekben a
szomszédos tagok eldjele kilonbozd:

o0

(11.15) (=" =ar—azt+az+ .+ ()" an +

n=1
és a, > 0, Vn € N esetén. A wvdltakozo eldjelii sort alterndlo sornak is
nevezzuk.
11.5.2. Megjegyzés
A (11.15) sorban az els6 tag eldjele pozitiv. A

[e.o]

(11.16) Z(—nn Uy =—a1+ay—ag+ ...+ (=1 a, + ...,

n=1

sor is alternéld, de az elsé tag eléjele negativ (a, > 0, Vn € N).
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11.5.3. Definicié (Leibniz - tipusi alternilé sor)

A
S a3 (D) a
n=1 n=1

alternalo sort Leibniz - tipusunak nevezzik, ha:

a) az a, pozitiv szamok monoton csékkend {a,}5°, sorozatot alkotnak,
azaz Vn € N esetén:
An+1 S Qs

b) lima, = 0, azaz Ve > 0 esetén In = ny(e), melyre a, < € barmely

n—oo

n > ng esetén.

11.5.4. Definicié (alternilé sor n-edik maradéktagja)

A

(=)™ a, = ay—as+ag+..+(—1)"a,+(=1)"anp1+...,  (Va, >0)

n=1

alternalo sor n-edik maradéktagja az

R, =

s

(—1)mHhtl g = (p+1 — Qpy2 T Qpys — -, ha n pdros;
ntk —Qpa1 + Qpio — Apis + ..., han pdratlan
n+ n+ n—+3 ) p

végtelen sor, amely szintén alterndlo.

11.5.5. Tétel (Leibniz-tipusi sor n-edik maradéktagjanak becslése)
Ha a

Z(_l)n+1 Gy

n=1
sor Leibniz-tipusi alterndalo sor, akkor n-edik maradéktagjara fenndll az
alabbi becslés:

< pq1-

|Rn| =

o0
Z(_ 1)n+k+1 Ok
k=1

Bizonyitas:
Ha
Ry = Gny1 — Gpya + oo = (Apg1 — Anya) + (Angs — Anga) + oo,
azaz n paros, akkor
app1 < ag

miatt

R, > 0.
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Masrészt
R, = Ap1 — (an+2 - an+3) - (an+4 - an+5) e

és mindegyik zardjelben pozitiv szam szerepel:
Ap42 — Ap43 Z 07 Upta — Qpys Z 07 veey
ezért
Rn S Qp41-

Igazoltuk, hogy
0 S Rn S Ap41-
Ha pedig
Rn = —ap+1 + Apt2 — Apt3.-.,

azaz n paratlan, akkor hasonlé gondolatmenettel igazolhatd, hogy
—Qn41 S Rn S 0.

Tehat
—Ap+1 S Rn S Qp+41,

azaz
|Rn| S an+1 .

11.5.6. Megjegyzés

A 11.5.5. Tételbdl az kovetkezik, hogy ha egy Leibniz-tipust sor Gsszegét
valamelyik n-edik részletosszegével kozelitjiik, akkor a hiba kisebb, mint az
elso figyelembe nem vett tag abszolut értéke.

11.5.7. Tétel (Leibniz-kritérium alternalé sorokra)
Minden Leibniz-tipusi alterndlo valos sor konvergens.

Bizonyitas:
Tekintsiik a

o0

S (=) g, =ar—artaz+ .+ ()" + (1) Pan +

n=1

sort, ahol a; > 0 Vi € N esetén, tovabba

A1 > 03 > A3 > ... 2> Ay 2> Apiq > .. és lim a,, = 0.

- n—o00
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Ekkor Ve > 0 esetén létezik ng(e) természetes szam, amelyre az S,y és S,
részletosszegekre tetszoleges k természetes szam esetén

|Snik—Sn| = [(a1—agtas+..4+(=1)"*a, )~ (a1 —asFas+...+(—1)"a,)|,
azaz a 11.5.5. Tétel figyelembevételével

S = Sl = (=101 + (1) P+ o] = [Ral < a1 < 2.
Az ut6bbi egyenldtlenség a Cauchy-féle konvergencia kritérium (11.2.1. Té-
tel) szerint az adott sor konvergencidjat jelenti. O]

11.5.8. Példa

Konvergens-e a
- 1 1 1 1 1
1 LA [ T T G § LA S
;( ) n 2 + 3 4 ot (=) n +

alterndlo harmonikus sor?

Megoldas:
Ez a sor Leibniz-tipusu sor, hiszen
1 1 1
< — és lim — = 0.
n+l n n—oon

Ezért a Leibniz-kritérium (11.5.7. Tétel) szerint a sor konvergens.

11.5.9. Példa

Konvergens-e a
(e}

D= =1—1+1-1+..

n=1

végtelen sor?

Megoldas:
Nem. A sor alterndlé ugyan, de nem teljesiil a sziikséges

lim a, =0

feltétel.
11.5.10. Példa
Konvergens-e az

1 m 1 1 n 1 1 - 1 1 n

2 22 2 28 3 7 2n g 7
sor?
Megoldas:

Nem. Ugyan a sor alternald, de tagjainak abszolut értéke nem monoton
modon tart nullahoz.
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11.6 ABSZOLUT ES FELTETELESEN KONVERGENS SOROK

, o0
Ujra a _ a, &altaldnos alaki sorokat tanulményozzuk.
n=1

11.6.1. Definicié (abszolit konvergens sor)

o0
A > ay, valds sort abszolit konvergensnek nevezzik, ha a
n=1

o0

D lanl = lar] + az| + ... + an] + ..

n=1
sor konvergens.

11.6.2. Megjegyzés
A 11.6.1. Definici6 szerint egy pozitiv tagti konvergens sor egyuttal abszolit
konvergens is.

11.6.3. Tétel (abszolit konvergenciibdl kévetkezd konvergencia)

(o9}
Ha a > a, sor abszolit konvergens, akkor eqyittal konvergens is.
n=1

Bizonyitas:
o0
Mivel a > |a,| sor konvergens, ezért a Cauchy-féle konvergencia kritérium

n=1

(11.2.1. Tétel) szerint barmely ¢ > 0 esetén megadhaté olyan ng(e), hogy
n >ng és k € N esetén:

|@nt1] + ansa] + oo+ [angk] <e.

Ekkor azonban
’an+1 -+ Ap4-2 + ...+ an+k| <e€

is fennall, mivel

|ani1 + @nao + oo+ apak| < |apsa| + |anae| + -+ |ansk] < e

(0.9]
A > a, sor tehat konvergens. O

n=1
11.6.4. Definicié (feltételesen konvergens sor)
Ha a Y a, sor konvergens, de a > |a,| sor divergens, akkor a > a, sort

n=1 n=1 n=1
feltételesen konvergens sornak nevezzik.
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11.6.5. Példa
Abszolut konvergens-e a

o)

1 1 1 1 1
S 1 Ly [P RO B ) ) L S
Syt b by Ly

n=1
alterndld harmonikus sor?

Megoldas:
A 11.5.8. Példaban igazoltuk, hogy az alternalé harmonikus sor konver-
gens. Viszont nem abszolit konvergens, mivel a harmonikus sor divergens
, 00 1
(11.3.2. Allités). Ezért a > (—1)"" . — sor feltételesen konvergens.
n

n=1

11.7 VEGTELEN SOROK ATRENDEZESE

11.7.1. Definicié (végtelen sor atrendezése)

Ha egy > a, végtelen sorban végtelen sok tag sorrendjét megudltoztatjuk,
n=1
akkor a sor eqy dtrendezését kapjuk.

11.7.2. Tétel (abszolit konvergens sor Gsszegének fliggetlensége az

atrendezéstdl)
o o

Bdrmely abszoliut konvergens > a,, sor dtrendezett »_ b, sora is abszolit kon-
n=1 n=1
vergens €s osszege megeqyezik az eredeti sor 6sszegével:

ian =5= ibn.
n=1 n=1

Bizonyitas:

o0
Legyen S¢ az abszolit konvergens > a, sor n-edik részletosszege és S° pedig
n=1

(o) (e.)
az atrendezett > b, sor n-edik részletosszege. A feltételek szerint a »_ a,
n=1 n=1
sor konvergencidja miatt barmely € > 0 esetén megadhaté olyan ng(e), hogy
n >ng és k € N esetén
|pi1 + Apgo + oo+ angp| < e

teljestil. Valasszuk meg az ny > ng értéket ugy, hogy az

A1,Q2, ..., Qp,
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tagok eloforduljanak a
by, b2, ..., by,

tagok kozott.
Legyen most mar n > n,. Ekkor az

Se— b

n n

kiilonbséghdl kiesnek az
al,ag,“.,ano

tagok, a megmaradt tagok pedig olyanok, hogy azok indexei az eredeti sorban
np-tol nagyobbak, amelyekre pedig

50— 8t <.

teljesiil. Ezért
lim S = lim S? = S.

n—oo n—oo
o0 oo
Mivel a Y |a,| sor atrendezése a > |b,| sor, ezért hasonlé gondolatmenettel
n=1 ~ n=1 ~
lathat6, hogy > |b,| is konvergens, tehat > b,, abszolit konvergens. O
n=1 n=1

A feltételesen konvergens sorok az atrendezést nem jol viselik el. Ismert az
aldbbi tétel, amelyet bizonyitds nélkiil kozlink.

11.7.3. Tétel (Riemann-féle atrendezési tétel)

Bdrmely feltételesen konvergens > a, sor dtrendezhetd gy, hogy az
n=1

dtrendezett b, sor dsszege tetszdleges, eldre adott S legyen. (S lehet +o00
n=1
vagy —oo is).

11.7.4. Megjegyzés

Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826 - 1866), német matematikus.
Alapvet6 eredményeket ért el a geometriaban, a komplex fiiggvénytanban és
az analitikus szamelméletben. Egy Hannover melletti kis faluban sziiletett,
ahol édesapja evangélikus lelkész volt. A tehetséges, de gyenge egészségii és
félénk fianak apja a legjobb oktatast igyekezett biztositani szerény anyagi
koriilményei ellenére. A berlini és a gottingeni egyetemen tanult. 1851 - ben
doktoralt Gottingenben komplex fliggvénytanbdl. Disszertacidjaban szere-
pelnek az tn. Cauchy - Riemann differencidlegyenletek, valamint a Riemann
- feltiletek és a Riemann - integrél definiciéi. 1854-ben a gottingeni egyetem
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magantanara lett. Habilitdciés dolgozata A geometriai alapjait képezd
hipotézisekrol cimet viselte és 1j fejezetet nyitott a geometria torténetében.
A Riemann - terek és a Riemann - geometridk atfogd elméletében min-
den létez6 geometriai rendszert el lehetett helyezni és tjak bevezetésére is
lehet6séget adott. Riemann megtalalta elméletének fizikai alkalmazésait is,
amire Einstein épitett. Nevéhez flizodik a matematika egyik legnevezete-
sebb megoldatlan sejtése, az analitikus szamelméletben fontos Riemann-féle
zéta-fiiggvénnyel kapcsolatos Riemann - hipotézis. 1859 - ben, 33 évesen
professzor lett azon a tanszéken, amit elotte Dirichlet és Gauss vezetett.

11.7.5. PéldaOO

1

Tekintsiik a Y (—1)"*! - = alterndlé harmonikus sort. A 11.5.8. Példdban
n=1 n

igazoltuk, hogy ez a sor konvergens. Megmutathato, hogy

> 1 1 1 1
)t =1 -4 - -4+ ...=In2=2.
;( s s T3 1t n

Rendezziik at a sort a kovetkezoképpen:

1 1 1+1 1 1+1 1 1+ i 1 1 1+
2 4 3 6 8 5 10 12 7 2n—1 4n—-2 4n
—— —— ~—— < ~ ~

Ekkor az 0sszevonasokat elvégezve az alabbi atrendezett sort kapjuk:

1 1 1 1
-t — 4+ .. =3,
6 8 T30 " 2.
Azonban:
> 1 1 1 1 1 S  In2
by==(1—4+ -+ .  + (=) 4. )=2="2.
=g (1-grgm gt (T e)=5=0

Lathaté tehat, hogy az atrendezett sor Osszege megvaltozott, a felére
csokkent.
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11.8 MUVELETEK KONVERGENS SOROKKAL
Vajon az algebraban megismert miiveletek milyen médon és milyen feltételek

mellett alkalmazhatok a végtelen sorokra?
11.8.1. Tétel (tagonkénti konstanssal valé szorzassal nyert sor kon-

vergencija)
(o9}
Ha a ) a, =S sor konvergens, akkor a
n=1
oo
g C Qp, ceR
n=1

sor 1s konvergens és

o0 o0
E c-a, =c- E a, =c-3S.
n=1 n=1

Bizonyitas:
A > c-a, sor n-edik részletosszege:
n=1
Sp=c-a1+..+c-a,=c- (a1 + ...+ ay).
Tehat
lim S, =c- lim (a1 + ... +a,) =c-S. O
11.8.2. Példa
Szamitsuk ki a
P A
A R i S

sor Osszegét!

Megoldas:
A geometriai
1+ ! + ! +...+ ! +
I R
sor konvergens és Osszege:
1 1 7
S = — = 1 = —.
l—-¢ 1-2 6
Mivel
4 4 4 = /1\"
44—+ =+..+—+..=4. =
ot gttt ;%(7)
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igy a sor Osszege:

11.8.3. Tetel (konvergens sorok Osszege)

Ha a Zan és Zb sorok konvergensek, akkor a

n=1 n=1

o0

Z(an +b,)

n=1

0sszegik is konvergens, melynek osszege a két sor osszegének osszege.

Bizonyitas:
Legyen
o o0
Zan =95 és an = S
n=1 n=1
Ekkor
S (an+bn) :nlgrolo[(a1+b1)+...+(an+bn)} = Tim (a1+...a,)+ lm (bi+...by) = S°+5".
n=1

]

11.8.4. Tétel (abszolit konvergens sorok Osszege)

Ha a > ay, és > by, sorok abszolit konvergensek, akkor a
n=1 n=1
> (an +by)
n=1

osszequk is abszoliut konvergens.

Bizonyitas:
o0 o

Mivel a " |a,| és a Y |b,| sorok konvergensek, ezért a 11.8.3. Tétel szerint
n=1 n=1

a
o)

>~ (laal + Ioa])

n=1

sor is konvergens. Mivel

| + bn| < an| + |bal,
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o o
ezért a konvergens Y < lan| + |bn|> sor a pozitiv tagi »_ |a, + b,| sor ma-

n=1 n=1

jordnsa. A majordns kritérium (11.4.4. Tétel) alapjan tehdt a > |a, + by
n=1
sor is konvergens. O]

A kovetkezo allitds soran azt vizsgaljuk meg, hogy a konvergens sorok
rendelkeznek-e a véges sok osszeadandobdl 4ll6 Osszeg asszociativ tulaj-
donsagaval.

11.8.5. Tétel (konvergens sorok zardjelezése)

Ha a konvergens Y a, sor tagjait a tagok sorrendjének megudltoztatdisa nélkil
n=1
tetszoleges véges szamu tagokat tartalmazo csoportokba zarojelezzik, akkor az

19y kapott

(a1 + a2+ @) + (@ng 1 + o F )+ oo+ (G + o+ an,) Zbk
8: b2 bk

zarojelezett sor, ahol
ny <ng < ..<ng<..,

15 konvergens és 0sszege megeqyezik az eredeti sor 0sszegével:

n=1
Bizonyitas:
o0 o
Legyen {S%} és {S%} rendre a > a, és a >. by sorok részletosszegeinek
n=1 k=1
sorozata. Nyilvdnvals, hogy az {S?} sorozat az {S°} sorozatot

részsorozataként tartalmazza. Az 5.1.5. Tétel szerint konvergens sorozat min-
den részsorozata konvergens és minden részsorozat hatarértéke megegyezik a
sorozat hatarértékével. O

11.8.6. Megjegyzés
A 11.8.5. Tétel megforditasa nem igaz, azaz zardjeleket altalaban nem szabad
elhagyni a végtelen sorokban.

11.8.7. Példa
Az
1-1)+(1-1)+..=04+0+...=0
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végtelen sor konvergens és Osszege 0. Azonban a zardjelek elhagyasaval

kapott

o

1=141—1+4..=) (=)

n=1

végtelen sor divergens (11.5.9. Példa).
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12 FUGGVENYSOROZATOK ES FUGGVENYSOROK

12.1 FUGGVENYSOROZATOK

A 4.1.1. Definiciéban bevezettiik a végtelen szamsorozatok fogalmat. Most
megadjuk a fliggvénysorozat fogalmat.

12.1.1. Definicié (végtelen fiiggvénysorozat)
Ha minden n € N szamhoz (esetleg elhagyva beldle valamely régzitett ng
szamndl kisebb szdmokat) egyértelmien hozzarendeliink egy-egy ugyanazon az
I intervallumon értelmezett valds figguényt, akkor végtelen fiigguénysorozatot
adunk meg:

n— f,: I — R,

fl(‘T)?fQ(x)v"’?fn(x),..., zel.
Jelolése:
{fn(ﬁ)}fﬂ

Az fo(z) figguényt a figguénysorozat n-edik elemének nevezziik.

12.1.2. Példa
Az
Lx, o, 23, .. 2", .. xel

egy fliggvénysorozat, a
sin x, sin 2z, sin 3z, ... sinnz, ..., relR
egy masik fiiggvénysorozat.

12.1.3. Megjegyzés
Ha az

fl(x)af2<m)7"'vfn($),..., rel

fliggvénysorozat esetén rogzitiink egy x = xg € I helyet, akkor az

fl('ro)a f2<x0)a ---,fn(l’o),

numerikus sorozathoz jutunk, amely lehet konvergens, lehet divergens is.
Ha konvergens, akkor létezik a véges

lim fn(.fllo) = fo

n—oo

hatérérték, ami azt jelenti, hogy barmely ¢ > 0 esetén létezik ng(e) € N,
hogy Vn > ng(e) esetén

|[fn(z0) = fol <

teljestil.
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12.1.4. Definicié (pontonként konvergens fiiggvénysorozat)

Azt mondjuk, hogy az { fn(x)}5, fiigguénysorozat xy € I-ben konvergens, ha
az { fu(20)}22, szamsorozat konvergens. Ha a konvergencia az I intervallum
eqy nemires H részintervallumdnak minden x € H eleme esetén fenndll,
akkor az {f.(x)}>2, figgvénysorozatot pontonként konvergensnek nevezzik
H-n.

Azt mondjuk, hogy az {f.(x)}>2, figgvénysorozat pontonként konvergdl egy
f+ H — R hatdrfiiggvényhez a H C I részintervallumon, ha barmely x € H
esetén f,(z) — f(x), ha n — oo.

12.1.5. Megjegyzés

Azonnal lathatd, hogy egy {f.(z)}52, fuggvénysorozat egy nemiires H C I
részhalmazon akkor és csak akkor pontonként konvergens, ha létezik egy
olyan f : H — R fiiggvény, hogy { f.(z)}>°, pontonként konvergél az f(x)-
hez H-n.

A pontonkénti konvergencia mellett egy masik konvergencia tipus az egyen-
letes konvergencia.

12.1.6. Definicié (egyenletesen konvergens fiiggvénysorozat)

Azt mondjuk, hogy az { f,(x)}>2, figguénysorozat egyenletesen konvergdl egy
f I — R fiigguényhez az I C R intervallumon, ha barmely € > 0-hoz létezik
olyan ng(e) € N, hogy n > ng(e) esetén |f.(z) — f(z)] <e, hax € I.

Ha egy {fn(x)}52, fligguénysorozathoz létezik olyan f : I — R figgvény,
amelyhez f, egyenletesen konvergdl I-n, akkor az {f,(x)}>2, sorozatot az I
halmazon egyenletesen konvergensnek nevezzik.

12.1.7. Megjegyzés
Minden egyenletesen konvergens fliggvénysorozat egyittal pontonként kon-
vergens fiiggvénysorozat.

12.1.8. Példa

Legyen {f.(z)}e, = {a"}>2, « € (—=1,1]. Hol konvergens ez a
fliggvénysorozat?
Megoldas:
Mivel z € (—1,1) esetén
limz" =0
és
lim f,(1) = 1,

ezért a hatarfiiggvény:
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0, ha—-l<zx<l1
f(x)—{ 1, haz=1

A konvergencitartomany tehat:
I=(-1,1].

A fiiggvénysorozat konvergencidjat a hatarfiiggvénytdl fiiggetlentil is megad-
hatjuk a Cauchy-sorozat és konvergencia kritérium felhasznalasaval.

12.1.9. Definicié (fiiggvénysorozat konvergencidjanak hatarfiiggvény
mentes értelmezése)

Az { fn(x)}2, figguénysorozatot az I intervallumon pontonként konvergen-
snek mondjuk, ha Ve > 0 ésVx € I esetén Ing = ny(e, x) természetes szam,
hogy p > no(e,x) és q > no(e, z) esetén

|[fo(x) = fo(x)| <e.

12.1.10. Megjegyzés

A pontonkénti konvergencianal vegyiik észre, hogy az ny = ng(e, x)
kiiszobszam fiigg e-t6l és x-tol. Fontos az az eset. amikor az ngy kiiszobszam
fiiggetlen z-t6l, azaz ng(e) minden x € I esetén megfeleld kiiszobszam. Ekkor
a fiiggvénysor konvergencidja egyenletes.

12.1.11. Definicié (fiiggvénysorozat egyenletes konvergenciija)
Az fn(x)}52, fligguénysorozatot az I intervallumon egyenletesen konvergen-
snek nevezziik, ha Ve > 0 esetén Ing(e) kiiszdbszdm, hogy p,q > no(e) esetén

|[fp(2) = fo(x)] <&

teljesil minden x € I esetén.

12.1.12. Példa

Legyen {f.(z)}>2, = {n:i 1} , x € [0,400). Mutassuk meg, hogy a
n=1

[0, 400) intervallumon a fiiggvénysorozat nem egyenletesen konvergens.

Megoldas:
A pontonkénti konvergencia szerint:

i ™ $1:f(x):{1’ ha z > 0

n—oone + 1  n—oox + -
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A kiiszobszam meghatarozasahoz megoldjuk az

nw
(@) = f(z)] = ~1| <
(o) = F) = | 25 - 1] <
egyenlotlenséget:
Ine —nx — 1] < (nx +1) - ¢,
azaz
1< (nx+1)-¢,

atrendezve:

1

- —1<nx,

€
tehat

()
n>-—-(-—1].
xr €

Ezek szerint, ha ¢ = 0,1, akkor z = 10 esetén ng(e,z) = 1 és x = 1 esetén
no(e,x) = 9. Tehét nincs z-t6l fliggetlen kiiszobszam, igy a fiiggvénysorozat
nem egyenletesen konvergens.

12.1.13. Tétel (miiveletek fiiggvénysorozatokkal)
Ha az {fn(2)}52, és {gn(x)}2, fiigguénysorozatok az I intervallumon egyen-
letesen konvergensek, és

lim f,(z) = f(x)  é  limg,(z) = g(z),

akkor e fiigguénysorozatok konstansszorosa, 6sszege, kulonbsége, szorzata
és hdnyadosa is egyenletesen konvergdl az I intervallumon a megfeleld
hatdrfigguényhez, azaz:

CL) lim ¢ - fn(m) =c- lim fn(x) =cC f(l'),

) Tim (fu(2) £ g(2)) = lim f,(2) = lim g, (2) = f(z) + g(a);

¢) lim f,(z) - gn(2) = lim f,(z) - lim go(2) = f(z) - g(2);

o D@ _ ) )
VG T e g M




278 12 FUGGVENYSOROZATOK ES FUGGVENYSOROK

12.1.14. Tétel (egyenletesen konvergens fiiggvénysorozat hatar-
fliggvényének folytonossiga)

Ha az I intervallumon egyenletesen konvergens { f,(x)}>2, fiigguénysorozat
fugguényei folytonosak az I intervallumon, akkor az

f(x) = lim fo(z)

n—oo
hatarfigguény is folytonos az I intervallumon.

Bizonyitas:

Az egyenletes konvergencia miatt ¥V ¢ > 0 esetén 3 ng(e) természetes szam,
hogy Vo € I és n > ny(e) esetén

£

ala) = Fla)| < 2

Az f,,(x) figgvény barmely zy € I helyen folytonos, igy van zg-nak olyan
I-beli kornyezete, hogy e kornyezetben 1év6 minden x esetén:

€
Faal@) = fra(0)] < 5.
Ekkor viszont:

£ (@) = fzo) = [(f(2) = fuo (%)) + (fro (€) = fng (w0)) + (fno (20) — f(20))] <

7(@) = Fao(@)] + o (@) = o @) 4 g w0) = Fao))] < 5+ 5 +5 =<

Ez pedig azt jelenti, hogy f(x) folytonos az xy € I helyen. Mivel zq € [
tetszéleges, ezért f(z) folytonos I-n. O]

12.1.15. Megjegyzés

A 12.1.8. Példaban és a 12.1.12. Példaban a fiiggvénysorozat fiiggvényei
folytonosak a konvergenciaintervallumon, azonban a hatarfiiggvény nem
folytonos. Ez azért van, mert a széban forgd példakban csak pontbeli kon-
vergencia létezett és nem egyenletes konvergencia.
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12.2 FUGGVENYSOROK

A végtelen val6s szamsorok esetén a sor tagjai valés szamok (11.1.1. Defini-
ci6). Ha a sor tagjai fliggvények, akkor fiiggvénysorokrdl beszéliink.

12.2.1. Definicié (fiiggvénysor)
Legyen adott eqy végtelen valds { f.(x)}o2,, x € I fliggvénysorozat:

fi(@), fa(x), oy frlT), ooy rel.

A fiigguénysorozat elemeibdl képzett végtelen sok tagbol allo

(12.1) fi(@) + fo(@) + oo + fulz an

formdlis osszeget végtelen valos figguénysornak nevezzik.

12.2.2. Megjegyzés
Ha a (12.1) fiiggvénysorban régzitiink egy o € I helyet, akkor az

(12.2) Ji(@o) + fa(zo) + - + fulao) an (@o)

numerikus sorhoz jutunk. A kapott sor konvergencidjanak vizsgédlatara al-
kalmazhatjuk az el6z0 fejezetben megismert tételeket.

Bizonyos xg € I értékekre a (12.2) numerikus sor lehet konvergens, mas érték
helyettesitése esetén viszont a szamsor lehet divergens.

12.2.3. Megjegyzés

A fiiggvénysor Osszege fliggvény. Ennek meghatarozasdhoz, mint a numerikus
sorok esetén, képezzikk a (12.1) fiiggvénysor részletosszeg fiiggvényeinek
sorozatat:

(12.3) {Sn(@)}otys = {fi(@) + folz) + . + fulz) }0ls.

12.2.4. Definicié (fiiggvénysor pontonkénti ill. egyenletes konver-
gencia)

A an( ) fliggvénysor pontonként konvergens az I intervallumon, ha az

{Sn ( )}n | részletosszeg fiigguénysorozat pontonként konvergens az I inter-
vallumon:

lim S, (z) = S(x).

n—oo
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Ekkor az S(x) figgvényt a fiigguénysor dsszegfiigguényének nevezziik.
Jelolése:

Ha az {S,(x)}2, részletisszeg fligguénysorozat egyenletesen konvergens az I
intervallumon, akkor a (12.1) fiiggvénysor egyenletesen konvergens I-n.

A numerikus soroknal megismert sziikséges és elégséges Cauchy-féle konver-
gencia kritérium a fliggvénysorokra a mar megismert definiciék alapjan a
kovetkezoképpen altalanosithato:

12.2.5. K6vetkezmény (Cauchy-féle kritérium a pontonkénti konver-

genciara)

A > fulz) figguénysor az I intervallumon akkor és csak akkor pontonként
n=1

konvergens, ha Ve > 0 és Va € I ponthoz Ing = no(e,x) kiiszobszam, hogy

tetszdleges m > n > ng(e, x), (n,m € N) esetén

S () — Su(z)] <€,

azaz
|fo1(z) + o+ f(2)] < €

teljesuil.
12.2.6. Kovetkezmény (Cauchy-kritérium fliggvénysorok egyenletes
konvergencidjara)
o
A D fu(x) figguénysor az I intervallumon akkor és csak akkor egyenletesen
n=1
konvergens, ha Ye > 0 és Vx € I ponthoz Ing = ng(e) kiiszébszam, hogy
tetszdleges m > n > ng(e), (n,m € N) esetén

[Sm () = Sn(2)] <¢,

[frr1(2) + o 4 f(2)] <€

teljesuil.

E kritériumok alapjan adodik a fiiggvénysor egyenletes konvergencidjara
vonatkozo Weierstrass-féle elégséges feltétel.
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12.2.7. Tétel (Weierstrass elegendé feltétele fliggvénysorok egyen-
letes konvergencidjara)
Ha a ) a, pozitiv tagi végtelen valés numerikus sor konvergens és minden

n=1
n € N-re barmely x € I esetén

()| < an,
akkor a > fu(x) fugguénysor az I intervallumon egyenletesen konvergens.
n=1

Bizonyitas:
Az egyenletes konvergencia Cauchy-féle kritériuménak igazolasdhoz legyen
e > 0. Ekkor Y a, konvergencidja miatt 1étezik olyan ng(e), hogy m > n >

n=1
no(e) esetén

| S — Sn| < &,
azaz
m n m
E ap — E aig| = E ai| < €.
k=1 k=1 k=n+1

Alkalmazva a {a,} -, sorozat majordns tulajdonsdgét, kapjuk, hogy

[S(@)=Su(@)| = | Y fl@)| < D Ifs@)|< Y ar<e, ha zel
k=n+1 k=n+1 k=n+1

Tehdt a > fu(z) figgvénysor teljesiti a Cauchy-kritérium feltételeit
n=1
(12.2.6. Kovetkezmény), igy egyenletesen konvergens. O

12.2.8. Példa
Legyen adott a

sin? i sin? 2x sin® nx

T 5 e z € (—00,+00)

fiiggvénysor.  Vizsgaljuk meg, hogy egyenletesen konvergens-e az adott
fliggvénysor!

Megoldas:
Barmely = € (—o0,4+00) esetén

sin’ nz

S

n!
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Tehat a

(e 9]

1
2

n=1

o0
szamsor az adott fiiggvénysor majoransa. A ) — sor konvergens, mivel a
n=11:

D’Alembert-féle hanyados kritérium (11.4.8. Tétel) szerint

! 1
lim 2 = fm — = lm—— =0 < 1.
n—oo (A, n—o0 (n + 1)' n—oon, + 1

Ezért a Weierstrass-féle elegend6 feltétel (12.2.7. Tétel) szerint az adott
fliggvénysor egyenletesen konvergens.

Felmeriilhet a kérdés, hogy vajon oroklodik-e egy konvergens fiiggvénysor
tagjainak folytonossagi tulajdonsaga az Osszegfiiggvényre? Erre ad valaszt
az alabbi tétel.

12.2.9. Tétel (egyenletesen konvergens fiiggvénysor Gsszegfiiggvé-
nyének folytonossaga)
Ha az I intervallumon egyenletesen konvergens

Y fal) = S(x)

fliggvénysor tagjai folytonosak az I intervallumon, akkor az S(x) dsszegfiiggvény
is folytonos az I intervallumon.

Bizonyitas:
Legyen xqg € I tetszbleges rogzitett pont. Azt kell igazolni, hogy barmely
e > 0 esetén létezik § > 0, hogy |z — x| < 0, x € I esetén

|S(z) — S(xo)] < e.
frjuk fel a vizsgalt kiilonbséget a kovetkezo alakban:

S(x) = S(wo) =Y _fulx) + Y fulz) - [ka(ﬂfo) + > fk(i’?o)] =

=D fulw) = fulzo) | +

k=1

> )+ Y fk<xo>] .
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Az egyenletes konvergencia miatt az I intervallum barmely x, xq pontjaiban
az n indexet megvalaszthatjuk olyan nagyra, hogy teljesiiljon:

> ful@)| <

k=n+1

Wl M

és

Z Jr(zo)| <

k=n+1

Wl ™

Rogzitett n esetén az S, (x) n-edik részletosszeg folytonos az xy helyen, mivel
€
véges szamu folytonos fliggvény Osszege. Ezért barmely € > 0-hoz, igy = > 0-

hoz is talalhaté olyan 6 > 0, hogy az [ intervallum minden x helyén, ha
|z — x| < §, akkor

1, (z) — Sp(z)| < g

Mindezt figyelembe véve kapjuk, hogy

|S(x)_S(IO)| = |Sn($)—5n($o)|+ Z fk(x) + Z fk(fo) < %+§+§ = c.

Tehét S(z) folytonos az xy helyen, amely tetszélegesen valasztott pontja az
I intervallumnak, igy S(z) folytonos az I intervallumon. [

12.2.10. Definicié (abszolit konvergens fiiggvénysor)
A D fa(x) végtelen figguénysort abszolit konvergensnek nevezzik az I in-
n=1

terv&llumon, ha a
> |fal@)]
n=1

fligguénysor konvergens az I intervallumon.

12.2.11. Megjegyzés

A 12.2.10. Definiciébdl az kovetkezik, hogy azok a fiiggvénysorok, amelyekre
teljesiil a Weierstrass féle elégséges konvergencia kritérium (12.2.7. Tétel)
nemcsak egyenletesen konvergensek, hanem abszolit konvergensek is.
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12.3 HATVANYSOROK

12.3.1. Definicié (hatvanysor)
Az

(12.4) a0+a1-x+a2-x2—|—...+an-x”+...:Zak-xk
k=0

alaki fiigguénysort origo kozépponti hatvdnysornak nevezzik, ahol az ay valos
szamok a sor egyutthatoi (k= 0,1, ...).

12.3.2. Megjegyzés
A hatvénysor altalanosabb alakja az in. a koézéppontu hatvanysor (a € R):

(12.5) ag+a,-(x—a)+ay-(x—a)*+...+a, (v —a)"+... = Zak-(x—a)k.

Ez a hatvanysor (z — a) = y helyettesitéssel az y hatvényai szerint haladé
(12.4) alaku origé kézépponti hatvédnysorba megy at. Igy elegendd csak a
(12.4) alaki hatvénysorral foglalkozni.

12.3.3. Megjegyzés
Nyilvanvald, hogy az = = 0 pontban a (12.4) hatvénysor konvergens és
osszege:

S = ayp.

A fiiggvénysorokra vonatkozé tulajdonsidgok, megéllapitasok nyilvan a
hatvanysorokra is érvényesek. A hatvanysorok egyszeriibb szerkezete miatt
célszertt néhany tulajdonsagukat kiilon is megvizsgalni.

12.3.4. Tétel (pontbeli konvergencidbdl illetve divergenciabdl adédé

tulajdonsagok)

Ha a > a, -x" hatvanysor az x = xq helyen konvergens, akkor a hatvanysor
n=0

a (—xo, xo) intervallumon, azaz, ha |x| < |xo| abszolit konvergens.

Ha a sor az x = xq helyen divergens, akkor divergens minden olyan x helyen

is, amelyre |z| > |zo|, azaz a (—o0, —xy) illetve (zo, +00) intervallumokon.

Bizonyitas:
Mivel a hatvanysor az xo pontban konvergens, ezért sziikségképpen tagjai
0-hoz tartanak:

lim a,, - xy = 0,

n—oo
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igy korlatosak is, azaz 3 K > 0, amelyre barmely n € N-re:
a, -y < K.

Ha z € (—xg,x0), azaz |z| < ||, akkor

n n

n

x x x ) x
|an - 2" = |an - 25 - —| = |an - 25] - |—| < K- |— és —| < 1L
i Zo ZTo i
0o x|
A Y K-|—| sor ¢ =|—| < 1 kvéciensii konvergens mértani sor, amely
n=0 Lo Zo

egyben majoransa a

> lan - 2| = |ao| + |arz| + ... + |ana"] + ...

n=0

, o0
hatvanysornak. Igy a majorans kritérium szerint a »  |a,,-2"| sor konvergens,
n=0

o0
tehat a > a, - 2™ hatvanysor abszolit konvergens.
n=0
A maésodik rész bizonyitasahoz vegyiik figyelembe, hogy amennyiben az

|z| > |zo| helyen a sor konvergens lenne, akkor az elsé rész szerint ab-
szolut konvergens lenne a sor az x = xy pontban. Ez viszont ellenkezik a
feltételiinkkel, miszerint a sor az x( helyen divergens. O

12.3.5. Megjegyzés
A 12.3.4. Tételbol lathatd, hogy a hatvanysor konvergenciaintervalluma egy
olyan intervallum, amelynek kozéppontja a 0 pont.

12.3.6. Definicié (konvergenciaintervallum, konvergenciasugar)

A > an "™ hatvdnysor konvergenciaintervallumdnak azt az origo kérili szim-
n=0

metrikus (—r, r) intervallumot nevezzik, melynek pontjaiban a hatvdnysor ab-

szolut konvergens. Az r szamot (a konvergenciaintervallum félhosszat) kon-

vergenciasugdrnak mondjuk.

12.3.7. Megjegyzés

A konvergenciaintervallum végpontjainak valamelyikében, esetleg mind-
kettoben a hatvanysor lehet konvergens illetve divergens. fgy a szamitasok
soran kiilon vizsgalatot igényelnek a végpontok.
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12.3.8. Tétel (konvergenciasugiar meghatarozisa)

[e.o]
Ha a ) a, - 2™ hatvdnysor esetén a
n=0

ap, , i 1
és lim
n—oo 1 |an |

lim

n—oo

afn—l—l

hatarértékek léteznek, akkor ezek megegyeznek és kozos értékik hatdarozza meg
a hatvdnysor konvergencia sugardt:

. 1
= lim
n—oo 1 ’an’

r = lim

n—oo

Ap+1

Bizonyitas:
A numerikus soroknél megismert hanyados kritérium (11.4.8. Tétel) alapjén
a sor abszolut konvergens, ha

) a xn+1
lim |2 | < 1,
n—00 Ap ™
melybol
. la
li ntl x‘ <1,
n—0o0 an
illetve
. |a
li e < 1,
n—o0 a’n
kovetkezik. Ekkor q
7] < ,
lim An41
n—oo A,
amelybdl adodik, hogy
|z] < lim
n—oo an+1

Tovabba, a gyokkritérium (11.4.17. Tétel) felhasznaldsaval, az adott sor ab-

szolut konvergens, ha
lim {/|a,z"| < 1,
n—oo

lim |z|{/]an| < 1,
n—oo
|z] - lim {/]a,| < 1.
n—oo

ahonnan

azaz
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Tehat

1
|z| < lim :
naa3"|aA

1
és |z| < lim egyenlotlenségekbdl adddik a

n—oo
||

Az |z| < lim

n—oo

Ant1
(12.3.4. Tétel) alapjan, hogy ha léteznek az egyenlStlenségekben szerepld
hatarértékek, akkor azok sziikségképpen megegyeznek és kozos r értékiik adja
a konvergenciasugarat. O]

}@)
n=1

12.3.9. Megjegyzés
Ha a 12.3.8. Tételben szerepl6 hatarértékek nem léteznek, de a {

illetve a { Q/m}oo

n—=

an

an+1

sorozatnak vannak torlédasi pontjai, akkor
1

1
r= = lim inf

lim sup {/|a,| n—
n—oo

vagyis a legnagyobb illetve legkisebb torlédési értéket kell felhasznélni.

An

9

Ap+1

12.3.10. Példa
Hatarozzuk meg a

2242 23.43 AR
2x + + + ...+
2 3 n

+ ..

hatvanysor konvergenciaintervallumat!

Megoldas:
2" ontl ,
Itt anp = E, Any1 = T 1 Ezért
2m . 1 1 1
r = lim zlimﬂzlimn—i_ = .
n—00 | (p41 n—oo n - 20F1 n—oo 210 2

279
gens.

1
A ( —) konvergenciaintervallumon tehdt a hatvanysor abszolit konver-

Ha x = —5 akkor a keletkez6 numerikus sor:

11 1
—l4+ - -+ (D) =+
tg—g Tt + (=1) ~ e
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amely Leibniz-tipusu alternalé sor, azaz konvergens.

Ha x = 27 akkor az

SR R
gtg et

divergens harmonikus sort kapjuk. Ezek alapjan a hatvanysor konvergencia-

intervalluma:
11
2'2 )"

12.3.11. Példa

Adjuk meg a
ooac”_l T x? "
ZE— +ﬂ+5+...+m+...
n=0

hatvanysor konvergenciasugarat!

Megoldas:
A 12.3.8. Tétel alapjan

1

Qn n!

r = lim

= lim = lim (n + 1) = +o0.
n—oo n—

0 eyl n—00

Ap+1

Mivel a konvergenciasugar végtelen, igy barmely x € R esetén a hatvanysor
abszolut konvergens.

12.3.12. Példa
Szamitsuk ki a

Zm”:1+x+x2+...+x”+...

n=0

hatvanysor konvergenciasugarat és adjuk meg konvergenciaintervallumat!

Megoldas:
A 12.3.8. Tétel alapjan

o R S
T= || —nl—>nolo{I/T_

Ha x =1, akkor a

}:wz1+1+m+1+m
n=0
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numerikus sort kapjuk, amely divergens.
Ha x = —1, akkor a

[e.e]

D) =1-1+1-1+..
n=0
sor adddik, amely szintén divergens. fgy a konvergenciaintervallum:
(—1,1).

12.3.13. Példa
Hatarozzuk meg a

Zn!-m”:1+1!~x—|—2!-91:2—1—...—1—71!-:1:"—1—...
n=0

hatvanysor konvergenciasugarat és adjuk meg konvergenciaintervallumét!

Megoldas:
A 12.3.8. Tétel alapjan
! 1
r = lim @ zlimn—:lim =0
n—00 | (bp41 n—>oo(n+ 1)' n—oon + 1

Ekkor a konvergenciaintervallum egyetlen pontbél, a hatvanysor kozéppontjabol

all:
{0}
12.3.14. Tétel (egyenletes konvergencia zart részintervallumon)

o0

A > apx™ hatvanysor a (—r,r) konvergenciaintervallum minden [a,b] C
n=0

(—r,7) zdrt intervallumon egyenletesen konvergens.

Bizonyitas:
Valasszunk meg egy c értéket ugy, hogy

—r<<a<b<ec<r
teljesiiljon. Mivel ¢ a konvergenciaintrevallumban van, ezért az
Qo + a1¢ + asc® + ... + anc + ...
sor abszolut konvergens, vagyis az

laol + [ar] - le] + laz| - [*] + .. + |an] - [ + ...
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nem negativ tagokbdl all6 numerikus sor konvergens. Ha a < x < b, akkor

oo

a Weierstrass-féle elégséges kritérium értelmében a > a,x™ hatvanysor az
n=0

la, b] zart intervallumon egyenletesen konvergens, mivel

|ana"| < fan| - [2"] < |an] - |"|
teljesiil barmely z € [a, b] és barmely n € N esetén. O]

12.3.15. Tétel (hatvanysor tagonkénti differencidlhatésiga)
Az

ap+ax+ ... +a,x" +.. = Zanw”
n=0
hatvdnysor r konvergenciasugara eqyenld a tagonkénti differencidldssal kapott
a + 2a9x + ... + na,z" 4 .. = Zn ™t
n=1

hatvanysor r1 konvergenciasugardval.

Bizonyitas:
A tagonkénti differencialdassal kapott hatvanysor konvergenciasugara:

. n- ay, . n an . an
ry= lim [—— | = lim = lim =r,
n—oo | (n+1) - apyiq n—oon + 1 |api1 n—00 | Uy 41
mivel
lim =1.
n—oon + 1

A tagonkénti differencidlassal kapott hatvanysor tehat ugyantgy abszolut
konvergens a (—r, r) intervallumban, mint az eredeti sor ill. ugyanigy egyen-
letesen konvergens. O

12.3.16. Tétel (Abel tétele az Osszegfiiggvény folytonossagardl)
Bdrmely iakxk = S(x) hatvdnysor S(x) dsszegfiiggvénye folytonos a kon-
Uergencia];rzlgervallumban.

Bizonyitas:

A sor tagjainak folytonossaga és az egyenletes konvergencia biztositja, hogy
az allitas igaz. O
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12.3.17. Tétel (6sszegfiiggvény differencidlhatésiga a konvergencia-
intervallumon)
Bdrmely Y apx® = S(z) hatvdnysor S(x) dsszegfiiggvénye differencidlhato

k=0
a konvergenciaintervallum belsd pontjaiban, és derivdltja a sor tagonkénti

derwdlasdval kaphato meg.

Bizonyitas:
A sor tagjainak differencidlhatésdga (12.3.15. Tétel) és a tagonkénti de-
rivalassal kapott sor egyenletes konvergencidja miatt teljesiil az allitas. [

12.4 TAYLOR-SOR

Mar ismeretes szamunkra, hogy egy hatvanysor a konvergenciaintervallum-
ban egy osszegfiiggvényt hataroz meg. Felmeril a kérdés, hogy vajon el
lehet-e allitani egy adott fliggvényt hatvanysorba fejtéssel? Ezt vizsgaljuk a
tovabbiakban.

Mar bevezettiikk az f : R — R fiiggvény xy € D; helyhez tartozé n-ed foku
Taylor-polinomjat (10.2.1. Definicié):

f'(x0)
1!

™ (2 ") (g
A )(x—:co)”zzf (o)

T,(@) = flzo)+ .

(x—z0)+...+

és ismerjiik a Taylor-formulat (10.2.5. Tétel):

) il
flx) =Ty(x) + T 1)!(x —x0)", €€ (g — 6,19+ 9),
ahol az f”“(f)
Ryi(x) = m@ )

kifejezést Lagrange-féle maradéktagnak nevezzik.

12.4.1. Definicié (Taylor-sor, Maclaurin-sor)
Ha az [ fugguény akdrhdnyszor differencidlhato az xog hely wvalamely
kornyezetében, akkor a

0 4(k) (5
Zf k;(l 2 (= xo)"
k=0 '
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végtelen hatvanysort az [ figgvény xo pont korili Taylor-sordnak nevezzik.
Amennyiben az xq = 0 helyen tekintjik az f figgvény Taylor-sordt, akkor az
f figgvény Maclaurin-sordrol beszélink.

12.4.2. Megjegyzés
A Taylor-sor n-edik S,,(x) részletosszegét az f fliggvény n-ed foku Taylor-
polinomjanak mondjuk. Jelolése:

2 ) (2 .
—Zf k(‘ ) (&= o)t = S (@),

Vegylik észre, hogy a Taylor-sor a hatvanysor egy specidlis esete.

12.4.3. Példa
Irjuk fel az f(z) = e* fuggvény Maclaurin-sorat és Taylor-sorat az zo = 3
hely kortl!

Megoldas:
Az adott fiiggvény akarhanyszor differencidlhato és
) (z) = e,
ezért
fR0)=e" =1
gy
1 1 1 "
e =1+ o+ o’ + 4 —at ZOH'
Ha zy = 3, akkor
fRE)=¢,
ezért az o = 3 pont koriili Taylor-sor:
e3 e3 e3 =3
" =e +1l( 3)+§(x—3)2+...+m(x Zomx—

Egy adott f fiiggvény Taylor-sorfejtésekor azonnal felvetddik a kérdés,
hogy vajon a kapott Taylor-sornak, mint hatvanysornak mi lesz az
osszegfiiggvénye? Azt varnank, hogy az Osszegfiiggvény mindig az adott f
fliggvény legyen. Ez azonban nem mindig igaz. Az viszont mindig fennall, ha
egy adott f(z) fiiggvény eléallithaté egy xy koriili hatvanysor Osszegeként,
akkor ez csak egyféleképpen lehetséges, amikor ez a hatvanysor az f fliggvény
xo hely korili Taylor-sora.
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12.4.4. Tétel (a hatvanysor és a Taylor-sor egybeesése)
Ha az xy hely kornyezetében az

ap+ a1(x — xo) + ... + an(x — )" + ...

hatvanysor dsszegfiigguénye f(x):

o0
= Zak(x — x0)",
k=0

akkor f(x) ebben a kiérnyezetben akdrhanyszor differencidlhato és ez a
hatvdnysor nem mds, mint az f(x) figguény xo-korili Taylor-sora.
Bizonyitas:

Az f figgvény akdrhanyszori differencidlhatésdga a 12.3.17. Tételbol
kovetkezik. Tovabba az x = xo helyettesitéssel kapjuk, hogy ag = f(xo).
majd tagonkénti ismételt derivalassal és x = xg helyettesitéssel azt kapjuk,
hogy

P C) _ (o) w - £ (o)
1 - 1! b 2 - 2! ) ] n - n! )t
Tehat a hatvanysor valoban f Taylor-sora. O]

12.4.5. Megjegyzés
A 12.4.4. Tétel azt allitja, hogy barmilyen mdédon jutunk el egy adott f
fliggvény hatvanysoros felirdsdhoz:

f(x) =ao+ ai(z —x0) + ... + an(z —20)" + ...,
ez a hatvanysor mindig az f fliggvény xq koriili Taylor-sora lesz.

Most valaszt adunk arra a kérdésre, hogy egy adott f fiiggvény Taylor-
sordnak az Osszegfiiggvénye mikor lesz egyenld f(x)-el, azaz mikor teljesiil
az alabbi egyenloség:

" " (n) T
f(x0)+¥(x—xo) [ ;' )(x—x0)2+...—l—f n(' 0) (x—20)"+... = f(x).
12.4.6. Definicié (Taylor-sor n-edik maradéksora)

Az (k
Zf O)k —T,(r) =

 #0) (3, LS B (g )

k=n+1

kulonbséget a Taylor-sor n—edzk maradéksoranak (maradéktagjinak) nevezziik.
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12.4.7. Megjegyzés
Az R,(r) maradéktag tobbféle alakban is eléallithat6. A 10.2.5. Tételben
ismertiik meg a maradéktag Lagrange-féle alakjat:

A9

Fu(@) = <00,

(z — 950)”“7 £ € (g — 0,20+ 0).

Ismert még a Cauchy-féle alakja is:

F(E)
R, (z) = T(m—ﬁ)”(m—xo) € € (xg— 0,9+ 9).
12.4.8. Tétel (sziikséges és elégséges feltétel egy fiiggvény Taylor-
sorral valé elballitasara)
Ha az f fiigguény az xo pont valamely I kornyezetében akdrhdnyszor differ-
encidalhato, akkor

f(n) ()

n!

f'(xo)

f(xo) + 1

(x —x9) + ... +

(x —x0)" + ...

Taylor-sor akkor és csak akkor dllitja eld az f fuggvényt, azaz a Taylor-sor
dsszegfiigguénye akkor és csak akkor lesz eqyenld f(x)-el, ha bdrmely x € I
pontban

lim R,(z) = lim /)

n+1
_ -0
00 n—ﬁm(7z%—1)!(x $O) )

ahol £ € 1.
Bizonyitas:

o Elégségesség.
Ha lim R,(z) = 0, akkor az

Taylor-képlet alapjan:

lim f(z) = lim (T,,(z) + R, (z)),

n—0o0 n—oo

azaz

2 FE) (2 L
f(z) = lian(x):Zf ( )-(x—xo) :

n—o00 k!
k=1
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e Sziikségesség.
Forditva, ha lim T,,(x) = f(x), akkor sziikségképpen

lim R, (x) = 0.
A 12.4.8. Tétel alapjan mar megadhato egy elégséges feltétel ahhoz, hogy
egy adott fliggvény Taylor-sora eldallitsa a fliggvényt.

12.4.9. Tétel (elégséges feltétel egy fiiggvény Taylor-sorral vald
eléallitasara)

Ha az f figguény az xo hely (xqg — h,xq + h) kérnyezetében akdrhdnyszor
differencidlhato és van eqy kozos K > 0 korlat, amelyre

f ()] < K,
n=0,1,2,... és barmely x € (xqg — h,zo + h) esetén, akkor az
(o — h, 20+ h)

intervallumban az [ fligguény xo pontbeli Taylor-sordnak oOsszege egqyenld
f(x)-el, azaz a Taylor-sor elddllitja az adott f figgvényt:

f'(z0) J (o)

1! n!

(x —x0)" + ...

f(@) = flzo) +

Bizonyitas:
Az adott feltételek mellett igazoljuk, hogy az R,(z) maradéktag nulldhoz
tart, ha n — oo. A maradéktag Lagrange-féle alakjat nézve, mivel

1f™(x)] < K, Vn € Ny

és barmely = € (zg — h,zo + h) esetén, ezért

(x —x0) + ... +

(n+1) . _ n+1 _ n+1 i an
(n+1)! (n+1)! (n+1)!
n+1
Igaz, hogy nh_)rgo m = 0, mint egy konvergens
=Ny,
2 i

o0

sor altaldnos tagja. A > b, sor konvergencidjat a héanyados kritérium biz-
n=0

tositja:

. bn+1 . hn+2 . (n + 1)' . h

Azaz lim R, (z) = 0. O
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12.5 NEVEZETES HATVANYSOROK

12.5.1. Definicié (exponenciilis fiiggvény)
Az

ooxn

e’ = exp(x) ::Zﬁ’ reR
n=0

képlettel értelmezett fligguényt exponencidlis fligguények nevezzik.

12.5.2. Megjegyzés
Mivel lim ¥/n! = +o00, ezért a fenti hatvanysornak a konvergencia sugara

n—oo

+00 (12.3.8. Tétel), tehdt a hatvdnysor az egész R halmazon (abszolut) kon-
vergens.

12.5.3. Definicié (szinusz-hiperbolikusz és koszinusz-hiperbolikusz
figgvény)
A

2n+1 2n

Z ontl és ch(z) = Z (;n)

n:0 n=0

képletekkel értelmezett figguényeket hiperbolikus figguényeknek nevezziik.
Az elsé fligguényt szinusz-hiperbolikusznak, a mdsodikat pedig koszinusz-
hiperbolikusznak mondjuk.

12.5.4. Megjegyzés

Konnyen lathaté, hogy mindkét fiiggvény konvergenciatartoménya az egész
valos szamhalmaz, és a definiciobdl azonnal adddik, hogy sh paratlan, ch
pedig paros fliggvény, azaz

sh(—z) = —sh(x) és ch(—xz)

ch(z), ha z eR.

Az alabbi tétel a hiperbolikus fliggvényeknek ez exponencialis fiiggvénnyel
valé kapcsolatat irja le.

12.5.5. Tétel
Barmely x € R esetén

sh(z) = exp() —2exp(_I) ; ch(z) = exp(z) + exp(—x)

tovdbbd
exp(z) = sh(x) + ch(x).



12.5 NEVEZETES HATVANYSOROK 297

Bizonyitas:
A bizonyitas soran felhasznaljuk a 11.8.5. Tételt:

exp(r) — exp(—7)
2
.1 - (=)™ 2" =z
“X Ty W @t

Ugyanigy lathaté be a ch fiiggvényre vonatkozo allitas is. A harmadik egyen-
16ség hasonldan, vagy az els6 két Osszefiiggést felhasznalva igazolhaté:

_ exp(x) — exp(—x) N exp(x) + exp(—x) _ exp(z). O
2 2

12.5.6. Tétel (A hiperbolikus fiiggvények addiciés tétele)

Barmely x,y € R esetén

sh(z +y) = sh(z) ch(y) + ch(x) sh(y)

sh(z) + ch(x)

és
ch(x +y) = ch(z) ch(y) + sh(x) sh(y).
Bizonyitas:
Az els6 Osszefiiggés igazolasahoz tekintsiik az egyenléség jobb oldaldn
talalhaté Osszeget és alkalmazzuk az

exp(x) = e*

jelolést. Felhasznalva a 12.5.5. Tétel osszefliggéseit:

T—et eV+eV e"+e ' ed—e?

e
h h h h(y) = . .
sh(x) ch(y) + ch(z) sh(y) 5 5t 5
azaz
2¢(@+y) _ 9p—(z+y)
sh(x) ch(y) + ch(z) sh(y) = 1 = sh(z +y).
A masodik addiciés tétel hasonléan igazolhato. O]

12.5.7. Definicié (szinusz és koszinusz fiiggvény)

A
00 iL‘2n+1 , s n 332n
sin(z) = ;(_l)n(%——l—l)! és cos(x) = nz%(—l) (2n)!

képletekkel értelmezett fligguényeket szinusz, illetve koszinusz fiigguényeknek,
osszefoglalo néven pedig trigonometrikus fligguényeknek nevezzik.
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12.5.8. Megjegyzés
Lathaté, hogy mindkét fiiggvény konvergenciatartomanya az egész valds
szamegyenes, tovabbd, hogy sin paratlan, cos pedig paros fliggvény, azaz

sin(—z) = — sin(x) és cos(—x) = cos(x), ha z eR.

A trigonometrikus és a hiperbolikus fiiggvények kozott pedig a fennall a
kovetkezo kapcsolat.

12.5.9. Tétel
Barmely x € R esetén

sh(iz) = isin(z), ch(iz) = cos(z),
illetve

sin(iz) = ish(z), cos(iz) = ch(z).
Bizonyitas:

(il’)2n+l & Z'2n+1l.2n+l

, > i(=1)ng?
sh(iz) = Zm = nzzom = nzzow = isin(z).

n=0

A tobbi egyenl6ség igazoldsa teljesen analdg. O
A kovetkezd tétel a trigonometrikus fiiggvényeknek az exponencialis
fliggvénnyel vald Osszefliggését irja le.

12.5.10. Tétel
Barmely x € R esetén

sin(z) = exp(iz) — exp(—ix)

21
€s . ‘
cos(x) = exp(ir) + exp(—zx),
2
tovabbd
exp(iz) = cos(x) + isin(x).
Bizonyitas:

Az allitas igazolasahoz hasznéljuk fel az exponencialis fliggvény és a hiperbo-
likus fliggvények kapcsolatat leir 12.5.5. Tételt, valamint a 12.5.9. Tételbeli
osszefliggéseket. Ekkor kapjuk, hogy

sh(izx) _ exp(iz) — exp(—ix)
1 21

sin(z) =
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és
exp(iz) + exp(—iz)

cos(z) = ch(iz) = 5 ;

illetve
exp(iz) = sh(iz) + ch(ix) = isin(z) + cos(x).

12.5.11. Megjegyzés

A 12.5.10. Tétel utolsé egyenléségét szokas Fuler-azonossdignak is nevezni.

12.5.12. Tétel (A trigonometrikus fiiggvények addiciés tétele)
Barmely x,y € R esetén

sin(x 4 y) = sin(z) cos(y) + cos(z) sin(y)

cos(z + y) = cos(x) cos(y) — sin(x) sin(y).
Bizonyitas:

Hasznaljuk fel a hiperbolikus fiiggvények addicios tételét és a 12.5.10. Té-
telbeli Osszefiiggéseket. Ekkor nyerjiik, hogy

Wi . (i hi
sin(z +y) = : (zx‘+ i) _ (zx) ch(iz) + Ch(ix)s (zy)
7 i i
= sin(x) cos(y) + cos(x) sin(y).
A cos fiiggvényre vonatkozd Osszefiiggés teljesen hasonléan lathaté be. [

A sh, ch, sin és cos fliggvények segitségével tovabbi fontos hiperbolikus és
trigonometrikus fiiggvényeket értelmezhetiink.

12.5.13. Definicié (th, cth, tg és ctg fiiggvény)
Ha x € R, akkor legyen

th(z) = igg cth(z) = :Egg
illetve _
() = sin(x) _ cos(z)

—F, ctglr) = ——=,
cos(x) &) sin(x)
feltéve, hogy a megfeleld kifejezés nevezdje mem nulla. A fenti fiigguényeket

rendre tangens hiperbolikusz, kotangens hiperbolikusz, illetve tangens és
kotangens figgvényeknek nevezziik.
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