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Programkonstrukciék

Legyen 7 feltétel és S program A-n. A DO C A x A** relaciét az
S-bél a 7 feltétellel képezett ciklusnak nevezziik, és (, S)-sel

jeloljik, ha
1. Va ¢ [r]: DO (a) = {(a)},
2. Vae|[n]:
DO(a) = {aGA** | IneN:a=xn, (al,az,...,a”)

Aot € S(a)AVie[l.n—1]:

ol e S(r(a)) AT (a)) €n]A

A(a" e APV (a" e A* AT (a") ¢ [7])}U
U{aGAOO | @ = Xoo (al,az,...) Aal € S(a)A
AVi eN:a e S (r(a)) AT (o) €n]}.
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Programkonstrukciék

1. Determinisztikus programbél képezett ciklus is determinisztikus.
2. A ciklus értékkészlete tartalmazhat végtelen sorozatot akkor is,
ha az S program csak véges sorozatokat general (soha nem jutunk
ki a 7 feltétel igazsaghalmazabal).

A DO = (7, S) ciklus struktogramja:

|
—s
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Programkonstrukciék

A szekvencia, az eldgazas és a ciklus program.

Mindharom program A x A** tipusi relacié és mindharom esetben
Ds = A. A masik két tulajdonsag igazolasa a kdvetkezé:

1. Szekvencia: a € A, o € S(a). Ha a € 5; (a), akkor S; program
volta miatt a; = a és a = red (a). Ha a = x» (a?, a?), ahol
ate S (a)ésa’ e S, (7' (al)), akkor o definici6ja miatt «
redukalt és a1 = oz% =a.
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Programkonstrukciék

2. Elagazas: a € A, a € IF (a). Ekkor
a €U w;(a).

Ha a € wy (a), akkor o = (a, a, .. .) kielégiti a két kritériumot. Ha
di € [1..m] : o € w; (a), akkor o € S; (a) és mivel S; program,

a1 = aés a = red (o).

3. Ciklus: a€ A, a € DO (a). Ha a ¢ [n], akkor a = (a), ami
teljesiti a program kovetelményeit. Ha a € [x], akkor két eset
lehetséges:

(a) Hoa e A esIneN:a=x, (al,a?,...,a"), ot € 5(a),
akkor x, definiciéja miatt « redukalt és a; = a} = a.

(b) Ha a € A® és a = x (', a?,...), ot € S(a), akkor x
definiciéja miatt o redukélt és a1 = o = a.
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A programkonstrukciék programfiiggvényei

Miutan belattuk, hogy meglevé programokbdl a
programkonstrukciék segitségével aj programokat készithetiink,
vizsgaljuk meg, hogy milyen kapcsolat van a konstrualt programok
programfiiggvénye és az eredeti programok programfiiggvénye
kdzott.

A szekvencia a legegyszer(ibb programkonstrukci6, ennek
megfeleléen a programfiiggvénye is egyszeriien felirhaté a két
komponensprogram programfiiggvényének segitségével. Mivel a
szekvencia két program egymas utani elvégzését jelenti, varhato,
hogy a programfiiggvénye a két komponensprogram
programfiiggvényének kompoziciéja.

Tétel

Legyen A allapottér, Sq, S, programok A-n, S = (51; S2) a belélik
képezett szekvencia. Ekkor

p(S)=p(S2)op(51).
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A programkonstrukclok programfiiggvényei

Emlékeztetiink arra, hogy a programfiiggvény definiciéja:
p(S)={(a,b) | S(a) CA*A3a e S(a): 7(a) = b}.
Esetiinkben (feltéve, hogy minden sorozat véges):

(a,d) € p(S2) 0 p(S1) =
dbe A:(a,b) € p(S1)A(b,d) € p(S2) =
Ja € 51 (a): (a):b/\ElﬁESQ(b) 7(8) =4
x2 (o, 8) € S(a) AT (x2(a,8)) =& &
(a,a') € p(S).
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A programkonstrukciék programfiiggvényei

Mivel az elagazast tobb programbél képezziik, a programfiiggvényét
is csak kissé koriilményesebben tudjuk megfogalmazni. Hiszen az,
hogy egy ponthoz az elagazas rendel-e végtelen sorozatot attdl is
fligg, hogy mely feltételek igazak az adott pontban.

Sét, ha egy pontban egyetlen feltétel sem igaz, akkor a
komponensprogramok programfiiggvényétdl fiiggetleniil abban a
pontban az eldgazas programfiiggvénye nem lesz értelmezve.
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A programkonstrukciék programfiiggvényei

Tétel
Legyen A allapottér, S1,5S,, ..., Sy programok A-n, valamint
Tm : A — L feltételek A-n, IF = (71 : S1,...,Tm : Sm).

T1, T2y vy
Ekkor
@ D) =
{a €AlaceUl[m]AVj€[l.m:a€[m]=ac Dp(sj)}

@ Vac Dp(//:) :
p(IF)(a) = Uilipw;(a),

ahol
p(Si)(a), haace][n]

() = { 0, kiilonben
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A programkonstrukciék programfiiggvényei

a€ Dyyry <= IF(a) C A" <=
Jie€[l.m]:a€[m]AUM W (a) C A* <
diac[m]AVje[l.ml:ac ] =ac Dp(sj).

Legyen a € Dy(jF). Ekkor

p(IF)(a) = 7 (V1w (a)) = UiLypwi (a)

Ha az elagazasfeltételek lefedik az egész allapotteret, akkor mindig
van olyan 7; allitas, amelyik igaz.
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A programkonstrukciék programfiiggvényei

Definicié

A p(S) relacié megszoritasa a [r] igazsaghalmazra:

P (S = P(S) N ([7] x A).

Legyen A tetszéleges allapottér, S C A x A** program, 7 feltétel

A-n, DO = (7, S) . Ekkor Dp(poy = ['r] U D;(S)” ] &s

p(DO)(a) = p(S)m (a)  (a € Dypo)) -
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Levezetési szabalyok

Ebben a részben megvizsgaljuk a programkonstrukciok és a
specifikacié kapcsolatat. El6szor azt fogjuk megvizsgalni, hogy a
szekvencia adott utéfeltételhez tartozé leggyengébb eléfeltétele
milyen kapcsolatban van az 6t alkoté programok leggyengébb
eléfeltételével.

Egy S program R utéfeltételhez tartozé leggyengébb eléfeltételének
neveztiik azt az If (S, R) allitast, amelyre

[1f (S, R)] = {a € Dys) | p(S)(a) S [R]}-

Tétel (A szekvencia levezetési szabalya)

Legyen S = (S1; S2) szekvencia, Q, R és Q' allitasok A-n. Ha
O Q= If(5,Q)és
@ Q =If(5,R),

akkor Q = If (S, R).
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Levezetési szabalyok

Bizonyitas

Legyen g € [Q]. Ekkor (1) miatt g € Dys,) és p(S1)(9) € [Q]. A
(2) feltétel miatt [Q'] C Dys,) és Vq' € Q" : p(S2) (¢') C [R].
Exért p(S2) 0 p(51) (q) C [R], azaz q € [If (S, R)].

Kévetkezmény

A szekvencia levezetési szabalya és a specifikacié tétele alapjan a
kovetkezét mondhatjuk: ha S; és Sy olyan programok, amelyekre a
paramétertér minden pontjaban Q, = If (51, Q[’)) és

Q,, = If (52, Rp) teljesiil, akkor (S1; S2) megoldja a Qp, Ry
parokkal megadott feladatokat.
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Levezetési szabalyok

Tétel (A szekvencia levezetési szabalyanak megforditasa)

Legyen S = (S1; S2) szekvencia, Q és R olyan éallitasok A-n,
amelyekre Q@ = If (S, R). Ekkor 3Q" : A — L allitas, hogy

© Q= IF(5,Q)és
@ Q = If(S,R).
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Levezetési szabalyok

Legyen Q' = If (S2, R). Ekkor (2) teljesiil. Tfth. (1) nem teljesiil.
Ekkor 3g € [Q] : g ¢ [/f (S1,/f (S2, R))]. Két eset lehetséges:

(a) q ¢ Dpy(s,), ami ellentmondas a [Q] € Dpsy € Dpy(sy)
feltétellel;
(b) p(S1)(a) £ [If (2, R)]. Legyen r € p(S1) (a) \ [F (S5, R)]
Két eset lehetséges:
o r ¢ Dy 5) ami ellentmond a g € Dy(s,)op(s,) feltételnek.
o p(S2)(r) € [R]: Legyen s € p(S2)(r) \ [R]. Ekkor
se p(S)(q) és s ¢ [R], ami ellentmond a p(S) (g) C [R]
feltételnek.
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Levezetési szabalyok

Tétel (Az elagazas levezetési szabalya)

Legyen IF = (71 : S1,...,7m : Sm) elagazas, Q és R allitasok A-n.
Ha Vi e [1.m]: Q Amj = If (Si, R), akkor

QA (Viymi) = If (IF,R).
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Levezetési szabalyok

Legyen g € [Q] és tfh. 3i € [1..m] : q € [m;]. Ekkor g € Dpy(jfy, ui.
Vjie[l.m]:qe[m]=If(5,R)=q¢ Dp(sj).
Mivel Vj € [1..m] : g € [m;] = p(Sj) (q) C [R], azért

p(F)(q)= |J p(S)(a)CIRI.
JE..m]
C[E[ﬂ'j]

Tehat q € [If (IF, R))].
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Levezetési szabalyok

Kévetkezmény

Felhasznalva a specifikacio tételét és az elagazas levezetési
szabalyat azt mondhatjuk, hogy: Legyen adott az F feladat
specifikacidja (A, B, Q, R) . Ekkor, ha Vb € B paraméterre és VS;
programra Q, A m; = If (Si, Rp), és Vb € B paraméterhez van
olyan ; feltétel, amelyre b € [m;], akkor az IF program megoldja a
Qp, Ry parokkal definialt feladatot.
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Levezetési szabalyok

Tétel (Az elagazas levezetési szabalyanak megforditasa)
Legyen IF = (71 : S1,...,7m : Sm) elagazas, Q és R olyan allitasok

A-n, amelyekre

QAN (Vlimi) = If (IF,R).
Ekkor Vi € [lm] QAT = f (5,', R).
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Levezetési szabalyok

Indirekt: tth. 3i € [1..m] : [Q Amj] € [If (Si, R)]. Legyen
g € [Q A\ [If (Si, R)]. Két eset lehetséges:

® q ¢ Dys,), ami ellentmond a g € D,y feltevésnek.

° P”(SI) (q)jl [R]. Ekkor p(Si)(q) € p(IF)(q) C [R] miatt
ellentmonaas.
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Levezetési szabalyok

A ciklus levezetési szabalya bonyolultabb. A cél:
DO véges lépésben terminaljon.

Olyan P feltételt keresiink, amely:
O Igaz a ciklus/iteraci6 megkezdése elétt;
@ |gaz az iteraci6 alatt;
@ lgaz az iteraci6 befejezése utan.
A ciklus befejezésekor 7, tehat PA7w igaz. Ha PAw = R, akkor
a ciklus helyességét igazoltuk. A P feltétel elnevezése: invarians
feltétel /tulajdonsag.
Bevezetiink tovabba egy t : A — Z egész értékii fliggvényt, amely
@ A program valtozéitdl fiigg;
@ Korlatot ad a sziikséges iteraciok szamara;
© Minden végrehajtott iteracié legalabb 1-el csdkkenti t értékét;
Q@ ¢t alulrdl korlatos: t > 0 terminalas el6tt.
A t fliggvény elnevezése: korlitozé/terminalo fiiggvény. A
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Tétel (A ciklus levezetési szabalya)

Legyen P allitas A-n, DO = (7,S) ést: A— Z. Ha
O PATm=1t>0,
@ PAT=If(S,P),
@ PATAYt=1ty=If (S5,t<t),

akkor P = If (DO, P\ ).
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Levezetési szabalyok

Kévetkezmény

A ciklus levezetési szabalyanak és a specifikacié tételének
felhasznalasaval elégséges feltételt adhatunk a megoldasra: ha
adott azfF feladat specifikacidja (A, B, Q, R) és talalunk olyan
invarians allitast és terminaléfiiggvényt, hogy a paramétertér
minden elemére teljesiil a ciklus levezetési szabalyanak &t feltétele,
akkor a ciklus megoldja a (Qp, Rp) parokkal definialt feladatot.

A ciklus levezetési szabalya visszafelé nem igaz, azaz van olyan
ciklus, amit nem lehet levezetni. Ennek az az oka, hogy egy
levezetett ciklus programfiiggvénye mindig korlatos lezart, hiszen az
allapottér minden pontjaban a terminaléfiiggvény értéke korlatozza
a ciklusmag lefutasainak szamat.
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