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Halmazok

Ahhoz, hogy barmirsl érdemben beszélhessiink, meg kell
allapodnunk egy jelélésrendszerben. Az alabbiakban bevezetjiik
azokat a jeloléseket és alapvets definiciokat amelyeket a
tovabbiakban gyakran fogunk hasznalni. El&szdr bevezetjiik a
matematikaban gyakran hasznalt szamhalmazok jeldléseit.

Alaphalmazok

N a természetes szamok halmaza
Ny a nemnegativ egészek halmaza

7, az egész szamok halmaza

Q a racionalis szamok halmaza

R a val6és szamok halmaza

C a komplex szamok halmaza

L a logikai értékek halmaza, L = {igaz, hamis}

() iires halmaz
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Megjegyezziik tovabba, hogy [a..b]-vel fogjuk jeldlni, a valés [a, b]
intervallum egész elemeinek halmazat, azaz

[a..b] := [a, B N Z.

Természetesen hasznalni fogjuk a matematikaban megszokott
halmazelméleti miiveleteket:

U — uni6, AUB = {x|x € A, vagy x € B}
N — metszet, ANB={x|xecAésxe B}
és relaciokat:

€ — eleme

¢ — nem eleme

C — részhalmaz

C — valédi részhalmaz

|

— a halmaz elemszdma, szamossaga
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Direkt szorzat
A1, Az, ..., A, tetszéleges halmazok direkt, vagy Descartes féle
Szorzata:

A1><A2><...><A,,:{(a1,...,an)|a,-€A,-,izl,...n}.

Jelslés: x7_1 A;.
A direkt szorzat elemei rendezett elem n-esek.
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Relacidék

Definicié

Legyenek A és B tetsz6leges halmazok. Tetszéleges S C A x B
részhalmazt (binaris) relacionak nevezzik. Azac Aés be B
elemek S relacioban allnak egymassal (jelolés aSb) akkor és csak
akkor, ha (a,b) € S.

A definicié rovidebben:
aSb < (a,b) € S.

Definicié

Relacié értelmezési tartomanya:
Ds={acA|3be B:(ab)eS}.

Definicié
Relacié értékkészlete:
Rs ={beB|3Jac A:(ab)cS}.
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Definicié

Relacio értéke agy adott helyen:
S(a):gbe B|(a,b) € S}.

Definicié

Az S relaciét determinisztikus, vagy parcialis fliggvénynek
nevezziik, ha IS(a)| <1 (VacA).

Determinisztikus relacié esetén S (a) vagy lires, vagy egyelemii
halmaz.

Definicié

Az S relaciét fiiggvénynek nevezziik, ha
|S(a)] =1 (Vae Ds).
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Relacidék

Az SC1) relacié az S C A x B relacié inverze, ha

S(1 = {(h,a) e Bx A|(a,b) € S}.

A H C B halmaz S relacié szerinti inverz képe:
SEV(H)={acA|S(a)NnH#0}.

Az
R™Y(H) = {a € Dg|R(a) C H}

halmazt a H halmaz R relaci6 szerinti 6sképének nevezziik.
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Relacidék

Az RCAX Crelaciba PC Ax B és Q C B x C relacidk
kompozicidja (szorzata) (jeldles: R = Q o P), ha

R={(a,c) e AxC|3beB:(a,b)e PA(b,c)ecQ}.
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Legyen R C Ax A és n e N. Az R relacié n-edik hatvanya (n > 1):
RN = {(a,d)€ Ax A|3ag,a1,...,an €A
(Vie[l.n]: (ai—1,3)) ER)Nag=aNha,=2a}.

Az R relacié 0-adik hatvanya (tkp. ida):
RO = {(a,d) e AxAla=4d}.
RN = Ro R-1 R = R és (ida)™ = idy.

RN (a) = {4 cA|3ag,a1,...,an€A:
(Vie[l.n]:(aj—1,a)) € R)yNap=aNa,=43a},

RM (a) = R(a), RO (a)={a}.
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Sorozatok és projekcidk

Definicié

Legyen A (A # ) egy tetsz6leges halmaz. Ekkor
a=(ag,02,...,0,)
(o € A) egy A-beli véges sorozat.

Definicié

Az a = (aq,ay,...,q,) véges sorozat hossza |a.
Tulajdonképpen |a| = n, illetve a sorozat, mint halmaz szamossaga.

Definicié

Az A halmazbeli véges sorozatok halmaza A*.

A* az (a1), (a1,02), (a1, a2, a3) , ... sorozatok Osszessége.
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Definicié

A-beli végtelen sorozat:

= (1,02, ...,0,...),

ahol o;; € A minden 7 € N esetén.

Definicié

A-beli végtelen sorozatok halmaza A>.

Definicié

Az A-beli véges és végtelen sorozatok halmaza A**.

Megjegyzés

A = AFU A
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Sorozatok és projekcidk

Definicié

Az o € A** sorozat értelmezési tartomanya D, ahol

D — [1..]af]], ha ae A*
| N, haaeA®

A sorozat egy N — A tipusu fiiggvény értékkészlete.
Definicié
2

Az ot o?,...,a""t € A* és o € A** sorozatok egymasutan irasa,
konkatenaciéja
1 .2 -1
kon(a ,at, . .., ,a").
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— i i ] H 4 n __ n .n
Ha o' = <O‘11’O‘I2""’O‘;<;> (1<i<n-1)ésa"=(af,af,...),
akkor a konkatenacié alakja:
1 1 2 2 n—1 n—1 n _n
(1, 50, Q05 Qs v, O sy ag, 00, )
al a2 an—1 an

Egy o € A** sorozat redukaltja az a sorozat, amelyet gy kapunk,
hogy az « sorozat minden azonos elembél all6 véges részsorozatat a
részsorozat egyetlen elemével helyettesitjiik.

Jelolése: red ().

Definicié

Utolsé elem fiiggvény 7 : A* — A, ahol 7 (o) = o (a € A”).

7 (@) = ap, ha a = (a1,a2,...,a,). Az utolsé elem fliggvényt
csak véges sorozatokra értelmezziik!
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— projekciok
Definicié
Legyen mneNm<nl<ih<h<iz<...<ipn<n,
A= X[ Ajés B=x1,A;. Aprg:A— B fliggvényt
projekcionak nevezziik (A ortogonalis projekciéja B-re), ha
pre (a) = (ai,, 3, - -, ai,,) (Ya=(a1,a2,...,a,) € A).

A definiciéban szerepl6 B-t az A alterének nevezzitk. Ha m < n,
akkor valédi altér. Csak m # 0 lehetséges, mivel az () nem altere
egyetlen direkt szorzatnak sem!

Definicié

(Projekcié kiterjesztése ,terek” direkt szorzataira): Legyen A és B
olyan, mint az el6z8 definiciéban, (a1, a2) € A x A. Ekkor

pre ((31, 32)) = (prB (31) , Pre (32)) € B x B.
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Sorozatok és projekcidk

Definicié

(Projekcié kiterjesztése ,sorozatterekre”): Legyen A és B olyan,

mint az el6z6 definiciéban, a = (a1, ap, ..., q;,...) € A**. Ekkor
pre (o) = (prg (a1),pre (a2),...,pre (a;),...) € B*™.

vagy masképp:

pre (o) = B € B*, ahol B; = prg (aj) (Vi€ Dg=D,).

Programozas-elmélet
1. eléadas



Halmazok 6k Sorozatok
[e]e]e} O 0O00000e

Sorozatok és projekcidk

Az R C A x A relacié lezartjan az R C A x A relaciét értjiik,
amelyre

Dr={acA|fa e A°:(a,a1) € RAVi EN: (aj,ai11) € R}

és minden a € Dg esetén

ﬁ(a):{beA|b¢DRA3keNO;beR(k>(a)}.

A relacié lezartja olyan pontokban van értelmezve, amelyekbdl
kindulva a relaciot nem lehet végtelen sokszor egymas utan
alkalmazni (a pontbdl nem indulhat végtelen ,lanc”, csak véges).
Ezekhez a Dgz-beli pontokhoz olyan pontokat rendel, amelyek
nincsenek benne az eredeti relacié értelmezési tartomanyaban.

A véges lancok kivezetnek Dg-bél. Tehat Dr N Rp = 0.
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