1. Pivotalas

Az alabbiakban bemutatjuk a linearis algebra egyik legfontosabb szamolasi eszk6zét a
pivotalast (amelyet baziscsere transzformacionak is szokas nevezni). Ezt a moddszert is
alkalmazhatjuk linearis egyenletrendszerek megoldasara, matrix inverzének és
determindnsdnak meghatarozasara is. Els6 1épésként sziikségiink lesz néhany linedris
algebrabol vett fogalomra.

Definicio: (Generalo rendszer)

Az {aj| jeJe (JcJd)} vektorhalmazt az {a; | jeJ} vektorrendszer generdlo rendszerének
nevezzilk, ha minden {a; | jeJ} vektor eléall az {aj | jeJc} vektorok linearis
kombinacidjaként.

Definicio: (Bazis)

Ha az {aj| jeJs} vektorrendszer linearisan fiiggetlen és az {aj| jeJ} vektorrendszer
generalo rendszere, akkor az {aj| jeJ} vektorrendszer bdzisrendszerének (bdzisanak)
nevezziik.

Az eldz6 allitasaink értelmében egy vektorrendszer minden vektora egyértelmiien allithato el
a vektorrendszer egy adott bazisrendszerének linedris kombinécidjaként, roviden szdlva a
baziseloallitas egyértelmii.

Tekintstik az ai, az,..., an € R™, tetszéleges vektorokat. Legyen adott az {a | jeJ}
vektorrendszernek egy {aj | jeJs} bazisrendszere és legyen eldallitva az {aj | jeJ}
vektorrendszer Osszes vektora a bazisvektorok linearis kombinaciojaként. Jelolje tij az ai (i< Js)
vektor egyiitthatdjat az aj (jeJ) vektor eldallitasaban, azaz

aj:Ztijai, jedJ.

ieJg
Az egyszerliség kedvéért a fenti baziseldallitast az aldbbi tdblazatba foglalhatjuk:
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A tablazat fels6 szegélye a vektorrendszer vektorait, a bal szegélye a bazisrendszer vektorait, a
tablazat belseje pedig az eldallitasban szerepld egyiitthatokat tartalmazza. Az egyes
oszlopokbol olvashatd ki a vektorok baziseldallitasa. A baziseldallitast tartalmazo tablazatot
bazistablazatnak vagy pivot tabldazatnak nevezziik.



A kovetkezokben megmutatjuk, hogy a bazisrendszer egy vektorat hogyan lehet kicserélni egy
nem bdazisbeli vektorral és az igy adodo 1) bazisrendszerrel hogyan allithatok eld a
vektorrendszer vektorai.

A modszert az alabbi formaban mondjuk ki (pivot technika).

Ha ts#0, akkor a Jg bazisrendszerben szereplé ar vektort Kicserélhetjik a
bazisrendszerben nem szerepld as vektorral az aldbbi mddon:

l‘rj .
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ahol t;; ajp = Jp \({r} U{s}) 0j bazisrendszerrel torténd eléallitas egyiitthatoi.

A trs elemet pivotelemnek, az reJg sort pivot sornak, az s¢ Jgs 0szlopot pivot oszlopnak és magat
a baziscsere transzformaciot pivot technikdnak (pivotdlasnak) nevezzik. A pivotelemet
bekarikazassal szoktuk jeldlni.

A pivotalas - a képletekbdl kiolvasva - az aldbbiak szerint fogalmazhaté meg szavakban:

1) Pivot sor elemeit (az els6 formula alapjan) tigy szamoljuk, hogy a pivot sor minden
elemét elosztjuk a pivotelemmel.
2) A tobbi elemet (a masodik formula alapjan) tobbféleképpen is szamolhatjuk:

a) Elemenkénti szamolas (Téglalap-szaballyal)

A szamitando tij elem és a trs pivot elem alkotta téglalap 4 csticsan 1évé elemet
hasznaljuk fel a szamitasra. A tjj elembdl kivonjuk a téglalap két sarkan 1évé elem
(trj és tis) szorzatanak és a trs pivotelemnek a hanyadosat.

b) Elemenkénti szamolas (Determinans modszer)

Az a) pontban definialt téglalapnak a pivotelemet tartalmazo két ellentétes sarkan
1€évo elem (tjj és trs) szorzatabol kivonjuk a masik két sarkan 1évé elem (trj és tis)
szorzatat ¢és ezt a kiilonbséget osztjuk a trs pivotelemmel. Mintha egy 2x2-es
determinanst szadmitanank és azt osztanank a pivotelemmel.

) Soronkénti szamolas (Sor modszer)

Az i-edik sor 0sszes elemének szamitasakor a @ masodik formulaban szerepl? tis/trs
hanyadosok megegyeznek, igy a szamolast ugy is végezhetjiik, hogy az i-edik sor
minden elemébdl kivonjuk a pivot sor megfelelé elemének tis/trs-szorosat. A



szobanforgd hanyados nem mas mint a pivot oszlopban az i-edik sorbeli elem és a
pivotelem hanyadosa. Ugy is megfogalmazhatjuk a sorok szamitasat, hogy egy
adott sorbol a pivot sor annyiszorosat vonjuk ki, hogy a pivotelem oszlopanak
eleme zérus legyen.

d) Oszloponkénti szamolas (Oszlop modszer)

A j-edik oszlop Osszes elemének szamitasakor a a masodik formulaban szerepld
tri/trs hanyadosok megegyeznek, igy a szamolast Gigy is végezhetjiik, hogy a j-edik
oszlop minden elemébdl kivonjuk a pivot oszlop megfeleld elemének trj/trs-
szorosat. A szébanforgd hanyados nem mas mint a pivot sorban a j-edik oszlopbeli
elem és a pivotelem hanyadosa.

Azt mindenki maga donti el, hogy melyiket alkalmazza ezek koziil. Szerintem a leghatékonyabb
a téglalap szabaly, amelyet késobbiekben (példaul a linearis programozasi feladatok esetén) a
legkonnyebb lesz hasznélni. Az alabbiakban egy példan mutatjuk be a pivotalast.

1. PELDA;

Legyen adott az a1, az,..., a7 azonos dimenzidji vektor és tegyiik fel, hogy az as, a7, as vektorok
bazisrendszerét alkotjak a vektorrendszernek. A hét vektor eldallitasat a harom bazisvektorral
az alabbi bazistablazat mutatja.

a1 a2 as a4 as as ar
az |5 4 1 0 3 1 0
alt () o0 0 42 1
as|3 -1 0 1 5 -3 0

Vigyiik be a bazisba az a» vektort az a7 vektor helyett! A pivotelem a bazisbol kiviend6 a7
vektor soraban és a bazisba behozandd a, vektor oszlopaban allo 2-es szam lesz. A pivotalas
utan az alabbi bazistablat nyerjiik:

a1 az as as as as ar
as |3 0 1 0 11 -3 -2
az(1/2 1 0 0 -2 1 1/2
as [ 7/2 0 0 1 3 -2 1/2

A sor modszernél az els6 sorbol a pivot sor 4/2=2-szeresét, a harmadik sorbdl pedig a pivot sor
-1/2-szeresét kell kivonni (az utobbinal mas szavakkal a felét hozzaadni). A négyszog
modszernél pedig példaul az as vektor soraban és az as vektor oszlopaban 1évo elem szamitasa:
5-(-1)-(-4)/2. A determinans modszernél pedig az utobbi elem szamitasa: [5-2-(-1)-(-4)]/2. Az
oszlop mddszernél példaul az elsé oszlopbol kivonjuk a pivot oszlop 1/2-szeresét. Vigyazzunk,
mert a pivotsorbeli elemre nem vonatkozik ez a szabély.



Most végezziik el az as és az ae vektorok cseréjét. Ekkor a pivotelemiink a -2 lesz.

di az as a4 as as arz
as[3 0 1 0 11 3 2
all2 1 0 0 2 1 12
as|72 0 0 1 3 (@

Eredményiil az alabbi bazistablat kapjuk:

ai az as asq as as ar
az|-94 0 1 -3/2 13/2 0 -11/4
az | 9/4 1 0 1/2 -1/2 0 3/4
as|-714 0O 0 12 =32 1 -1/4

2. Rovid tabla

A pivotalasok soran megfigyelhettiik, hogy a bazisban 1év6 vektorok eldallitasa trivialis. Ettol
a trivialis eléallitastol kiillonbozé eldallitds nem is lehetséges, mivel linedrisan fiiggetlen
vektorokkal torténd elballitas egyértelmii, a bazisvektorok pedig linearisan figgetlenek. Ezért
a felsé szegé€lyrdl a bazisvektorok el is hagyhatdk, hisz azok az oszlopok nyilvanvaloak, nem
hordoznak kiilondsebb informaciot. Azt a bazistablat, amelyben az 6sszes vektort szerepeltetjiik
a fels6 szegélyen teljes vagy hosszi bazistablanak nevezziik. Azt a tablat, amelyben a felsé
szegélyen csak a nem bazis vektorok szerepelnek tomor vagy rovid bazistablanak nevezzik.

A rovid tabla hasznalata eldnyds, mivel kevesebbet kell irni, viszont nem olyan strukturalt, igy
nehezebb benne az eligazodés. A tovabbiakban a szdmolast mindig rovid tablan végezzik, az
osszefliggéseket pedig mindig hossza tablan mutatjuk be.

A rovid tédbla hasznalatit az el6z0 példan mutatjuk be. Parhuzamosan hasznaljuk a két
tablazatot. A baloldali bazistablazat a hosszu, a jobboldali pedig a rovid bazistablazat.

a1 a as a4 as ds ar ai az as de
al5 4 1 0 3 1 0 as|5 4 3 1
all @ o o -4 2 1 az|l @ -4 2

as |3 -1 0 1 5 -3 0 as |3 -1 5 -3




Vigyiik a bazisba az a, vektort az a7 vektor helyett! Végezziik el a pivotalast a baloldali hossza
tablan, az eredmény a kovetkezo:

aiT @ @a a as as a7 ar ar as &
a3 0 1 0 11 -3 -2 a3 -2 11 -3
all/2 1 0 0 -2 1 12 az(1/2 12 -2 1
a(72 0 0 1 3 -2 12 as |72 12 3 -2

Ha rovid tablaban végezziik el a pivotalast, akkor elészor a felsé szegélyen 1év6 vektort is
kicseréljiik, hisz egy vektort csak egy helyen szerepeltetiink, az a» vektor helyébe az a7 vektor
1ép. Konnyen észrevehetjiik, hogy a pivotoszlopbeli elemek szamolasa lesz az Gjdonsag. A
szamolas szabalyai a hosszu tablardl konnyen leolvashatok. Ezeket vessziik most sorra:

1. A hossza tablat nézve a pivotalds szabdlyai szerint az a7 vektor oszlopanak
pivotsorbeli elemét tigy szamoljuk, hogy a pivotelemmel osztunk, azaz % lesz.

2. A nem pivotsorbeli elemeit pedig a kdvetkezéképpen szamoljuk:

14 1D
2 2

0

A fenti képletekben a vastagon szedett szamok a bazisban 1év6 a7 vektor trivialis eldallitasabol
vett szamok. Ebbdl konnyen lathatd, hogy az a7 vektor 01j eldallitasa, tehat a pivotoszlopbeli
elemek a kovetkezok:

1. A pivotsorbeli elem a pivotelem reciproka,

2. A nem pivotsorbeli elemek pedig egyszertien irva: -4/2 ill. -(-1)/2, azaz a
pivotoszlopbeli elemeket el kell osztani a pivotelemmel és ellenkezd eldjellel kell
venni.

Osszefoglalva a rovid bazistdbla hasznalata a kovetkezd:

A bazisba bejovo vektor helyébe a bazisbol kimend vektort tessziik.
1. 1épés: A pivotelem helyére a pivot elem reciprokat irjuk.
2.1épés: A pivot sor tobbi elemét elosztjuk a pivotelemmel.

3. Iépés: A pivot oszlop tobbi elemét elosztjuk a pivotelemmel €s ellenkezd eldjeliire
valtoztatjuk (vagy masképp mondva: elosztjuk a pivotelem (-1)-szeresével).

4.1épés: A tablazat fennmaradé elemeit a hossza tdblanal megismert modon
szamoljuk.



3. Kompozicids tétel

Mint ahogy lattuk, a pivotalassal egy adott bazisrdl egy masik bazisra tértiink at. A gyakorlati
problémakban az elsé bazist altalaban az egységvektorokkal tudjuk csak felirni. Legyenek
adottak az {ai, az,..., an}cR™ és {e1, €2,..., em}cR™ vektorok. Tekintsiik az alabbi induld
bazistablazatot, ahol az ey, €z,..., em vektorok adjak a bazist. Ezt trividlis bazisnak nevezziik,
linearisan fiiggetlen és minden R™-beli vektor elballithaté velik (egyértelmii modon).

Indulé bazistablazat

di aj an €1 €m
e1 —
A E
a;
em )

Végezziink tetszOleges szamu pivotalast, amely utan az alabbi bazistabla adodik. A bazisban
lehetnek vegyesen a és e tipusu vektorok is.

Pivotalas utani bazistablazat

a1 aj an €1 €m

Foglaljuk az indul6 tablaban a baloldalon 1évd adatokat egy A matrixba, a jobboldalon 1évd
adatokat az E egységmatrixba. Hasonloan foglaljuk a pivotalasok utani tablaban a baloldalon
1év6 adatokat egy T matrixba, a jobboldalon 1évé adatokat pedig egy Y matrixba.

Az alébbi tétellel adjuk meg a bazistabla egyik nagyon fontos tulajdonsagat, amelyet
kompozicios tételnek neveziink.

TETEL: (Kompozicids tétel)

Tetsz6leges szamu pivotalas utani tablaban a bal oldal matrixa (T) megegyezik a
jobboldal matrixanak (Y) és az induld tabla baloldali matrixanak (A) szorzataval,
azaz

T=YA,



amelybdl a matrixszorzas ismert tulajdonséagai alapjan az alabbi 6sszefliggések is
kovetkeznek. Az Osszefiiggésekben az i index akar a, akar e tipusu sorban is lehet.

=Yaq,
t® = y(i) A,
tij = y(‘) aj .

4. Matrix inverzének meghatarozasa

Tegylik fel, hogy az A matrix nxn-es méretii (négyzetes matrix). Amennyiben minden a tipusu
vektort behoztunk a bazisba (ill. minden e tipust vektort kivittiink a bazisbol), azaz az A matrix
rangja megegyezik a méretével (azaz a matrix sor és oszlopvektorai linedrisan fiiggetlenek),
ugy a T matrix egységmatrix lesz. A bazistablazatra vonatkoz6 kompozicios tétel (T=YA)
szerint az Y matrix az A matrix inverze. Tehat matrix inverzének meghatarozasara is
hasznalhatjuk a pivotalast. (Ha nem tudjuk az Osszes vektort kicserélni, azaz a sor és
oszlopvektorai nem linearisan fiiggetlenek, akkor nem létezik az A matrixnak inverze.)

PELDA: Hatdrozzuk meg az aldbbi matrix inverzét!

2 -1 24
A=|3 1 3
-1 0 4

Induljunk ki az egységvektorok alkotta bazisbol. A pivotalasokat rovid tdblan végeztiik el.
Javasoljuk, hogy az olvas6 hosszu tadblan is végezze el a pivotalast.

a1 a as a1 €2 as

e1/2 -1 -24 e1

23 @O 3 az

es|-1 0 4 €3

@0001
o
I

es €2 as €3 €2 €1
e1|5 1 (:) az|-5 -1 -1
az|3 1 15 a»|78 16 15

ai|-1 0 -4 ar|-21 -4 -4




Ha hosszi tablan dolgoztunk volna, akkor az aldbbi bazistablat kapjuk. Ezen a tablan a
t4jékozodas ugyan sokkal kdnnyebb, de mint tudjuk és tapasztalhatjuk is, hogy feleslegesen
irunk le oszlopokat.

a1 az as e1 €2 €3
as |0 0 1 -1 -1 -5
az |0 1 0 15 16 78
ai |l 0 0 -4 -4 -21

A hosszu tablan az a bizonyos Y matrix csak akkor lehet az A matrix inverze, ha az a bizonyos
T matrix egységmatrix. Ez, mint emlitettiik csak akkor képzelhetd el, ha mindegyik
egységvektort kivittiik a bazisbol, ill. mindegyik oszlopvektort behoztuk a bazisba. Jelen
esetben tehat 1étezik inverz. Ahhoz azonban, hogy a T matrix egységmatrix legyen sorcseréket
kell végrehajtani. A sorcserék elvégzése utan az egységvektorok aldl kiolvashaté az A matrix
Inverze.

Visszatérve a rovid téblara, itt a sorcseréken kiviil oszlopcserékre is sziikség van. Ugy kell a
sorcserét és az oszlopcserét elvégezni, hogy a rovid tabldban a bal szegélyen 1évé a tipusu
bazisvektorok indexei is és a felsG szegélyen 1évo e egységvektorok indexei is novekvo
sorrendben legyenek. A tablazat atrendezés utan:

€1 €2 €3
ai |-4 -4 -21
a2 |15 16 78
as |-1 -1 -5

Ebbdl az atrendezett tablazatbol pedig a matrix inverze egyszerlien kiolvashato:

—4 -4 21
A'=|15 16 78



