NUMERIKUS ANALIZIS

Miiszaki Foldttudomdnyi alapszak, levelez6 tagozatos hallgatok szdméra

Dr. Hazy Attila



TARTALOMIEGYZEK

1 HIBASZAMITAS 5
1.1 HIBAFORRASOK . . . . v v i ittt et i e e 5
1.2 SZAMABRAZOLAS . . . . . . . . i i it i ii it 5

1.2.1 AZEGESZSZAMOK . . . . . . .. ... 5
1.2.2 A LEBEGOPONTOS SZAMOK . . . . . . . ... .. ... 5
1.2.3 KEREKITES, LEVAGAS . . . . .. ... ... ...... 7
1.3 KLASSZIKUS HIBAANALIZIS . . . .. ... ... ... ..... 9
1.3.1 ABSZOLUTHIBA . . . . v v v v i e i e e e 10
1.3.2 RELATIVHIBA . . . . . . v vt i i e 11

2 MATRIXOK 12

2.1 MATRIXMUVELETEK . . . .« t v v i e e e 13
2.1.1 OSSZEADAS . . o o o i 13
2.1.2  SZAMMAL VALO SZORZAS . . . . . . . . ... . ... 13
2.1.3 TRANSZPONALAS (TUKROZES) . . . . . . . ... .... 13
214 SZORZAS . . . . . . ... 14

2.2 SPECIALIS MATRIXOK, VEKTOROK . . . . . . . . . . . ... 15

2.3 VEKTOR- ES MATRIXNORMAK . . . . . . . . . .. 18
2.3.1 INDUKALT MATRIXNORMA . . . . . . o o v v vt 20

2.4 MATRIXOK DETERMINANSA ES INVERZE . . . . . . . .. ... 21

2.5 MATRIXOK ES FUGGVENYEK KONDICIOSZAMA, FUGGVENYEK
HIBAL . . . ot o e e e e, 22

2.6 DIREKTESINVERZHIBAK . . . . . . . v v v it i e 24

3 LINEARIS EGYENLETRENDSZEREK MEGOLDASI MODSZEREI 26
3.1 LINEARIS EGYENLETRENDSZEREK . . . . . . . . . . . . .... 26
32 A GAUSS-MODSZER . . .« v vt iv e et e e 27

32.1 A GAUSS-MODSZER ALGORITMUSA . . . . . ... ... 29
3.2.2 A GAUSS-MODSZER MUVELETIGENYE . . . . . . .. .. 30
3.2.3 A FOELEMKIVALASZTASOS GAUSS-MODSZER . . . . . 32

33 AZLU-FELBONTAS . . . . . v i ittt et e 34

34 A CHOLESKY-FELBONTAS . . . . . . . . v v v i 37

3.5 LINEARIS EGYENLETRENDSZEREK MEGOLDASA LU- ES CHOLESKY-
MODSZERREL . . . . o v v vt o e e e e 38

3.6 A GAUSS-JORDAN ELIMINACIO, MATRIXINVERTALAS . . . . . 39

3.7 ITERATIV-ELJARASOK . . . . . . . v v i v it 41
3.7.1 STACIONARIS ITERATIV-ELJARASOK . . . . . . . . ... 41

3.8 JACOBI-MODSZER . . .« v oo et 44

3.9 GAUSS-SEIDEL-MODSZER . . . . . v v v v ve e e 45



TARTALOMJEGYZEK 3

3.10 HIBABECSLESEK . . .+« v v v it i e e e e 47

3.11 ALGORITMUSOK . . . . . v vt i e it e e e e e e e e 50

3.12 A KONVERGENCIA GYORSITASA . . . . .. ... .. ...... 51

4 A LEGKISEBB NEGYZETEK MODSZERE 51

4.1 A LEGKISEBB NEGYZETEK MODSZERE, EGYENES ESET . . . . . 51

4.2 A LEGKISEBB NEGYZETEK MODSZERE, POLINOM ESET . . . . . 53
4.3 A LEGKISEBB NEGYZETEK MODSZERE, TETSZOLEGES FUGGVENY

ESET . . . . o o o o e e e e e e e e e e e e e e 54

4.4 LEGKISEBB NEGYZETEK MODSZERE, FOLYTONOS ESET . . . . 57

5 AZ INTERPOLACIO 59

5.1 A LAGRANGE-FELE INTERPOLACIOS FELADAT . . . . ... .. 62

5.2 HERMITE INTERPOLACIO . . . . . . . . . .. .. ... 66

5.3 SPLINE INTERPOLACIO . . . . . . . . . ... ... ... 68

5.3.1 KOBOS MASODRENDU SPLINE . . . . . . .. ...... 70

6 MATRIXOK SAJATERTEKEI, SAJATVEKTORAI 74

6.1 A HATVANYMODSZER . . . . .t v v i e 79

6.1.1 A HATVANYMODSZER ALGORITMUSA . . . . . . .. .. 80

7 NUMERIKUS DIFFERENCIALAS (DERIVALAS) 82

7.1 NUMERIKUS DIFFERENCIALAS DIFFERENCIA HANYADOSOKKAL 83
7.2 NUMERIKUS DIFFERENCIALAS LAGRANGE INTERPOLACIOVAL 84
7.3 NUMERIKUS DIFFERENCIALAS NEWTON-FELE INTERPOLACIOVAL 85

7.4 NUMERIKUS DIFFERENCIALAS SPLINE INTERPOLACIOVAL . . . 87
8 NUMERIKUS INTEGRALAS 87
8.1 LAGRANGRE INTERPOLACIO ALKALMAZASA . . . . . ..... 88
8.2 NEWTON-COTES FORMULAK . . . . . . v vt v i i 88
83 TEGLALAP-FORMULAK . . . . . . . . v i .. 91
84 TRAPEZ-FORMULAK . . . . . . . . v ittt 91
8.4.1 EGYSZERU TRAPEZ MODSZER (N=1): . . ... ... .. 91

8.4.2 OSSZETETT TRAPEZ FORMULA . . . . . . . . o .. .. 92

8.5 AZERINTOFORMULA . . . . . v v vt it 93
8.6 A SIMPSONFORMULA . . . . . . . . v v viiiiii . 94
8.6.1 EGYSZERU SIMPSON FORMULA . . . . . . . . . . ... 94

8.6.2 OSSZETETT SIMPSON FORMULA, 1. VALTOZAT . . . . . 94
8.6.3 OSSZETETT SIMPSON FORMULA, 2. VALTOZAT . . . . . 95

8.7 GAUSS-KVADRATURAK . . . . . . v v i i i e 95

8.8 KVADRATURAFORMULAK HIBAINAK UTOLAGOS BECSLESE . . 98



9 NEMLINEARIS EGYENLETEK 99

9.1 INTERVALLUMFELEZO MODSZER . . . . . . . . o o v ... 99
9.2 A FIXPONT ITERACIOS ELJARAS . . . . . . . . . .. ... ... 102
9.3 FIXPONTITERACIO . . . . . . . . . o it i 104
9.4 HURMODSZER . . . . . v v ittt e e e e 106
9.5 SZELOMODSZER . . . . o v v it it 107
9.6 A NEWTON-MODSZER . . . . .t o v ittt 107
9.7 AZERINTO PARABOLA-MODSZER . . . . . . . . v v v v .. 111
10 NEMLINEARIS EGYENLETRENDSZEREK MEGOLDASA 112
10.1 FIXPONT ITERACIOS ELJARAS . . . . . . . . . . .. ... ... 112

10.2 A NEWTON-MODSZER . . . « o v v o e i et s e, 112



1 HIBASZAMITAS

1.1 HIBAFORRASOK

A feladatok megoldésa sordn kiilonféle hibaforrasokkal taldlkozunk:

e Modellhiba, amikor a valdsdgnak egy kozelitését hasznéljuk a feladat matem-
atikai alakjanak felirasahoz. (Pl. egy fizikai torvényekkel leirt modellt.)

e Mérési vagy oroklott hiba, amikor a modell adatai a pontos értékeknek
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csak kozelits értékei. Altaldban a mérés pontossdgatdl fiiggnek.

e Miiveleti ( kerekitési-) és input hiba, amely az adatok szamitégépen vald
abrazolasdbol adédnak. A raciondlis szamoknak is csak egy részhalmaza
abréazolhat6 a lebegdpontos aritmetikdban. A miiveletvégzés soran kerekités,
til- illetve alulcsordulds 1éphet fel.

e Képlethiba, amikor egy végtelen eljarast véges szamu 1épés utan leallitunk,
kozelitd algoritmusokat alkalmazunk.

1.2 SZAMABRAZOLAS
1.2.1 AZ EGESZ SZAMOK

Az egész szamokat a szamitogépben elGjeles vagy eldjel nélkiili bindris szdmként
képzelhetjiik el, igy jellemezhetSek a hasznalt bindris jegyek szdmaval. Ez utébbi
nem rogzitett, hanem bizonyos mértékben valaszthatd. A szokdsos az, hogy 2- és
4-byte-os egész szamok allnak rendelkezésre, ahol a byte nyolc bitet tartalmaz,
azaz nyolc bindris jeggyel rendelkezik (sok gépnél a byte a legkisebb elérhetd,
cimezhetd tarolasi egység).

Az egész szamokkal val6 aritmetikai miiveletek nagysagrenddel gyorsabbak
a lebegSpontos szdmokéndl és hibamenteseknek tekinthetSk, ezért hasznalatuk
donté mértékben felgyorsithatja egy adott algoritmus futdsat a szamitégépen.

Az egész szamokkal vald szamitds minden 1épését viszont figyelmesen at kell
gondolni, mert ilyenkor valéjaban maradékosztalyokban dolgozunk.

1.2.2 A LEBEGOPONTOS SZAMOK

A szamitogépek egy véges szamhalmazt dbrdzolnak és a szdmitdsokat is ezekkel a
szamokkal végzik. Leggyakrabban a lebegdpontos aritmetikat hasznéljak. Nézziik
ennek a modelljét:
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1.2.1. DEFINICIO. A nemnulla lebegdpontos szdmok dltaldnos alakja:
+aF <@+@+...+@>’
a a? at

ahol a > 1 a szdmdbrdzolds alapja, + az eldjel, t > 1 a szdmjegyek szdma, k € 7
a kitevo.

Az m; szdmjegy normalizalt, azaz 1 < m; < a—1 (ez garantalja a szdmdbrazolas
egyértelmiiségét).

A tobbi szdmjegyre: 0 < m; <a—1 (i =2,...,t)

A nulla nem normalizalt! Ebben az esetben £k = 0,m; = my =--- =m; =0,
eldjele dltaldban +-.

A szamadbrazolas alapja lehet 2, 10, 16, . . . (altaldban a programozasi nyelven
mulik, hogy melyiket hasznélja)

t = 8: egyszeres pontossag, t = 16: dupla pontossag.

A lebeg8pontos szamokat [+, k, my, ma, . . ., m,| alakban taroljuk (a valésdgban
ettl eltérhet...), ahol m := (my, mo, ..., m;) a mantissza, mig k a szdm karakter-
isztikdja.

A gépt6l és a pontossagtdl fiiggden m taroldsara 4,8,16 byte 4ll rendelkezésre.
Ezzel parhuzamosan né a k értékkészlete. Adott pontossag mellett:

L<k<U,

ahol L < 0,U > 0és |L| = |U|.
A legnagyobb abrazolhat6 szam:

t
a—1 a—1 a-—1 a—1
MoozaU.Z = :aU.( - + p 4ot = )

=ad¥ (1 — a’t)
A legkisebb abrazolhat6 szam: — M.

A lebegGpontos szamok a [— M >, M *°]-beli szamok diszkrét (raciondlis) részhalmazat
alkotjak és ez a részhalmaz a 0-ra nézve szimmetrikus.
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A 0-hoz legkozelebbi pozitiv lebegopontos szamot c,-val jeloljiik.
L 1 L-1
Ep=2a (—+O+O+~-+O> =a" .
a

Igy a 0-n kiviil a (—¢o0, €0) intervallumban nincs mds lebeg&pontos szdm (lehetnek
nem normalizlt szamok, de azokkal nem foglalkozunk).
Az gy-hoz legkdzelebbi pozitiv lebegbpontos szam:

1 1
at (a+0+0+---+5) =g +a" =gl +a).

Az 1 mindig lebeg6pontos szam: 1 = [+,1,1,0,0,...0].
Az 1 utdna [+, =t =

1,0,0,...0,1] lebegSpontos szam kovetkezik, ez 1 +a
14 ¢4, ahole; =a'™t

Y
1—

1.2.2. DEFINICIO. Ezt az e1-et a gép relativ pontossdgdnak, vagy gépi epszilonnak
nevezziik.

Az €y, e; szamok abszolut €és relativ hibakorlatot jelentenek az inputnal és a
négy alapmiiveletnél.
Legyen adott

m m m
a a a

Az x-hez legkdzelebb esd, x-nél nagyobb lebegdpontos szdm: x + a*~¢, ugyanis

8l
I

k 1y k—t
r+a |04+04+0+4---+ =x+a ",

at
tehdt 6, = T — = a*~'. Mivel k karakterisztikdji szdmok koziil a legkisebb
1 .
lehetséges érték a* - —, ezért (mivel a*~! < )
a

by =T —x = ab~t = gt IHIt = gh=1 gl=t — b=l o < gy

1.2.3 KEREKITES, LEVAGAS

Az Input hibaja Legyen = € R, || < M és legyen fl(x) az z-hez hozzarendelt
lebeg6pontos szam (ez lehet kerekitéssel vagy levagassal).
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Kerekités esetén:

fi(z) = 0, ha |z] < g
| az z-hez legkozelebbi lebegGpontos szdm, ha ey < |z] < M

Ekkor kerekités esetén

€0, ha |z| < g
il — < 1
[fi(z) — =] < seilel, hale] > e

1
Levagas esetén 551|x| helyett € |z| all (ez pontatlanabb, de konnyebb levégni,

mint kerekiteni).
Alapmiiveletek hibaja Legyen a ¢ az alapmiiveletek barmelyike (+, —, -, /).
Ekkor kerekités esetén

€0, ha |.T<>y‘ < €o
1/2- &1 - [zQyl, halzQy| = &

vagy az €y-lal kapcsolatos eseteket elhagyva:

[ fi(z0y) — 20yl < {

1, levagés esetén
1/2, kerekités esetén

8(0y) — 20y] < 21lx0y] {

Levagas esetén:
—e1|zQy| < fi(z0y) — 20y < e1|z Oy
ebb6l adédik,hogy
l(zQy) — xQy = €1 - |zQy| - s ahol — 1 <s<1.
Ekkor viszont
A(z0y) = 20y + &1 - [2Qy| - s = 2Qy(1 + sgn(zQy) - €1 - 5)
Legyen ¢ := sgn(zQy) - £1 - s < &1. Ekkor
fi(z0y) = 20y(1 + &),

ahol
1 levagas esetén
eol < ey - ’ ol £
[eol < &1 { 1/2, kerekités esetén
Ez az 6sszefiiggés a 0 koriili hézagban nem érvényes! Tovabba akkor sem, ha

a miivelet eredménye > M (azaz tulcsordulés esetén)

Ha a mivelet eredménye # 0, de eleme a (—&g, £g) intervallumnak, akkor
alulcsordulast kapunk (altaldban 0-nak veszi a gép hibajelzés nélkiil!)
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1.3 KLASSZIKUS HIBAANALIZIS

1.3.1. DEFINICIO. Legyen A pontos érték, a pedig annak valamilyen kozelitése. A
Aa = A — a mennyiséget az a kozelités hibdjdanak nevezziik, a |Aa| = |A — a|
szdmot pedig az abszoliit hibdjdnak. Azt a da értéket pedig, amelyre fenndll, hogy
|A — a| = |Aa| < da, az a abszoliit hibakorldtjdnak mondjuk.

A definici6 értelmében hasznéljuk az A = a + da hivatkozast is, ami annyit
jelent, hogy A € [a — da,a + da]. Nyilvan anndl jobb a kozelités, mas széval
annal élesebb a becslés (€s erre torekedni kell), minél kisebb a da.

A kozelités josagat ezért az abszolut hiba és az abszolut hibdanak a pontos érték
egységére esO része — a relativ hiba — egyiitt jellemzi.

1.3.2. DEFINICIO. Az A szdm valamely a kozelitd értékének relativ hibdja a %
Mennyiség.

Minthogy az A pontos érték 4ltaldban nem ismeretes, ezért a °2 helyett a 22

1] la]
kozelitést haszndljuk. Az igy elkovetett hiba mértéke:

da  da |la| — | Al la — Al (6a)?
— — —| =da < da < )
Al al |af |A] lal |A] T |al[A]
Szokas a relativ hiba helyett annak szdzalékos érték ét megadni, azaz ‘57“‘ &
da
10077
Jelolések:

A kovetkezd jeloléseket €s elnevezéseket haszndljuk: x,y pontos értékek, a

és b a kozelitd értékeik, da és Jb hibakorlatokkal, azaz |x — a| = |Aa| < da és
ly — b] = |Ab| < 6b.

Jelolje O a +, —, -, / miiveletek barmelyikét. Az a ) b miivelet eredményét az
x ¢ y elméleti eredmény kozelitésének tekintjiik és a

[A(aQb)] <d(aQb),

illetve a

A (a QD) < d(adb) - d(adb)
[(zOy) ~ [0y  [(aOb)]

becsléseket keressiik, ahol A (a ¢ b) a mivelet hibgjat, §(a ¢ b) pedig abszolit hi-
bakorlatjét jeloli. Az additiv miveletek (6sszeadds, kivonas) hibaszdmitds szem-
pontjabol egymds kozott hasonldsdgot mutatnak, ezért egyetlen tételben adjuk
meg a megfelel6 hibakorlatokat.
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1.3.1 ABSZOLUT HIBA

1.3.3. TETEL. Az additiv miiveletek abszoliit hibakorldtjai a kévetkezok:

d(a+b) < da+6b,
d(a—0b) < da+ ob.
Bizonyitas.
[Ala£b)| = |(z+y)-(a£Db)|

I[(a + Aa) £ (b+ Ab)]—(a £ b)|
= |Aa =+ Ab| < |Aa| + |Ab| < da + b,

amibdl a fenti allitasunk kovetkezik.

1.3.4. MEGJEGYZES. Mivel mindkét miivelet esetén ugyanazt az eredményt kap-
tuk, valgjaban az eljeliikre semmilyen kikotést nem kellett tenni. Az eredmény
akarhany, tetszbleges elGjeld tagra kiterjeszthetd. Tekintsiik a

n

ixizZai, (x; =a; £ 0a;, 1=1,2,...,n)
i=1

=1

osszegzést. Konnyen beldthatd, hogy § (31, a;) = >, da;. Természetesen
ez az esetek nagy részében jelentSsen tilbecsli a tényleges abszolut hibat, hiszen
azt tételezi fel, hogy az egyes tagok hibdinak eldjele a legkedvezdtlenebbiil alakul.
Val6szinlis€gszamitasi eszkozokkel élesebb becslés is adhatd, j6 megbizhatdsaggal.

1.3.5. TETEL. A multiplikativ miiveletek abszolit hibakorldtjai a kovetkezok:

d(ab) = laldb+ |bda,

al 6b + |bl da

Bizonyitas. A szorzat abszoldt hibakorlatjara kapjuk, hogy

|A (ab)] = |zy —abl = |(a+ Aa)(b+ Ab) — ab
= |aAb+ bAa + AaAb| < |a| b+ |b] da + |Aal |Ab|
~ |alob+ |b| da.

Ha |a| > |Aa| és |b] > |Ab|, akkor a |Aa||Ab| méasodrendd hibatagot el-
hanyagolhatjuk és azzal éppen az allitdsunkat kapjuk.
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Az osztds esetén természetesen feltessziik, hogy a nevezé nem zérus és azt

kapjuk, hogy

T al a—l—Aa_g_—aAb—i—bAa
y bl |b+Ab  b| | b(b+ AD)

la| |AD| + |b| |Aal _ |a] 80+ |b] da
< <
- 2|1+ 5 T |14
la| 6b 4+ |b| da
b2 ’

Q

Itt pedig hasonlé meggondoléssal a % tagot hanyagolhatjuk el az 1 mellett, amivel

allitasunk kiadodik.

1.3.2 RELATIV HIBA
1.3.6. TETEL. Az aritmetikai miiveletek relativ hibakorldtjai a kévetkezok (feltéve,
hogy nevezd sehol sem lehet zérus, és az additiv miiveleteknél az operandusok

eldjele megegyezd):
d(a+0b)

R
|a + 0] lal” bl ]

6(a—10b)  da+db

la—b  |a—b|’
6(ab) _ da  6b
jabl "~ al " o]
6(3) _da  0b
5] 7 lal T ol

Bizonyitas. Csak az 0sszeadds relativ hibdjat bizonyitjuk.

lalda |b]6b
Sla+b) 5a+5b_<\a| +w>
la + 0| la + b| la + b| -

{5@ 5b}|a|+|b\ . {5@ 66}
X — T e X T .
lal” 6] ] |a + 0] lal” [0]

Az utolsé egyenl6ség az a és b azonos el6jelébdl kovetkezik.
A kivondsra adott 6sszefiiggés megegyezik a definicidval. A szorzds és osztds

relativ hibdja behelyettesités utdn azonnal adédik.
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2 MATRIXOK

2.0.7. DEFINICIO. Az m X n tipusi (méretii) valés A mdtrixon valds a;; szamok
aldbbi tdbldzatdt értjiik:

11 A12 Q1; Q1n
A= 41 ;2 Qg5 Qip,
L Am1 Gm2 ... Qmj ... (mp

Az m és az n értelemszerlien pozitiv egész szamok.

Besz€liink a matrix ¢-edik sorardl és j-edik oszlopardl.

A sorok €s oszlopok metszéspontjaban vannak a matrix a;; elemei(z = 1,...,m, j =
1,...,n).

Komplex szamokbdl (s6t, més — absztrakt — struktirdk elemeibdl) is felépithetiink
matrixokat.

Az m x n tipust valés matrixok halmazat R™*" jeloli, ennek megfelelGen
példaul az A € R¥*! azt jelenti, hogy A egy k x [ tipust (méret(i) valés matrix.

2.0.8. DEFINICIO. Az egyetlen sorbdl vagy egyetlen oszlopbdl dllé mdtrixot vek-
tornak nevezziik.

A sorvektor szokdsos megaddsi médja: x = [zq,...,x,|. Az x; a vektor egy
eleme, masképpen komponense. Az oszlopvektorokat az

x1
r=1| : | eR"

Ln

formaban szoktuk megadni, ahol R" az n komponensii oszlopvektorok halmaza
tulajdonképpen R = R™*1),

2.0.9. MEGJEGYZES. Ha egyszeriien csak vektort emlitiink és nem tessziik hozza,
hogy az sor- vagy oszlopvektor-e, akkor azon mindig oszlopvektort értiink. A
komponensek kettGs indexelése egyrészt felesleges (az egyik mindig 1), masrészt
ez is mutatja, hogy valgjaban a métrixoktdl fiiggetleniil is értelmezhetd matem-
atikai objektum.

A definiciokban lathat6 szogletes zardjelek helyett szokas kerek zardjeleket is
hasznélni, valamint gyakran célszerl a kovetkezd, tomorebb jelolést valasztani:

A=layliiZ = ()t a=lalis = (@) -
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Ha a sorok és oszlopok szdma megegyezik, akkor a matrixot négyzetesnek
nevezziik, tomorebb jelolése is némileg egyszerlisodik. Példaul az n x n méretd
C matrix esetén:

C = leyl; C = (cy);

ij=1" ij=1"

2.1 MATRIXMUVELETEK
2.1.1 OSSZEADAS

Csak azonos méretli matrixok kozott értelmezziik, a kovetkezképpen: ha A, B €
R™*" akkor

C=A+BeR™" & C=(c;)"", = (ay; + bij)]""

Q=1 " ij=1"

Az Osszeadas két fontos tulajdonsaga: kommutativ €s asszociativ (a tagok sor-
rendje felcserélhet6 €s csoportosithatd)

A+B=B+A (A+B)+C=A+(B+0().

2.1.2 SZAMMAL VALO SZORZAS

Legyen A € R™*" és legyen A valds szam (azaz A € R). Ekkor

C=MeR" & (C= (czj)znjzl = (Na;); "
Nyilvéanval6, hogy A(nA) = (Au) A, tovabbd a fenti két mivelet értelmezésébdl
kovetkezik az aldbbi két — a disztributivitast kimond6 — szabdly:

MA+B)=AA+AB é (A+p)A=AA+pA.

Megéllapodas szerint szammal jobbrdl €s balrdl is szorozhatunk: N\A = A\.

Az R™*™ halmazt (vagy az R"™ halmazt) a fenti két mivelettel algebrai struktiranak
tekinthetjiik és mint ilyen, rendelkezik mindazon tulajdonsigokkal, amelyek a
linearis teret (mas szdéval — itt ugyan szokatlanul hangzik — vektorteret) definidljak;
példaul van z€ruselem, az Osszeadds invertdlhato, stb. Ezért nem lesz meglepetés,
ha az éltalunk érzékelt haromdimenzids térben definidlt vektorok bizonyos jellemzdit
(pl. hosszisdg) altalanositjuk tobbdimenzidban is, s6t ezt az dltaldnositast kiter-
jesztjilk matrixokra is.

2.1.3 TRANSZPONALAS (TUKROZES)

Az A € R™*" transzponaltjat jelolje AT, amit a kovetkez&képpen definidlunk:

C = AT ceR & (C = (CZJ>Z’]721 ,ahol Cij = Qj;
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Ugy is fogalmazhatjuk: a sorokat és az oszlopokat felcseréljiik.
A transzponalds definici6jabdl adodik, hogy

(AT =A, (A+B)"=A"+ BT

Négyzetes matrixok esetén a transzpondlas a féatlora valo tiikrozést jelent. (A
f64tlot azon elemek alkotjak, melyek sor— és oszlopindexe megegyezik, azaz az
a11,a92,...,0nn elemek.)

A transzpondlds felhaszndldsdval az oszlopvektorokat meg lehet adni még az

r = [11,...,2,]7, a sorvektorokat pedig az
T
T
Tr =
x?’l/

formaban is.

2.1.4 SZORZAS

Ha A € R™*k és B € RF¥*"_ akkor a szorzatukat a

k
Cc = (Cz‘j)mm =AB e R™" & Cij = Z aitbtj

ij=1
t=1

el6irassal definidljuk.

Lathato, hogy amint az 0sszeaddsndl, ugy itt is Iényeges a miiveletben szerepld
operandusok (tényez6k) mérete, csak itt mas a kovetelmény: az els6 tényezd
oszlopainak szdma és a masodik tényez$ sorainak a szdma kell, hogy egyenld
legyen; az eredmény mérete a tényez6kébdl kovetkezik. Fontos megjegyezni,
hogy a szorzas nem kommutativ, tehat altalaban

AB + BA.

A két métrix kozott tobbnyire nem is értelmezhet6 mindkét sorrendben a szorzas.

Ha x,y € R" akkor az 27y és az zy’ szorzés végezhet§ el; el6bbi neve skaldr
szorzds, utobbié diadikus szorzds. A skalédr szorzat eredménye egy skaldr szam
(1 x 1-es matrix), szoktak kiilon is definialni.

2.1.1. DERINICIO. Az z,y € R"™ skaldris szorzata a

vy = zn:%%
i=1
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A skaldr szorzas definici6jabol lathatd, hogy a szorzatmatrix barmelyik (7, j)
indexi elemét ugy kapjuk, mint egy skaldrszorzatot: az els6 tényezd i-edik sorat
(mint sorvektort) szorozzuk a mdsodik tényezd j-edik oszlopaval, azaz

by;
Cij = lait, - - ., Qi
bi;
Gyakran kell alkalmaznunk a métrixszorzasnak — az értelmezésbdl kozvetlentil
ad6do — alabbi tulajdonségait:
(AB)C = A(BQC),
AB+C) = AB+ AC,
(A+ B)C = AC+ BC,
(AB)T = BTAT.
A tovabbiakban a matrix €s matrix-vektor miveletek felirasanal feltessziik,

hogy az ott szerepld matrixok, ill. vektorok méretei olyanok, amelyek lehet6vé
teszik az adott miveletet.

2.2 SPECIALIS MATRIXOK, VEKTOROK

2.2.1. DEFINICIO. Az A mdtrix szimmetrikus, ha AT = A.
Nyilvéanvalo, hogy csak négyzetes matrix lehet szimmetrikus €s ekkor a;; =
aji(i, ]:1,,7’L)

2.2.2. DEFINICIO. A 0 € R™ "™ mdtrix zérusmdtrix, ha az 0sszes eleme zérus, azaz

0 ... 0
0=|: ..

0O ... 0
A zérusmatrix az 0sszeaddsra nézve a zéruselem, azaz minden A matrix esetén

A+0=A, A0=0.

2.2.3. DEFINICIO. Az I € R™ " mdtrix egységmadtrix, ha

(1 0 ... ... 0
0 1
I =
1 0
|0 0 1
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Az egységmatrix (amit gyakran a magyar elnevezésének kezddbetijével, E-
vel is jeloliink) a szorzdsra nézve egységelem, azaz minden A € R"*" esetén

Al =TA=A.

2.2.4. MEGJEGYZES. Szokds az egységmatrix fogalmdt a nem négyzetes matrixokra
is kiterjeszteni, a definici6jat ugy adva meg, hogy az azonos indexparu elemei 1-
esek, a tobbi zérus (példaul

1 00
{ 010 } '

Ilyenkor persze az egység elnevezés mar nem jogos, félrevezetd. Mindenesetre
nagyon hasznos kiterjesztés, tobb matematikai szoftver (a Matlab is) €l vele.

Az egységmatrix mellett fontos fogalom az egységvektor.

2.2.5. DEFINICIO. Az e; € R™ vektort (i-edik) egységvektornak nevezziik, ha az
1-edik komponense 1-es, a tobbi pedig zérus.

A transzponaltjét felirva, tehat:
e;=1[0,...,0,1,0,...,0" € R™.

2.2.6. DEFINICIO. A D € R™ " diagondlmdtrix, ha

d 0 ... ... 0
0 ds

D= . .
: i dnfl
0 ... ... 0 dy

A diagondlis elemek indexei azonosak, ezért jeloljiik azokat rendszerint egyetlen
indexszel. Magat a D diagondlmatrixot gyakran a diag(dy, .. ., d,) vagy diag(d;)
(2 =1,...n) formaban is jeloljiik.

2.2.7. DERINICIO. A P € R™ "™ mdtrix permutdciomdtrix, ha minden sordban és
oszlopdban pontosan egy darab 1-es van és a tobbi elem zérus.

Példéul az alabbi matrix egy 4 X 4-es permutdciomatrix:

S O = O
o O O
o O O
O = O O
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2.2.8. DEFINICIO. Az A = [ay;]};—, mdtrix alsé hdromszog alaki, ha minden i < j
esetén a;; = 0 és felsd hdromszog alakii, ha minden 1 > j esetén a;; = 0.

Az als6- és fels6haromszogmatrixok alakja sematikusan a kovetkezd:

* 0 0 * % x|
* ok : 0 =*
. *
| x * | | 0 . 0 i

Beszélni szoktunk valamely négyzetes A € R™*" matrix alsé és felsd haromszogrészérdl,
amelyekre a tril(A), illetve triu( A) jeloléssel hivatkozunk. Ezeket értelemszeriien

2 2

ugy kapjuk, hogy az eredeti matrix f6atldja feletti, illetve alatti elemeit kicseréljiik

3 -2 2
zérusokra. Példaul az A = 9 0 O | matrix esetén
-5 31
300 3 =2 2
tril(A) = 9 0 0 triu(d)=10 0 0
-5 31 0 01

(az [ az angol lower, u pedig az upper sz6 kezddbetiije.)

2.2.9. DEFINICIO. Az A € R™ "™ mdtrix sdvmdtrix p alsé sdvszélességgel és q felsé
savszélességgel, ha teljesiil, hogy

a;; =0, hai>j+p vagyi+q<j.

Mas széval: a —p-edik diagondlisuk alatti €s g-adik diagonalisuk feletti ele-
meik z€érusak. A savot, amelynek elemeit nem kotelez6en zérusokként kezeljiik,
azon a;; elemek definidljdk, amelyek indexeire teljesiil, hogy i —p < j < i+ ¢,
vagy ekvivalens médon j — ¢ < i < j 4 p. Sematikusan dbrazolva:
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a1 Q12 ... ... (A114q 0 e Ce 0
a1 A2z
A14p,1 K . 0
A= 0 Qp—q,n
anfl,n
| 0 e e e 0 Unpp -+ Gnp-1  Qnp o |

Altalaban ritka matrixoknak nevezziik azokat a matrixokat, amelyek viszony-
lag sok, ismert pozici6ju z€rust tartalmaznak. Ilyenek pédaul a sdvmatrixok, vagy
lehetnek szabdlytalan (de ismert, rogzitett) elhelyezkedésii sok zérust tartalmazé
matrixok is. Az ilyen matrixok tdroldsa a zérusok figyelmen kiviil hagyasaval
helytakarékosan oldhat6 meg, €s a veliik valo kiilonb6z6 manipuldcidkat végrehajté
programok is gazdasdgosan, miivelettakarékosan frhatok meg. (Persze, tudni kell,
hogy kozben nem valtoznak-e meg a zérusok, illetve azt, hogy legfeljebb hol
valtozhatnak.) Ebbdl a szempontbdl ritkdnak tekinthetSk a haromszogmatrixok
is, a nemzérus elemek taroldsa torténhet vektorban, példaul oszlopfolytonos sor-
rendben. A szimmetria is tekintetbe vehetd; ilyen esetben elég csak az alsé (vagy
a felsd) haromszogrészt tarolni. (Itt is tigyelni kell a programozas sordn, hogy hol
romlik el esetleg az algoritmus végrehajtdsa sordn a szimmetria. )

2.3 VEKTOR- ES MATRIXNORMAK

2.3.1. DEFINICIO. Az f : R™F — R fiiggvényt mdtrixnormdnak (vagy vek-
tornormdnak, ha k = 1) nevezziik, ha

f@) >0 (VzeR™), f(2)=0&2=0,
fQx) = [N f(z) (VzeRY* VAER),
fla+y) < f@)+fly) (Yo,yeR).

A norma szokasos jelolése: ||z||.

Normat nyilvan nagyon sokféleképpen adhatunk meg. Bér a vektorokat is
(speciélis méretli) matrixokkal azonositottuk, vannak szempontok, amelyek alapjan
mégis csak kiilonbozé objektumokrdl van szd, ezért konkrét normékat kiillonb6z6
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modon vezetiink be. Vektorok esetén a normak fontos osztalyat alkotjak, az un.

hatvanynormdék:
1
n P
Iz, = (Z mvo) ,
i=1
ahol p > 1 egész szam.

A leggyakrabban hasznalt vektornormak a kovetkezok:

n

Joll, = S Juil  (osszeg norma,

=1

1
n 2
lzll, = <Z ]x,|2> (euklideszi norma),

|z|l, = max |z;] (maximum norma).
1<i<n

A legutdbbit a p — oo hatdratmenettel kapjuk. (Az||z|, norma megfogal-
mazasanal természetesen a jobboldalon az abszolut érték jel elhagyhat6 valds vek-
torok esetén, de akkor nem, ha az elemek komplexek.)

2.3.2. PELDA. Legyenv = [1,—7,0,3]”. Ekkor

v, =14+7+0+3 =11,

[v]l, = VI+49 + 0+ 9 = 7.681 (kerekitve),
v, = max{1,7,0,3} = 7.

A haromkomponenst vektorok altal bezart szog skaldr szorzds segitségével
valé kiszdmitdsanak szabdlyat kiterjesztve, értelmezhetjiik az akarhdny kompo-
nensi vektorok kozotti szoget is.

2.3.3. DEFINICIO. Az z,y € R" (z,y # 0) vektorok szoge 0, amelynek koszinuszdt

a
iL’Ty

cos(f) = ————
12 [1yll

osszefiiggés definidlja.

Legyen A = [a;;]]"" =1 A leggyakrabban hasznalt matrixnormak a kovetkezok:

A, = 1121a<X Z la;;|  (oszlopdsszeg norma) ,
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|Al, = {A" A legnagyobb sajz’ltértéke}% (spektrdlnorma) ,

n
1Al = max Z la;;|  (sor6sszeg norma),
Sism

1
1Al = (Z Z \aij|2> (Frobenius-norma) .

i=1 j=1
(A Frobenius-normdnal itt sem kell csak komplex elemek esetén a jobboldalon az
abszolut érték jel.)

2.3.4. PELDA. Legyen

2 -1 0
A:{4 1—1}

Az emlitett normai:
|A|l;, = max{2+4; 1+1;0+ 1} =6,

|A|l, =max{2+140; 4+ 1+ 1} =6,
Al =V4+1+0+16+1+1=4.796.

2.3.1 INDUKALT MATRIXNORMA

2.3.5. DEFINICIO. A ||.|[;; : R™" — R madtrixnormdt a ||.||,, : R* — R vek-
tornorma dltal indukdlt mdtrixnormdnak nevezziik, ha

[y, = max {[| Azl - [[z]l, =1} .

Az indukalt métrixnorma geometriai jelentése: az egységnormaju x vektorok
megnyujtdsanak (Az) maximadlis mértéke. Konnyen igazolhatd, hogy || A||, az
|zl | Ally az ||z ||y, || All ., pedig az ||x||,, vektornorma dltal indukdlt matrixnorma.

2.3.6. PELDA. Felhaszndlva az indukdlt matrixnorma definiciéjat, igazoljuk, hogy
a,b € R"esetén ||ab” ||, = [lall, [|b]l, -
Megoldas: Az értelmezés szerint

HabT” = max ||abTxH = ||lal|, max ‘bTx|
2 Jally=1 2 ”%Mwl

Tehdt a |y | biz;| — max, > . a7 = 1 feltételes széls6érték feladatot kell
megoldanunk (b # 0). Analitikus eszkozokkel konnyen el6allithaté a megoldas:
r = =£b/|bl|,. Eredményiinket az egyenlséglanc jobboldaldba helyettesitve

megkapjuk a példa allitasat.
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2.3.7. TETEL. Indukdlt mdtrixnormdban ||AB|,, < ||Ally Bl (VA B €
Rnxn)‘

Bizonyitas. Elészorigazoljuk, hogy indukdlt métrixnormaban
IAz]ly, < Al NIzl (A €R™™, zeR™).

(A tovabbiakban az M és V normaindexeket elhagyjuk.)
Ha z # 0, az indukalt matrixnorma definicidja alapjan

T
]

X

Az = HA lal =
E]

H — e HA H < llz] 1Al

ahonnan
[ABz| < [[A|l || Bz|| < [|A[ | B]| |||

Azt az 1 normdji z-et valasztva melynél az || A Bx|| maximalis, éppen az llitdsunk
adodik.

2.4 DETERMINANS, INVERZ

Jelolje A(i) azt az (n — 1) x (n — 1)-es matrixot, amelyet az A € R™*"™ az i-edik
sora és elsd oszlopa elhagydsaval kapunk:

a12 Tt Q1n
A(@) _ Qi—12 *** Qi—1n
Qi+12 **° Qi41n
| Qp2 Apn
2.4.1. DEFINICIO. A

det (A) = a1, han =1
det (A) = 11G92 — A12Q97, han =2
det (A) =Y (=1)"" - a; - det(A(i)), han >3

i=1

P

elotrdasokkal szdmitott valos szamot a négyzetes, A € R™" mdtrix determindnsdnak
nevezziik.
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2.4.2. DEFINICIO. Az X € R™ "™ mdtrixot a négyzetes, A € R™ "™ mdtrix in-

verzének nevezziik, ha
AX =XA=1

Y

ahol I az egységmatrix.

Ha az inverz matrix 1étezik, akkor egyértelmli. Az inverz matrix jelolése
Al =X,

2.4.3. TETEL. Az inverz mdtrixra fenndllnak az aldbbi tulajdonsdgok:
(AH) =4, @AB)'=ptal, (AN =) =aT

Azokat a matrixokat, melyeknek 1étezik inverze, nemszingularis matrixoknak
nevezzik.

2.4.4. TETEL. Az A € R™" mdtrixnak akkor és csak akkor van inverze, ha
det(A) # 0.

Ha det(A) = 0, akkor a matrixot szinguldrisnak nevezziik.

2.5 KONDicI6SZAM

2.5.1. DEFINICIO. A cond(A) = ||A|| ||A™|| mennyiséget az A € R™™ mdtrix
kondicioszdmdnak nevezziik.

Kiilon foglalkozunk az egy- és a tobbvaltozds esetekkel.
Egyvdltozos eset Legyen f : R — R legaldabb kétszer folyonosan differ-
encidlhat6 fiiggvény, x = a £ da. Az f(x) helyett f(a)-t szamoljuk. Az

@) = fl@)+ fa)e—a)+ L@ —ap (€ ea—baatia)

masodrend( Taylor-formuldbdl kapjuk, hogy

f// (5)
2

f(z) = fla)] = | f(a)(x — a) + (z —a)?| < |f'(a)| da + M(da)?,

ahol M > 2| f"(x)| (x € [a — da,a + da]). A mésodrendli M (da)? tagot elhanya-
golva kapjuk, hogy a fliggvénybehelyettesités abszolut hibaja

0 (f(a)) = |f'(a)] da.
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Tobbvdltozos eset: Legyen f : R"™ — R legaldbb kétszer folytonosan dif-
ferencidlhat6 fiiggvény és z,a € R", Aa = x — a, valamint z; = a; £ da;,
ahol z;, a;,0a; € R. A tobbvéltozés Taylor-formuldbdl az egyvaltozds esethez
hasonléan a mdsodrendi tagot elhanyagolva (megjegyezziik, hogy nem mindig
lehet) kapjuk:

f(x) = f(a) + Vf(a)' (z —a),
T
ahol Vf (z) = (2@ 9 ﬂ . Ebbdl pedig adédik a

oxy ) Oxn

n

6(f(a) =)

i=1

0f(a)

8301-

5@1'

becslés.

2.5.2. DEFINICI0. (Fiiggvények relativ hibdja)

5(f(0) 8 (@) _ If@)da
/()] |f(a)l |f(a)l
Egy fiiggvény kiszdmitasa rendszerint egy algoritmussal torténik, ezért érdekes

megvizsgalni, hogy az input adat relativ hib4jat az algoritmus hdnyszorosra nagyitja
fel, amit a

[f(a+Aa) = fa)|  |Adg|
|/ (a)l -~ lal

mennyiség fejez ki.
Egyszert atalakitasokkal adodik, hogy

[fla+Aa) - fa)] |Aa| _ |f(a)l|Ad] o] _ |f'(a)lla]

~

|f(a)] "~ a f@]  |Aal — [f(a)]
2.5.3. DEFINICIO. (Fiiggvények kondicidszdma) A
_ ()] |al
=)

mennyiséget az [ : R — R fiiggvény a pontbeli kondicioszdmdnak nevezziik.

2.5.4. DEFINICI1O. Egy fiiggvényt numerikusan instabilnak, vagy rosszul kondi-
ciondltnak neveziink, ha nagy a kondiciészdama. A fiiggvény stabil, vagy jol kondi-
ciondlt, ha a kondicidszdm kicsi.

2.5.5. PELDA. Vizsgéljuk az f (x) = logx fiiggvényt. Ennek kondiciészdma
c(f,z) =c(x) =1/ |log x|, amely = ~ 1 esetén nagy. Tehdt az x ~ 1 értékekre
a relativ direkt hiba nagy lesz.
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2.5.6. PELDA. Az f(x) =1+ +/z — 1ésx > 1. Ekkor

2]

Vi—1+(z—1))

ami tetsz6legesen nagy lehet, ha = elég kozel van 1-hez. Ezért a példa fiiggvénye
numerikusan instabil. Ha bevezetjiik az 4j x = 1 4 ¢ valtoz6t, akkor kapjuk,
hogy g (t) = f(1+t) = 1 + +/t. Ennek a fiiggvénynek a ¢ > 0 helyen vett
kondiciészama

Vit

c(g,t) = ———.
(9:1) 2+ 2/t
Hat ~ 0, azaz x ~ 1, akkor a kondiciészam kicsi marad. Tehat stabilizaltuk a
szamitast egy egyszer( atalakitdssal.

lf.7) = 5

A kondiciészamot értelmezhetjiik az F' = [f1, ... f,]7 : R™ — R tbbvaltozés
(an. vektor-vektor) fiiggvényre is. A levezetést mell6zve adodik, hogy

1P @)
B9 = Far

a ) n,m . .
ahol F'(x) = |94 , az Un. Jacobi-matrix.
92 | j=1

2.5.7. MEGIJEGYZES. A kondiciészdm normafiiggd.

A matrixok kondicidszdma bevezetésének motivacidja:
Legyen A € R™*" nemszinguldris matrix, z,y € R" és tekintsiik az F' : R” —
R"™ fiiggvényt, ahol
Fl)=y=A"2

(azaz y az Ay = x linedris egyenletrendszer megolddsa a jobboldali vektor fiiggvényében).
Egyszer( szamolassal megmutathatd, hogy ezen fiiggvény kondiciészama c(F, x) <
| Al [|[A7Y||, és ez a becslés pontos.

Igy cond(A) = || A| ||A~Y|| kifejezés az A matrix kondiciészdma.

2.6 DIREKT ES INVERZ HIBAK

A fiiggvényértékek szamitdsa soran — mint mar emlitettiik — hiba kdvetkezhet be.

Jelolje x és y a pontos értékeket és legyen pontosan y = f (x), a ténylegesen
szamitott behelyettesitési érték pedig y. Az eltérést, azaz a Ay = y — y értéket
direkt hibdnak nevezziik. Amennyiben az y-ra valamely 2z értékkel pontosan
fennall, hogy y = f(2) = f (z + Ax), akkor a Ax értéket inverz hibdnak mond-
juk.
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Azx — x+Ax = T ésazy — y+Ay = y megvaltozast (vagy megvaltoztatast)
perturbacionak is szoktuk emliteni. Az inverz hiba elemzését és becslését in-
verz hibaanalizisnek nevezziik. Ha tobb inverz hiba is 1étezik, akkor a (valam-
ilyen norméban) legkisebb inverz hiba meghatarozasa az érdekes. (Gondoljunk
példaul arra, hogy ha z,y € R" és A € R"*", akkor tobbféle AA € R"*" is
szolgaltathatja ugyanazt az y = (A + AA)x eredményt.)

A direkt és az inverz hiba kapcsolatdnak vizsgalatahoz tegyiik fel, hogy f
kétszer folytonosan differencidlhat6. Ekkor tehat felirhaté a kovetkezd Taylor-
polinom:

x + 9Ax)

§= @+ Ar) = () + () A OB (g2,
ahol ¥ € (0, 1) Igy a szdmitott megoldés abszolit hibéja
. , "(r+JdAx
Gmy=J(@+An)— f@) = f (@) de+ LETIRD) (np2

2!
A relativ hiba pedig

Innen kapjuk, hogy

kozelitd egyenl6tlenséget, amely szoban kifejezve a kovetkezd:
relativ direkt hiba < kondicioszdmszdm x relativ inverz hiba

Az egyenl6tlenség azt mutatja, hogy egy rosszul kondiciondlt probléma szamitott
megolddsanak nagy lehet a (relativ) direkt hibaja. Egy y = f (z) értéket szamito
algoritmust direkt stabilnak neveziink, ha a direkt hiba kicsi és inverz stabilnak
nevezziik, ha barmely = értékre olyan y szamitott értéket ad, amelyre a Ax in-
verz hiba kicsi. A kicsi jelzd kornyezetfiiggd. Egy direkt stabil médszer nem
feltétleniil inverz stabil. Ha az inverz hiba és a kondicioszam kicsi, akkor az algo-
ritmus direkt stabil.

A gyakorlatban természetesen a szamitds végeredményének a hibdja, a di-
rekt hiba a fontos. Az inverz hibaanalizis jelent6sége abban all, hogy sokszor
az inverz hibat tudjuk becsiilni. Az alkalmazott szamitégép szamabrazolasi pon-
tossdga rendszerint ismert, gyakran annak (késGbb targyalt) mérGszamat vagy az
azzal ardnyos mennyiséget tekinthetjiik inverz hibdnak. Az ardnyossagi tényezd
megéllapitdsa tapasztalatok alapjan torténik, szakkonyvek is ajanlanak értékeket.
Jol kondicionélt feladat esetén pedig az inverz hibabdl kovetkeztethetiink a direkt
hibéra.
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3 LINEARIS EGYENLETRENDSZEREK MEGOLDASI MODSZEREI

3.1 LINEARIS EGYENLETRENDSZEREK

A linedris egyenletrendszerek altaldnos alakja m egyenlet és n ismeretlen esetén:

a11x1+...+a1j$j+...+a1nxn = bl
a; 11+ ...+ QT + ...+ appT, = bl
Am1T1 + o+ Q%5+ o F ATy, = by

Az egyenletrendszert megadhatjuk a tomorebb
Ax =D
formaban is, ahol

A=lay];Z, e R™" 2 € R", be R™

Ha m < n, akkor alulhatdrozott,

ha m > n, akkor tiilhatdrozott egyenletrendszerrdl beszéliink.

Az m = n esetben pedig az egyenletrendszert négyzetesnek nevezziik. Az
egyenletrendszerek geometriai tartalmat a kovetkez6képpen irhatjuk le:

Az R" euklideszi tér d € R" normadlvektord és o € R" ponton dtmend
hipersikjat az

(x —20)'d=0

egyenletet kielégit6 x € R" pontok hatarozzak meg.
A hipersik egyenlete mas formdban kifejezve:

v'd = z{d.

Az Ax = b egyenletrendszert felirhatjuk az ekvivalens

alx = b
T, _
a,,r = by,

alakban, ahol al = [a;1, . . ., G,

Innen j6l lathatjuk, hogy a linedris egyenletrendszer megolddsa m hipersik
kozos része. Ennek megfelel6en harom eset lehetséges:

e (i) az egyenletrendszernek nincs megoldasa,

e (ii) az egyenletrendszernek pontosan egy megolddsa van,

e (iii) az egyenletrendszernek végtelen sok megoldasa van.
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3.1.1. DEFINICIO. Ha az Ax = b linedris egyenletrendszernek legaldbb egy megol-
ddsa van, akkor az egyenletrendszert konzisztensnek nevezziik. Ha az egyenlet-
rendszernek nincs megolddsa, akkor az egyenletrendszer inkonzisztens.

Az Ax = b egyenletrendszert felirhatjuk az ekvivalens
inai =zia1+...+xpa, =b
i=1

alakban is, ahol a; € R" az A matrix i-edik oszlopat jeloli (x; pedig skalar: a
megoldédsvektor i-edik komponense). A »"" | x;a; sszeg az {a;},_, vektorok
linearis kombinacidja. Az egyenletrendszer akkor és csak akkor oldhat6 meg, ha
b kifejezhetd az A oszlopvektorainak linedris kombindcidjaként.

A megoldhatésagot megallapithatjuk a rang fogalmanak segitségével is:

az Az = begyenletrendszernek akkor és csak akkor van megoldésa, ha rank (A) =
rank ([A,b]). Ha rank (A) = rank ([A,b]) = n, akkor az Az = b egyenletrend-
szernek pontosan egy megoldésa van.

A tovabbiakban csak négyzetes egyenletrendszerekkel foglalkozunk. Feltessziik

tehat, hogy m = n.

3.1.2. TETEL. Az Az = b (A € R™™, b € R") egyenletrendszernek akkor és csak
akkor van pontosan egy megolddsa, ha létezik A~1. Ekkor a megoldds x = A™'b.

3.1.3. TETEL. Az Az = 0 (A € R™™) homogén linedris egyenletrendszernek
akkor és csak akkor van x # 0 nemtrividlis megolddsa, ha det (A) = 0.

3.2 A GAUSS-MODSZER

A Gauss-modszer két fazisbol all.

I. Azonos (a megoldast 6rz8) atalakitdsokkal az Az = b egyenletrendszert
fels6 haromszog alak dra hozzuk:

I1. A kapott fels6 haromszogmatrixi egyenletrendszert megoldjuk.

Az azonos atalakitast itt most tigy végezziik el, hogy egyik egyenletbdl kivon-
juk a mésik egyenlet alkalmasan megallapitott konstansszorosat, igy ott a szOban
forgd ismeretlen egyiitthatdja zérussd vélik. Kiiktatjuk —idegen széval elimindljuk
— az ismeretlent, ezért is nevezziik a modszert elimindcids eljardsnak. Az els6
1épésben az

(2) (2) (2)

aﬁ)xl + a3 + ...+ ap T, = b
(2) (2) _ bf)

Qoo Ty + ... + a9, T, =

an)xQ + o+ dle, = b
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alakot kell tehat kapnunk, amit ha ay; # 0,akkor elérhetiink ugy, hogy az i-edik
sorbdl kivonjuk (i = 2, ..., n) az els6 sor [;;-szeresét:

(a1 — lpnarr)xy + (ap — Liparn)wa + . ..+ (@ — lLinain) T, = by — by

Az a;; — l;1a1; = 0 feltételbdl kapjuk, hogy [;; = Zﬁ Ha ezt a [;; értéket be-
helyettesitjiik az egyenletbe, akkor konnyen ellendrizhetd, hogy itt tényleg arrél
van sz0, hogy az els6 egyenletbdl kifejezziik az z1-et, €s a kapott kifejezést behe-
lyettesitjiik a maradék tobbibe. A szdmitdsok sordn nem kell az x; szimb6lumokat
magunkkal cipelni, elég, ha az egylitthatomatrix elemein hajtjuk végre a megfeleld
médositast. Igy konnyen programozhaté a kinulldzas aldbbi algoritmusa:

Legyen ag) = a;;. Ekkormindent = 2,... ,nésj=1,... nesetén

1 1
lin = az(’l)/agl)

az(jz.) = ag) — Z“a%)

b = b — 10
A kovetkezd 1épésben minden: = 3,...,nés j = 2,...,n esetén
liy = a3 /a5y

3 _ (2 (2)

b = b — 1505

Altaldnos (k-adik ) 1épés: minden i =k +1,...,nés j = k,...,n esetén

k), (k
lir, = az('k:)/al(ck)

) _ o) 00

aU v

bgkﬂ) _ bgk) B likb](gk)

Az L 1épés: felsé felsé hdromszog alakiira hozds Altalinos (k-adik ) 1épés:
minden:=k+1,...,nésj=k,...,nesetén

K, (k
li, = az(k)/al(ck)

Z(;c+1) _ az(;?) _ lika](;;)

bEkJrl) _ bgk) B lz’kb;(f)

a
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Tekintsiik az Az = b egyenletrendszert, ahol A = [a;]7,_, € R™" fels§
haromszogmatrix. Ekkor

a1+ ... “+ayxit+ ... Fapx, = b1
AT+ . tapr, = bz .
AppTn = bn

Az egyenletrendszer akkor és csak akkor oldhaté meg egyértelmden, ha a,; #
0,...,an, # 0, azaz det(A) # 0. Ezen egyenletrendszer megoldéasat adja a
kovetkezd algoritmus:

1 @, =bn/anm,
2 FOR 7+ n—1DOWNTO 1

3 Ti (bi - Z aij%’) /ai;

j=i+1

3.2.1 A GAUSS-MODSZER ALGORITMUSA

L. (eliminacios) fazis:

1 FORk«+~1TOn—-1

2 FOR: <+ k+1TOn

3 lik = @it/ ak

5 FOR j « k TO n

6 Qjj < Q35 — likakj

I1. (visszahelyettesito) fazis:

1z, =b,/an,

2 FOR i<+ n—1DOWNTO 1

3 5«0

FORj < i+1TOn
S < S+ a;;T;

6 Ti < (bz—s)/a”

Ot W~

Alkalmazas a determinans Kiszamitasara. Ismeretes, hogy a determindns
értéke nem valtozik, ha barmely sordhoz hozzdadjuk egy mésik sor akdrhdnyszorosét.
Mivel a fenti eljaras kozben csak ilyen dtalakitdsokat hajtunk végre a matrixon (és
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igy a determinédnsén is), a determinidns marad az eredeti. Azt tehit a végén a
foatlobeli elemek szorzata adja.

3.2.2 A GAUSS-MODSZER MUVELETIGENYE

A Gauss-mdédszer véges sok 1épésben, véges sok aritmetikai alapmivelet (4, —,
x, /) elvégzése utan megadja az Ax = b (A € R™™™) egyenletrendszer megol-
dasat. A sziikséges aritmetikai miiveletszam (miiveletigény) az egyenletrendszer-
megoldo eljardsok fontos min8ségi jellemzdje, mert az ilyen algoritmusok szamito-
gépideje nagyjabol aranyos az aritmetikai miiveletigénnyel (a kerekitési hibak hal-
mozddasa is — bar ez konkrét esetekben nem torvényszerli — kedvez6tlenebb lehet
nagyobb miiveletszdm esetén).

A miiveletigényt szokds az algoritmus koltségének is nevezni, ennek megfeleléen
beszélhetiink olcso, illetve drdga eljarasokrol.

Szamléljuk Ossze a Gauss-mddszer altal igényelt additiv €s multiplikativ miiveleteket.
Jeloljiik az additiv miiveleteket A-val, a multiplikativakat pedig M -mel. (A hagyomanyos
felépitésti szamitdgépeknél az 6sszeadds €s a kivonds nagyjabol egyezd iddigényd,
t6liik nagyobb, de egymas kozott szintén azonosnak vehetd a szorzas €s az osztas
1ddigénye; indokolt tehdt a miiveletek ilyen szempontbdl két csoportba valo sorolasa.)

Az 1. fazis k-adik 1€pésében a miveletek és miiveletszamok a kovetkezdk:

1 FORKk«+~1TOn—-1

2 FORi <+ k+1TOn

3 ik = Qig/akk M

5 FOR j  k TO n

6 Qjj < Q35 — likakj (M + A)

A legbelsé ciklusmag (n — k + 1)-szor, a masodik (n — k)-szor fut le kapjuk:
(n—k)(n—k+1)+2(n—Fk) M
(n—k)(n—k+1)+(n—k)) A

Minthogy ez a belsd ciklusok a kiilsé ciklus £ = 1,...,n — 1 1épéseire fut le,
ki kell szamolni a

i
L

(n—k)(n—k+1)+2(n—Fk) M

1

B
Il

és

i
L

(n—k)(n—k+1)+(n—k))A

1

i
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Osszegeket. Ismert azonossdgok felhasznalasaval adédik az

3 3 2
n , 4 n® n )
- —=-n|M —+——-n|A
(3+n 3n> +<3—|-2 6n)

A 1II. fazis miveletigénye hasonld szdmitdssal:

1 x, =by/an, M
2 FOR i< n—1DOWNTO 1
3 540
4 FORj < :+1TOn
5 S 4= S+ a;;T; (M + A)
Osszegezve azi = n — 1,n — 2, ..., 1 1épések miiveletigényét, kapjuk, hogy

a 1. fazis 0sszkoltsége

Az L. és II. fazis koltségét osszeadva kapjuk a Gauss-moddszer szdmitdsi 0ssz-
koltségét:

3 2 3
n , 4 n® n n° 3 45 11
- - = —+-—+1 )| M=|—=+-n"—— 1| M
<3+n 3n+2+2+> <3—|—2n 6n—|—

n® n* 5 n®> n n? 5 1
(3—|—2 6n+2—|—2)A—(3—|—n Bn)A.

Aritmetikai miiveleteket hasznal6 akarmely véges algoritmus Iényeges jellemzdje
a végrehajtasahoz sziikséges aritmetikai miveletek szdma, természetesen a fe-
ladat paramétereinek (pl. ismeretlenek szdma, egyiitthatdé mdétrix mérete, stb.)
fliggvényében. A régebbi szamitogépek esetén a multiplikativ miiveletek végrehaj-
tasi ideje 1ényegesen nagyobb volt, mint az additivaké. Ezért ezeket kiilon hatdroztak
meg. Késébb megfigyelték, hogy a linedris algebra szdmitasi eljardsaiban az ad-
ditiv és a multiplikativ miiveletek szdma nagyon gyakran kozel azonos. Ezért
alkottdk meg a szamitasi igény mérésére a flop fogalmat.

3.2.1. DEFRINICIO. I régiflop az a szdmitdsi munka, amely az s = s+ x*y miivelet
(1 dsszeadds + 1 szorzds) elvégzéséhez kell. 11j flop pedig az a szdmitdsi munka,
amely egyetlen (mindegy, hogy additiv vagy multiplikativ) aritmetikai miivelet
elvégzéséhez sziikséges.
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Az uj flop bevezetését az indokolja, hogy az tjabb szidmitégépeken a multip-
likativ és az additiv miveletek ideje azonosnak tekinthetd. Tehét egy régi flop 2
U4j floppal azonos a mai szamitégépeken.

Figyelmbe véve mindezeket, valamint, hogy nagy n-ekre a legmagasabb foku
tag valik domindnssd, kimondhatjuk a Gauss-mddszer miveletigényérdl szol 6
tételt.

3.2.2. TETEL. A Gauss-mddszer %3 + O(n?) additiv és ugyanennyi multiplikativ

s,/ . Ve .s 7 7 ’7 . ye 3 7 . 7 3
miiveletet igényel, azaz dsszességében a miiveletigénye 5 + O(n?) régi és 2% +
O(n?) dj flop.

3.2.3 A FOELEMKIVALASZTASOS GAUSS-MODSZER

A Gauss-madszer 1. fazisaban el6fordulhat, mondjuk a k-adik 1épésben, hogy az
ayr elem zérus. Példaul a

41’2 + x3 = 9
T + X9 + 3$3 = 6
2$1 — Q.TQ + X3 = —1

rendszernél a;; = 0. Ilyen esetekben a sorok, vagy az oszlopok felcserélésével
megkisérelhetjiik elérni, hogy az ayy. helyére z€rustdl kiilonboz6 elem keriiljon. A
fenti esetben példdul az els6 €s harmadik sor felcserélésével kapjuk, hogy

25(71 — 21’2 + x3 = —1
il + X9 + 3ZE3 = 6
43[72 + x3 = 9

Az els6 és masodik oszlop oszlop cseréjével pedig azt kapjuk, hogy

4[L‘2 + x3 = 9
To + X1 + 3$3 = 6
21’2 — 2.’13‘1 + X3 = —1

A sorok cseréjénél az egyenletek (és b megfelelé komponenseinek) sorrendje, az
oszlopok cseréjénél pedig a viltozék sorrendje valtozik meg. Altaldban, igy az
el6z6 példaban is, tobb vdlasztdsi lehetdségiink is van sor-, vagy oszlopcserére.
Ha azonban az a;, = 0 elem alatt a tobbi egyiitthaté is zérus, akkor az [aij]Z’jk:l
részmatrix oszlopai linedrisan 6sszefiiggdk, A szingularis és az elimindcios eljaras
sorcserével sem folytathat. Hasonlo a helyzet, ha ay, és a sordban, tdle jobbra,
minden egyiitthatd zérus, mert A ekkor is szingularis.

A sorok felcserélését tigy, hogy az 1j pivot elem zé€rustdl kiillonbozs legyen,
pivotdldsnak vagy féelemkivalasztasnak nevezziik. A pivot elem megvalasztasa
nagymértékben befolydsolja az eredmények a numerikus stabilitast.
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Altalaban is igaz, hogy a kozelité megoldds pontossdgat nagymértékben javitja
a helyesen megvdlasztott pivotdlds. Pivot elemnek nagy abszolut értékid elemet
kell vdlasztani. Két alapvetd pivotélasi stratégiat hasznalunk.

Részleges foelemkivalasztas: A k-adik 1épésben a k-adik oszlop aj; (K <
J < n) elemei koziil kivdlasztjuk a maximalis abszolut értékiit. Ha ennek indexe
1, akkor a k-adik és az i-edik sort felcseréljiik. A pivotdlds utan teljesiil, hogy

lagk| = max |a;s]
k<i<n

A részleges elnevezést az indokolja, hogy csak az aktuédlis oszlopbeli, sz6ba
johetd elemek koziil valasztjuk ki a legnagyobb abszolut értékiit.

Teljes féelemkivalasztas: A k-adik Iépésben az a;; (kK < 7, j < n) métrixelemek
koziil vélasztjuk ki a maximalis abszolut értékit. Ha ennek indexe (i, 7), akkor a
k-adik és az i-edik sort, valamint a k-adik oszlopot és j-edik oszlopot felcseréljiik.
A pivotdlas utan teljesiil, hogy

|awk| = max fa].
k<i,j<n

(megjegyezziik, hogy oszlopcsere esetén vdltozocsere is torténik.)

3.2.3. MEGJEGYZES. Ha determindnst szdmolunk pivotdlédssal, akkor figyelem-
mel kell kovetniink a sor- és az oszlopcserék szamat. Egy sor- vagy oszlopcsere
ugyanis a determindns elGjelét megvaltoztatja. Tehdt a végsé haromszogmatrix

foatlobeli elemeinek szorzatit még —1-gyel szorozni kell, amennyiben paratlan
szamu cserét hajtottunk végre.

3.2.4. MEGJEGYZES. A fGelemkivalasztdsos Gauss-mddszer esetén az 1. fazis
minden lépésében pivotdlast hajtunk végre. A teljes féelemkivalasztast biztonsagos
(numerikusan stabil) stratégidnak tekinthetjiik. A részleges féelemkivalasztas egyéb
technikakkal kiegészitve ugyancsak biztonsagosnak tekinthets. Eppen ezért a tel-
jes féelem kivalasztas arat nem éri meg megfizetni. (A nagysag szerinti dsszehasonlitas
is miveletet igényel; rendszerint kiilonbségképzést és az eredmény elbjel-bitjének
figyelését. Ehhez jon még a tobbszori abszolut érték-képzés €s a nagyobb adat-
mozgatds.) A részleges foelemkivdlasztis 1ényegesen kevesebb pétldlagos arit-
metikai miveletet igényel mint a teljes féelemkivalasztids. A gyakorlatban tehat
legtobbszor csak részleges féelem kivalasztast alkalmazunk, de azt — néhéany kivételektdl
eltekintve — mindig!

Vannak a gyakorlatban tobbszor el6forduld, fontos esetek, amikor nem kell
pivotdlni, az eljaras fGelemkivalasztas nélkiil is stabilan viselkedik. Ezek a kovetkezok:
e Az A matrix szimmetrikus és pozitiv definit.
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e Az A matrix diagonalisan dominans a kdvetkezs értelemben:

n

jail > > eyl (1<i<n).

j=1,5#i
A pozitiv definitség fogalma pedig a kovetkezd.

3.2.5. DEFINICIO. Az A € R™" mdtrix pozitiv definit, haVx € R", x # 0 esetén
2T Az > 0.

3.3 AZ LU-FELBONTAS

3.3.1. DEFINICIO. Az A € R™ "™ mdtrix LU-felbontdsdn a mdtrix
A=L-U
szorzatra bontdsdt értjiik, ahol L € R"*™ also, U € R"*"™ pedig felsé hdromszogmadtrix.
3.3.2. TETEL. Az LU-felbontds nem egyértelmi.
Bizonyitas. Ha D egy nemszinguldris diagondlis matrix, akkor

Ll ‘ U1 = Ll . (DD_l) : U1 - (LlD) : (D_lUl) - L2 ‘ UQ.

3.3.3. MEGIEGYZES.

e Ha A nemszinguldris, igazolhatd, hogy egyetlen LU -felbontasbol az 6sszes
tobbi csak ilyen médon szarmaztathato.

e Amennyiben A nemszinguldris €s van egy A = L - U szorzatra bontdsa,
akkor olyan A = L - U faktorizaciot is talalunk, melyben az L vagy U

2 2

foatlobeli elemeit tetszOlegesen, de 0-tdl kiilonbozd szamként eldirjuk.

e Ilyenkor kozbeszirjuk azt a (DD~ 1)-et, amely D = diag(d; ,ds, ..., d,)

eleme~ire d; = 1 /u;, ha ott az U fgatlébeli eleme van u;;-nek megadva, és
d; =1;5/1;;, ha a j-edik helyen az L f6atlébeli elemét irjuk eld.

e Ebbdl az is kovetkezik, hogy ha van LU -felbontasa A-nak, akkor egyértelmien

van olyan is, ahol az L (vagy az U) minden f6atlébeli eleme 1-es. Az ilyen
haromszogmatrixokat egység (also vagy felsé) haromszogmatrixoknak nevezziik.
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3.3.4. TETEL. Egy A € R"™*" nemszinguldris mdtrixnak akkor és csak akkor létezik
LU-felbontdsa, ha osszes fominor mdtrixa is nemszinguldris, azaz

ay; Qi - Al
a a P a r
det (Aw) =det | . 7 T #£0 (r=1,...,n—1)
Qry Qr2 - Qpp
Bizonyitas.
Emlékezziink a Gauss-mddszer k-adik 1€pésére Minden ¢ = k + 1,...,n és
j=k,...,nesetén
= ol )
a§;§+1) _ al(;?) _ lika](g];)

bEkJrl) _ bgk) B lz’kb;(f)

Ezt ugy is irhatjuk, hogy a Gauss-elimindci6 sordn a k-adik oszlop kinulldzdsa
tigy torténik, hogy elvégezziik a A*+Y) = L, . A®) szorzast, ahol

1 0 --- 0
01 O 0
00 1 0 0
Lk _ . . : . A . . . e Rnxn’
0 0 . : _lkk 0 0 0
00 0 -+ =l 1 0 0
00 0 - : 0 0
(00 0 -+ —ly O 1

ahol [;;, = agj) / a,(fk)

Ugyanis Az Ly, - A%®) szorzas az A®) elsé k oszlopat véltozatlanul hagyija, a
k + 1-edikt6l kezd6dben az 7. sorhoz hozzdadja a k. sor —[;;-szorosat. A Gauss-
elimindci6 alkalmazdsaval belathat6, hogy az L, matrix inverze
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1 0 ... . 0

01 0 0

00 1 0 0
1 S S : S e
ko . eR ,

00 0 - lpy1e 1 0 O

oo o --- : o . 0

00 0 - Lok 0 - 1]

A fGelemkivalasztas nélkiili Gauss-eliminacio igy felirhaté a kovetkezd alak-
ban is.

és
Lt (Ly' (- L1)) U =L U,
ahol L als6 haromszog matrix, a féatloban 1-esekkel, az U pedig felsd hdromszog
MmAatrix.
Tehat az U matrix nem mads, mint a Gauss-mddszer utolsé 1épésében kapott
A™) mitrix, az L matrix pedig az aldbbi alakban irhat6:

1 0 e 0
o1 1 0 e R e o 0
l31 l32 1 0 e N .- 0
_ : : S : P .
L= T T S| 0 0o o | SRS
lvip b2 bz oo e 1 0 0
L o lns b logyr o0 1]

Az L és U matrix elemei megkaphatdak az alabbi képletekbdl:

i—1
Uij = ij — Z lixur; (i <J)
k=1

i—1
1 S
lij=— | aiy— Z Likug, (i>7)
tij k=1
3.3.5. PELDA. Hatdrozzuk meg az

1 -1 2
A=13 -2 7
2 =21
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matrix LU -felbontasat!

Ha az r-edik 1épésben elakad az eliminacid, akkor aﬁff

hogy det (A(T)) = 0.

b 0, ami azt jelenti,

He nem tessziik fel, hogy det (A(,)) # 0 minden r = 1, ..., n estén, akkor van
olyan nemszinguldris matrix, amelynek nincs LU -felbontdsa. Péld4ul az

01
=[]
matrixnak nincs LU-felbontasa.

Viszont részleges féelemkivalasztast hasznalva minden nemszingularis A matrix
esetén sikeresen elvégezhetd a Gauss-eliminécio.
Mivel a sorcserék alkalmazdsa a sorok permutédldsanak felel meg, ezért ki-
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mondhatjuk a kdvetkezd tételt.

3.3.6. TETEL. Minden A € R™ "™ nemszinguldris mdtrixhoz létezik olyan P per-
mutdciomdtrix, hogy a P A mdtrixnak van LU -felbontdsa.

3.4 A CHOLESKY-FELBONTAS

Egy als6 hdromszogmatrix transzpondltja fels6 haromszogmatrix és ez forditva
is igaz. Felmeriil a kérdés, hogy milyen matrixoknak van olyan LU-felbontisa,
melyben a két tényez6 egymads transzponaltja.

3.4.1. TETEL. Ha az A € R™" mdtrix szimmetrikus és pozitiv definit, akkor létezik
A = L - LT szorzatra bontdsa, ahol L alsé hdromszogmadtrix.
Ezt a felbontdst nevezziik Cholesky-felbontdsnak.

Néha a Cholesky-felbontdst A = U” - U alakban irjdk és vannak szoftverek
(példaul a Matlab is ilyen), amelyek az U matrixot allitjak eld.

A Cholesky-felbontast igy is megkaphatjuk ezen métrixoknal, hogy elkészitjiik
Gauss-elimindcidval az LU -felbontast, majd megkeressiik azt a D diagondlis métrixot,
amelynél az (LD) (D~'U) szorzatban az LD és az D~'U diagondlis elemei egyenlk.

Ez azonban a miiveletszamot noveli jelent6sen, hisz a Cholesky-felbontdsban
elég az egyik tényezd4t kiszdmitani, ami durvan fele annyi koltséggel jar.

ayy ... Qip lll 0o ... 0 lll l21 e lnl
Q21 ... QA2p l21 l22 I 0 l22 s ln2

0

An1 -+ +- Gpn /T AP . 0 ... 0 Ul
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egyenletbdl
ap, = Uy + o+ A+ gy + 1

és
i, = Lty + Lol + ... + li,k—llk,k—l + Lilik (2 =k+1,... ,n) ,

azaz

i = \Jane — (g + By o+ 2 )
és
k-1
lzk:(azk_zlz]lk])/lkk (Z:k—Fl,,TL)
j=1
A Cholesky-felbontas algoritmusa:

I FOR £+ 1TOnDO

k-1 1/2
2 I = <akk - Z l?q)
=1

3 FOR: <+ k+1:TOnDO
k—1

4 L, = (aik - Z lijlk’j> /lk:k
j=1

A Cholesky-felbontés koltsége a fenti implementalasban

1
—n® + 0(n?).
6
3.5 ALKALMAZASOK
Tekintsiik az Az = b megolddsat, ahol A nemszinguldris. Van olyan P per-

mutaciématrix, hogy 1étezik a PA = LU faktorizaci6 és innen azt kapjuk, hogy
PAx = LUx = Pb.

Bevezetve az y = Uz 4j valtozot, végrehajthato tehat a kovetkezo:
Az egyenletrendszer megoldasa LU-médszerrel

1. Hatdrozzuk mega PA = LU felbontast.
2. Oldjuk meg az Ly = Pb egyenletrendszert y-ra.

3. Oldjuk meg az Ux = y egyenletrendszert x-re.
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A 2. és a 3. 1épésben haromszogmatrixu egyenletrendszert kell megoldani,
tehat az Osszkoltséget domindnsan az 1. 1€épés hatdrozza meg. Szimmetrikus,
pozitiv definit A esetén az 1. 1épésben természetesen a Cholesky-felbontast alka-
Imazzuk.

3.5.1. MEGIEGYZES. A P matrixot nem kell el6re ismerniink. Az 1. 1épésben

a faktorizaciot a felemkivélasztast alkalmazo Gauss-eliminacioval végezziik el,
€s ott regisztraljuk a sorcseréket. Ekkor egy PAP, = LU faktorizaciot végziink

és az x megoldasndl vessziik figyelembe a P;-et. Igy a fentebb leirt LU-médszer
lényegében ugyanaz, mint a féelemkivélasztdsos Gauss-modszer. A kiilonbség
ott jelentkezik, hogy az A-val nem parhuzamosan transzformaljuk a jobboldali b
vektort, hanem azt elhalasztjuk. A 2. 1épés pontosan a b transzforméacidjat hajtja

végre.

Az LU-modszert akkor kiilondsen elonyOs hasznélni, ha egynél tobb, elére
nem ismert jobboldald

Ax =by, Az =bs,..., Az = by

alakd egyenletrendszert kell megoldani. Ekkor elég az A matrix LU-felbontdsat
egyszer meghatdrozni, majd rendre az Ly; = b;, Ux; = y; (1 = 1,..., k), Osszesen
2k darab haromszogmatrixd egyenletrendszert megoldani.

Alkalmazhatjuk példdul matrix invertalasara, az el6re rogzitett b; = e; egységvektorokkal
(¢t =1,2,...,n). Ekkor az eljaras egyébként teljesen ekvivalens a Gauss-Jordan
elimindci6 alkalmazésaval.

3.6 GAUSS-JORDAN MODSZER

Ugyanazzal a technikdval, mint ahogy a k-adik oszlopban az ay alatti elemeket
kinullaztuk, a folotte 1€v6 elemeket is zérussa lehet tenni. Azaz az eliminacids
fazisban £ minden értékére az ¢ ciklusvaltozot nemesak £+ 1-t6l n-ig, hanem 1-t61
n-ig futtathatjuk, kivéve az ¢ = k esetet. (Ez annak felel meg, mintha az x;-nak az

k-adik egyenletbdl valé kifejezése utan azt az 6sszes tobbibe behelyettesitenénk.)

Az 1. fazis végeredménye igy egy diagonalmatrixi egyenletrendszer, vagyis
a IL. fazis ekkor csupdn az x; = b;/a; (i = 1,2, ..., n) utasitdsokbdl all (amiket
menet kozben, egy-egy oszlop teljes kinulldzasa utdn — vagy még el6tte — azonnal
is megtehetiink).
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Persze, szekvencidlisan végrehajtva ez a mddszer nem eldny0s, hiszen je-
lentGsen megnd a miiveletek szama.

Ha viszont csak azutdn kezdiink a f6atl6 f6l6tti elemek nullazasaval foglalkozni,
miutdn kialakitottuk a fels6 haromszogmatrixot, és ezt a nulldzdst a k = n,
n —1,...,2 sorrendben végezziik (tehat az oszlopok szerint visszafelé haladva),
akkor az A matrix elemeihez mar nem kell hozzanyulni.

Ugyanis az i-edik sor —l;;-szor a k-adik sor (i = 1,2,... k — 1) elvégzése
sordn a k-adik sorban az ay elem kivételével minden elem (elvileg) mar 0. A k-
adik oszlopba sem kell a 0-at beirni. A IL. fazis agy tekinti, hogy ott zérus all. A
f64tl6 folotti elemek nullazasa tehat nem mas, mint a mar targyalt Gauss-modszer
II. fazisa.

Az algoritmus tobb, de ugyanolyan egyiitthaté matrixi Az = b; (b; € R",
j=1,2,...,m)egyenletrendszert oldjon meg.

27 2

Fo6atlo alatti nullazas (I. fazis):

Legyen B = [by, b, ..., by

Legyen A = [A, B], azaz kibgvitjiik az A-t a jobboldali b vektorokkal
1 FOR k£ <+ 1TOn-1DO

2 // Hatarozzuk meg a t indexet, hogy || = maxy<i<y, |aik|.
3 IF k #£t

4 cseréljiik fel a k-adik és t-edik sort

5 FOR i+ k+1TO n DO

6 lir, = az’k/ Ak

7 FOR j < £+ 1TOn+ m DO

8 A5 = Qi5 — likakj

Foatlo folotti nullazas (I1. fazis):

1 FOR £k < n DOWNTO 2 DO
2 FOR i+ 1TO kK —1DO
3 Lt = Aik/Api
4 FOR j < n+1TOn+ mDO
5 Q5 = Qi — likzakj
6 FOR j < n+1TOn+ m DO
7 Tk jon = Qi) Ok
8 FOR j <+ n+1TOn+mDO
9 T1j—n = Glj/an
Végeredmény:
[$1,$2,...,{Em] =X

3.6.1. MEGJEGYZES. A Gauss-Jordan eljaras I. fazisaban a részleges féelemkivalasztas
elhagyhat6. Fenti algoritmus alkalmas maétrixinvertalasra. Konnyen beldthat6
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ugyanis, hogy az Ax = ¢; egyenletrendszer megoldasa éppen az inverz matrix i-
edik oszlopvektora. Ha az algoritmusban B az egységmatrix, akkor a végeredmény:
X =A"

3.7 ITERATIiV-ELJARASOK
Tekintsiik az
(1) Ar =b

linedris egyenletrendszert, ahol A € R"*" nemszingularis matrix, b € R".

Feladat: Keressiik az egyenletrendszer kozelitd megoldasit.

A direkt médszer-tipus a feladat paramétereinek felhasznaldsaval eléallitja,
megkonstrudlja a mddszer altal szolgaltatott kozelitd megoldast.

Az iteracios modszer-tipus a feladat paramétereinek felhasznaldsaval elGallit,
képez valamilyenfajta iteracios képletet és bizonyos un. kezdeti értékbdl kiin-
dulva, az iter4cids képlet alkalmazdsaval kozelité megoldasok sorozatat allitja eld.
Ekkor az aldbbi kérdéseket kell megvélaszolni:

7 2

e az eldallitott kozelitd megoldasok sorozata konvergens-e;
e ha a konvergencia teljesiil, hova tart ez a sorozat;
e ha a sorozat az egzakt megoldédshoz tart, milyen a konvergencia sebessége.

Célunk az, hogy az (¥ € R" kezdeti vektorbdl kiindulva olyan (") € R", r =
1,2, ... vektor-sorozatot generdljunk, melyre

lim 2" = 2*
r—00

teljesiil, ahol z* az egyenletrendszer egzakt megoldasa.

3.7.1 STACIONARIS ITERATIV-ELJARASOK

Tekintsiik az
Az =10

linedris egyenletrendszert, ahol A € R"*" nemszingularis matrix, b € R" b # 0.
A fenti linedris egyenletrendszer. iterdcids megoldasahoz tekintsiik a

(I)O(Av b)
(I)l(x(o)v A7 b)
(I)Q(x(l)v :L.(O), Aa b)

By (2D, 2 O 4 p)
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fiiggvényeket, melyek révén az ("), r = 1,2,... sorozatot az alabbiak szerint
definiéljuk:

0 = dy(A D)

W = @ (20, A b)

2@ = ®y(2W 2O A D)

20— @D, D 20 4 )

Gyakran (9, (1 2() € R" vektorok az énkényesen valasztott &y, &, ..., &, ;
fliggvényekre, valamely s > 0 esetén & = &, = &,y = ..., Py teljesiil. Ha
minden r > s esetén a ®,. fiiggvény -6l fiiggetlen, ahol s valamely pozitiv egész
szam, akkor a mddszert stracionarius-nak nevezziik.

Staciondrius esetben legyen ® = &, = ®,,; = .... Ekkor 2("t1) legfeljebb
az el6zé ), 21 . x(=s+D darab vektortd] fiigg.

s = 1 esetén:

SL’(O) = q)o(A, b)
2 = @(z"Y A b) (r=1,2,...)

s = 2 esetén:

.I'(O) - q)O(Aab)
z = Oy(2©, A,b)
2™ = Pz 2D A p) (r=2,3,...)

A fentiekben definidlt mddszerek foka legfeljebb 1, ill. 2.

Ha @, az (V... 20 2% vektorok linedris fiiggvénye, akkor a médszert
linearisnak nevezziik. Egyébként a mddszer nemlinedris.

Els6fokd, linedris staciondrius médszer esetén 2 = & (21| A, b) akovetkezs
alakot olti:

2) ) = G2 + k

ahol G € Rn x nés k € R az eredeti linedris egyenletrendszer paramétereibdl
valamilyen médon képezett matrixot, ill. vektort jelol. Ezt az alakot iterativ
alaknak is nevezik.

Megvizsgéljuk, hogy a fenti iterativ alak alkalmazdsaval nyert vektor-sorozatot
milyen feltételek mellett konvergens, mikor konvergal a megolddshoz, s milyen a
konvergencia sebessége.

Vezessiik be az un. kapcsolt linedris egyenletrendszert:

3) (E-G)x =k
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ahol £ € R™ " az egységmatrix.

Megvizsgaljuk, hogy mi a kapcsolat az eredeti linedris egyenletrendszer és a
kapcsolt linedris egyenletrendszer. kozott, s ezéltal elemezziik az iterativ alak altal
definialt modszert.

Jelolje ((A, b) az Ax = b megoldas-halmazat és jeldlje ((E — G, k) a kapcsolt
(E — G)x = k megoldéds-halmazat. Legyen 2* € R" az Az = b egyenlet egzakt
megolddsa (azaz * = A~'D).

3.7.1. DEFINICIO. Azt mondjuk, hogy a "tV = Gx") + k képlettel definidlt
iterdcios modszer az Ax = b linedris egyenletrendszerrel

e konzisztens, ha ((A,b) C ((E — G, k),
e reciprok konzisztens, ha ((E — G, k) C ((A,b),
e teljesen konzisztens, ha ((A,b) = ((E — G, k).

3.7.2. TETEL. Legyen A € R™ "™ nemszinguldris mdtrix, b € R, b # 0 és z* az
() egzakt megolddsa. Ha a () dltal meghatdrozott %, W 23 . € R” sorozat
minden ) esetén az x* megolddshoz konvergdl, akkor () teljesen konzisztens.
Mdsrészt, ha () teljesen konzisztens és az dltala meghatdrozott 0 (W 22
sorozat konvergens, akkor ez az x* megolddshoz tart.

3.7.3. TETEL. Legyen A € R™ ™ nemszinguldris mdtrix A () iterdcids mddszer
akkor és csak akkor teljesen konzisztens az () egyenletrendszerrel, ha konzisztens
és az E — G € R™" mdtrix nemszinguldris. Ha E — G € R™" nemszin-
guldris, a teljes konzisztencia akkor és csak akkor dll fenn, ha a modszer reciprok
konzisztens és A € R™" nemszinguldris.

3.7.4. TETEL. Legyen A € R™ ™ nemszinguldris mdtrix, b € R™. A () iterdcids
modszer akkor és csak akkor konzisztens az () linedris egyenletrendszerrel, ha
létezik olyan M € R™ ™ mdtrix, melyre

G=FE—-MA k= Mb
teljesiil, ahol £ € R™™" az egységmdtrix.

3.7.5. TETEL. Legyen A € R"™ "™ nemszinguldris mdtrix és b € R". Ekkor (??)
iterdcios modszer akkor és csak akkor konzisztens (??) linedris egyenletrendszer-
rel, ha

k=(E—-G)A™ "

teljesiil.
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3.8 JACOBI-MODSZER

Tekintsiik
Az =10

linearis egyenletrendszert, ahol A € R™*" nemszingularis matrix és b € R", b #
0. Legyen 2(*) € R™ valamely kezdeti érték.
Tekintsiik az
A=L+D+U

felbontast, ahol
L € R™™ als6 hdromszdg métrix, melyre [;; = a;; (1 <i<n,1 < j <i),
D € R™" diagondlis matrix, melyre d;; = a; (1 <i < n),
U € R™™ fels§ haromszog matrix, melyre u;; = a;; (1 < i <n,i < j <n).
Ekkor
(L+D+U)x=0b
Dx=b—(L+U)x
r=D"'b—(L+U)zx)=-DYL+U)x+ Db

adddik, amely a
=Gz +k

elddllitast eredményezi, ahol

G=-DYL+U)eR™, k=D'becR"

Megmutatjuk, hogy teljesiil a teljes konzisztencia, azaz, van olyan M € R™*"
matrix, amelyre
G=E-MA k= Mb

teljestil.
Meghatarozzuk az M € R™*" maétrixot.

E-G=E+D Y L+U)=E+D Y A-D)=E+D 'A-D'D=D"1A
és
k=D"'b

FentiekbSl M = D! kovetkezik. Igy az E — G nemszingularitisibél kovetkezik,
hogy a médszer teljesen konzisztens.



3.9 GAUSS-SEIDEL-MODSZER 45

3.8.1. PELDA. Oldjuk meg iterdciéval (ha konvergens) az aldbbi egyenletrendszert
0.05 pontossaggal:

8?[71 + 2!132 - 41’3 = =2
2£B1 — 5$2 + x3 = 9
21‘1 + X2 + 71’3 = 15

Megoldas: A pontos megoldas: [1,—1,2]7, majd ezzel is dsszehasonlitjuk a
kozelitéseket Lathatd, hogy az egyiitthaté matrix diagonélisan domindns, igy az
eljaras konvergens lesz.

Atirjuk az egyenletrendszert az alabbi alakba:

T = - 0252, + 0573 — 0.25
Ty = 04513'1 -+ 02513'3 — 1.8
r3 = —0.2857r; + —0.1429x, = 2.1429

|G|, = 0.75 < 1, tehat valéban konvergens az iteracié. Induljunk ki az
7 = ¢ =[-0.25,—1.8,2.1429]7 vektorbél. A kovetkezd kozelitések adédnak:

vV = [1.2714, —1.4714,2.4714]"
r? = [1.3536,—0.7971,1.9898]"

z® =[0.9923, —1.0024,1.9987)"

MeglehetSsen lassi a konvergencia, aminek a ||G]|  viszonylag nagy értéke
az oka.

3.9 GAUSS-SEIDEL-MODSZER

Tekintsiik
Ax =0

linedris egyenletrendszert, ahol A € R™*" nemszingularis matrix és b € R", b #
0. Legyen 2(*) € R™ valamely kezdeti érték.
Tekintsiik az
A=L+D+U

felbontast, ahol
L € R™™ als6 hdromszdg métrix, melyre [;; = a;; (1 <i<n,1<j <i),
D € R™" diagonalis matrix, melyre d;; = a;; (1 <1i < n),
U € R™™ fels§ haromsz6g matrix, melyre u;; = a;; (1 <i<n,i < j <n).
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Ekkor
(L+D+U)xr=5b
(L+D)x=b—-Ux
x=(L+ D)’l(b —Uz)=—(L+ D)*lUx +(L+ D)’lb
adddik, amely a
=Gz +k

elddllitast eredményezi, ahol
G =—(L+D)"'U e R™™, k=(L+D)'beR"

Megmutatjuk, hogy teljesiil a teljes konzisztencia, azaz, van olyan M € R™*"
matrix, amelyre
G=F—-MA k= Mb

teljestil.
Meghatarozzuk az M € R™*" matrixot.

E-G=E+(L+D)'U=E+(L+D)A-(L+D))
= E+(L+D)'A—(L+D)*L+D)
=E+(L+D)'"A-E=(L+D)'A

k= (L+ D) "b.

Fentiekbl M = (L + D)~ ! kovetkezik. igy az F — G nemszingularitasabdl
kovetkezik, hogy a mddszer teljesen konzisztens.

3.9.1. PELDA. Oldjuk meg most Seidel-iteraciéval az elébbi egyenletrendszert,
0.05 pontossaggal:

8I1 + 2.1‘2 — 41’3 = -2
21’1 — 51’2 + T3 = 9
21 + Ty + 71’3 = 15

Megoldas: Ugyanazon dtalakités utan, ugyancsak az #(*) = ¢ = [—0.25, —1.8,2.1429]7
vélasztassal a kovetkez6t kapjuk:

M) = [1.2714, —0.8629, 1.9029]"
? =[0.9171, —1.0526,2.0312]"

2 =10.9999, —1.0001, 2.0001]"
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3.10 HIBABECSLESEK

Tekintsiik
Ax =b

linedris egyenletrendszert, ahol A € R™*" nemszingularis matrix és b € R", b #
0. Legyen z(¥) € R™ egy kezdeti érték és * € R" az egyenlet egzakt megolddsa.
Tekintsiik az
) = G2 4+ k r=20,1,2...

konzisztens iteracios mddszert. Nyilvanvaloan
=Gz +k
teljestil.
Ekkor az r-dik kozelités hibajat

*

o) — ) _ o

képlettel definidljuk.
Az
x(r-ﬁ-l) . l'* _ G(ZE(T) o ZE*)

Osszefiiggésbol
et — G

adodik. Tegyiik fel, hogy a G iteraciés matrixra |G| < 1 teljesiil. Ekkor
e = llee™ | < G {le™] < [l
adddik.

3.10.1. TETEL. Legyen adott az Ax = b linedris egyenletrendszert, ahol A € R"*"
nemszinguldris mdtrix és b € R", b # 0 és a beldle szdrmaztatott

) = Gz 4+ r=0,1,2...

iterdciés modszer. Haa G € R" " iterdcios mdtrixra |G|l < 1, akkor tetszdleges
20 € R" kezdeti érték esetén az iterdcids médszer konvergens vektorsorozatot
eredményez, mely tart az x* € R" egzakt megolddshoz és a kozelités hibdjdra
teljestil a kovetkezd egyenlotlenség mindenr = 1,2, ... esetén:
et — | < MGy o)
© 7 1[Gl

oo’
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Bizonyitas. Elso 1épésként szamitsuk ki a kovetkezot:

[ — 2| = (|G = G2V <Gl |27 = 2V
= Gll |Gzt = G2
<G [0 = 22|
< |G Ja D — 2O

minden 1 < ¢t < r esetén
Tovabba érvényes a kovetkezo:
|20 — 20| < [|aH0) — 204D 4 ||ttt — g2

o

o [ =D o =]
Ebbdl az el6zot felhasznalva azt kapjuk, hogy

|2 — 20| <G [« =20
+IGIE® (=70 = 2@+
Gl [+ = 2D o [l — 2|

A mértani sor 0sszegképletét felhasznalva kapjuk, hogy

1-IGIE

IGIE +IGIE" + -+ Gl + 1 = =™
1= 6]l

Ebbdl és az el6z6 egyentlStlenségbdl adodik, hogy

LG
(r+p) _ (1) Moo || p(r+1) _ 4(r)
o9 = a0 < 1= a0 -]
1

S | P D R C))
<Tjar

Gl ) _ 4o

=T

Ha r-rel tartunk a végtelenhez, akkor az egyenldtlenség jobboldala 0-hoz tart.
Ebbdl adédik, hogy az {x("}2°, sorozat Cauchy-sorozat, ami véges dimenziéban
azt jelenti, hogy konvergens (mert R" teljes metrikus tér a szokdsos norméval).
Ebbdl kovetkezik, hogy csak egyetlen hatarértéke lehet: z*.

Vegyiik az egyenl6tlenség mindkét oldalan a p — oo hataratmenetet.
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Ekkor lim z"t?) = z* és |G|l < 1miatt lim ||G|”, =0
p—r00

p—0o0

Emiatt és |G|, < 1 kapjuk, hogy

* r 1 s r
lo =2, < e =00 — 20

azaz X

||e(7")HOO < e Hx(rﬂ x(T)HOO.
Mivel ||| < [|G]| ||| .. ezért

1
2" = 2] < 1G]l e [+ — 2 ™|

* T H HOO T T

e Hx -7 +1)||oo ~1—G| H (H)_x()Hoo’

ami az allitasunk volt.

3.10.2. KOVETKEZMENY. A Jacobi-mddzser konveregncidjdnak elégséges feltétele,

hogy
|-DH(L+U)| <L

3.10.3. KOVETKEZMENY. A Gauss-Seidel-mddzser konveregncidjdnak elégséges
feltétele, hogy
|—(L+D)"'U|| <1

Konnyi belétni, hogy ha az egyiitthatd matrix diagonélisan dominans, akkor
mind a Jacobi, mind a Gauss-Seidel mddszer esetén a |G|l < 1 feltétel au-
tomatikusan teljesiil.

A Gauss-Seidel médszer esetén

(L + D)z = Uz +p
DI(TJrl) — Lz (r+1) Ul,(r + b
20t — DLt Dl 4 pip

all eld, mely a mddszer kozismert iteracios alakja.

Ha a konvergencia elégséges feltétele automatikusan teljesiil, akkor ezen alak
alkalmazdsa a hatékonyabb, mivel ekkor nem sziikséges az inverz meghatarozasa.
Ekkor, stop-kritériumként hasznalhat6 pl. olyan feltétel, hogy a két legutoljara
képezett kozelités kiilonbségének normdja elegendéen kicsinek bizonyul-e.
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3.11 ALGORITMUSOK

A Jacobi-modszer algoritmusa: Adottak:

e Az Axr = b linedris egyenletrendszer, ahol A € R™ "™ nemszingularis
matrix, b € R", b # 0 vektor

e valamely (%) adott kezdeti vektor;

e ¢ a kozelités pontossagat definidlé paraméter (¢ > 0).

1 Hatdrozzuk meg a G = —D (L + U) matrixot és |G| értékét.
2 IF|Glls <1
3 THEN h = 2¢
4 r=20
5 WHILE / > ¢ DO
6 2+t — Gz + k
|G
7 h=—1"Noo |p(r+1) _ 4(r)
e | lo
8 r=r+1
9 RETURN(z ")
10 ELSE RETURN(,,hiba”)
A Gauss-Seidel-modszer algoritmusa:
Adottak:
e Az Ax = b linedris egyenletrendszer, ahol A € R"™ ™ nemszingularis

matrix, b € R", b # 0 vektor
e valamely z(*) adott kezdeti vektor;
e ¢ a kozelités pontossagat definidlé paraméter (¢ > 0).

1 Hatérozzuk meg a G = —(L + D)~'U matrixot és |G| értékét.

2 IF |G| < 1

3 THEN h = 2¢

4 r=20

5 WHILE h > ¢ DO

6 ) = Gz 4 k
G| o

k "T el

8 r=r+1

9 RETURN(z(")

10 ELSE RETURN(,,hiba”)

2D = 20|,
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3.12 A KONVERGENCIA GYORSITASA

A konvergencia gyorsitasa a kovetkez6képpen érhetd el:
Tekintsiik az els6foku, linearis stacionarius iteracids modszer altalanos iteracids

képletét: 2 = Ga™) 4+ k,

Legyen
) = o(Ge + k) + (1 — w)z™,

ahol w az Un. relaxécids tényezd, amelyre 0 < w < 2 teljesiil.
Konnyti belétni, hogy w = 1 esetén ez a két képlet megegyezik. Ha0 < w < 1
esetén alulkorrigalasnak, 1 < w < 2 esetén tulkorrigalasnak nevezziik a
Ekkor
2 = (WG + (1 — w)E)2™ + wk

érvényes, ami
2 = G ™ 4k,

iteracios képletet eredményezi.
Itt az iteracids matrix

Gy = (WG + (1 —w)E)

k., = wk.
Ezek konkrét alakja a kovetkezdk:

Jacobi-médszer: G, = —wD YL+ U)+ (1 —w)E.
Gauss-Seidel-médszer: G, = —w(L + D)7'U + (1 —w)E.

Az w-tugy kivanjuk valasztani, hogy ezaltal a konvergencia gyorsabba valjon.

4 LEGKISEBB NEGYZETEK MODSZERE

4.1 LEGKISEBB NEGYZETEK MODSZERE, EGYENES ESET

Legyen N € Nésadottak az x1, x5, ..., 2y € Ralappontok ésaz y1,ys,...,yn €
R fiiggvényértékek (pl. mérési eredmények). Keressiik azt az egyenest y =
ap + ayx, melyre a

Z[yi — (ag + arz;)]?

=1
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kifejez€s minimalis.

A fenti feltételnek eleget tevd egyenest az (z;,v;) @ = i,..., N, értékeket
négyzetesen legjobban kozelitd egyenesnek nevezziik.
A feladat megoldédsahoz az

N

F(ao,al) = Z[yz — (CL(] + alx,»)f : ]RQ — R

i=1

fliggvényt kell minimalizalnunk. A tobbvaltozoés fiiggvények szE€lséértékérdl tan-
ultak szerint az I, (ag,a1) = 0és F, (ag,a1) = 0 feltételnek eleget tevd ag, a;-et
keressiik. A parcidlis derivaltakra

Z —2[y; — (ag + a12;)] = 0

—2[yz — (CL() + CLll’i)]ZEi =0

i

egyenletrendszert kapjuk.
Ezt az egyenletrendszert az aldbbi alakban irhatjuk:

N

N
Z’yi—NCLO—ZalIi:O
i=1

=1

N N N
2
E ;Y — E agT; — E a1r; =
i=1 i=1 i=1

amelybdl adddik, hogy

N N
Nag + <sz) a =y
=1

i=1

N N N
(Z xz> ap + (Z xf) ay = inyi
i=1 =1 =1

Vezessiik be a kovetkezd jeloléseket:

1 T hn
A=\ e RV*? = y,z e RV, a—(ao)eRQ.

ai

1 zn YN
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Ekkor
N

N
=1

T, i=1
N N A'b =

N
i=1

=1 =1

ATA =

Igy az egyenletrendszer
ATAa = A"b

alakban irhato.

A det(AT A) = 0 csak akkor teljesiilhet, ha 71 = x5 = ... = x) (érdektelen
eset).

Tehat feltehetjiik, hogy det( AT A) # 0. Ekkor az egyenletrendszer egyértelmiien
megoldhaté. Példdul az AT A invertélhatd, igy

a = (ATA)'ATb.

4.2 A LEGKISEBB NEGYZETEK MODSZERE, POLINOM ESET

Legyen n, N € N gy, hogy n << N, adottak az x1, x5, ...,xy € R alappontok
ésazyi, Yo, ..., yn € R fiiggvényértékek (pl. mérési eredmények). Keressiik azt

aP,(x)= Z a;z’ polinomot, melyre a
=0

kifejezés minimalis.

A fenti feltételnek eleget tevs P, polinomot az (z;,v;) ¢ = 1,..., N, értékeket
négyzetesen legjobban kozelité n-ed fokd polinomnak nevezziik.
A feladat megolddsahoz az

n n 2
F(ao,al,...,an)zz (yi—Zajxg> ‘R SR

i=1 j=0

7 2 21. 2.2

fliggvényt kell minimalizalnunk. A tobbvéltozos fliggvények szélsdértékérdl tan-
ultak szerint az F'(ag, a1, . .., a,) = 0 feltételnek eleget tevs a;-ket keressiik. A
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parcialis derivéltakra

%(ao, a1y ..., 0y) = Z 2(y; — Pu(xy)) (_g_fj(xl)> —0

N N

0P, .
ZP( 8(1] Zyl (x;) (7=0,1,...,n).
P, , : ; « s
Mivel a—(xz) = (x;)’, a fenti egyenlet a kdvetkezd alakba irhato:
a;j

N n N

Z(%)j ay(x Z%Z ) = Zyi(l’z‘)j

(7 = 0,1,...,n). Ezzel a; -kra egy linedris egyenletrendszert kaptunk (n + 1
darab egyenlet, n + 1 darab ismeretlennel).
Vezessiik be a kovetkezd jeloléseket:

1 x ]
A= 1 3:.2 33.2 e RVX(+1),
1 xN :L"](,
Y1 Qo
b= y_2 e RV, a= a,l e R*,
o a

Ekkor az egyenletrendszer
ATAa = A"b

alakban irhato.

4.3 A LEGKISEBB NEGYZETEK MODSZERE, FUGGVENY ESET

Az f fiiggvény helyettesitésére (kozelitésére) a széba johetd, elre rogzitett H
fliggvényosztalybol azt a h € H fliggvényt keressiik, amely az

| f — k|| — min, heH
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feltételes szélséérték feladat megoldasa. Tulajdonképpen minden € H tekinthetd
kozelitésnek, ezért a feladatot kielégit6 fliggvényt szokds legjobb approximacionak
nevezni.

Fiiggvények [a, b] intervallumon val6 legkisebb négyzetes kozelitésérdl akkor
besz€liink, ha a norma diszkrét esetben (a < 1 < 15 < ... < x,, < b)

2

1Al = (Z f? (wi)w(ﬂfi)> ,

folytonos esetben pedig

11l = (/f () w () dx)é,

ahol a rogzitett w () sulyfiiggvényre diszkrétnél a w (z;) > 0 i = 1,2,...m),
folytonosndl pediga w (z) € C'[a, b], w (z) > 0,Vz € [a, b] teljesiilését megkoveteljik.
Fontos specialis eset a w (z) = 1.

Linedris eset: Legyen a H fiiggvényhalmaz olyan, hogy ismert

¢;:[a, bl > R(i=1,...,n)

fiiggvények valamennyi linedris kombinécidjat tartalmazza, tehat a b (x) fiiggvény
alakja

hz) = a101(z) + aza() + ... + angn(z) = Z a;¢i().

A ¢, fiiggvényeket alapfiiggvényeknek vagy masképpen bdzisfiiggvényeknek nevezzik.

Diszkrét, liedris eset: Fontos kérdés az approximdcios feladat megoldasanak
1étezése és egyértelmiisége. Linedris approximdciora igaz az alabbi allitas.

4.3.1. TETEL. Ha {¢;},_, C C'a,b] linedrisan fiiggetlenek, akkor bdrmilyen
normdban és minden f € C [a, b] esetén létezik legjobban kizelité h(x) = > ;| a;¢i(x)
fiiggvény.

Legyen ' = F(ag,a; ..., a,). Ekkor meg kell oldani a

m

F= Z [f(Iz) - (G1¢1($i) +.. Fa;pi(x)+ ...+ angbn(xi))]Q — min

=1
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OF
szélsGértékfeladatot. Ennek megoldésa pedig Fre 0,(j =1,2,...,n), vagyis
a;

a
—9 Z [f(xi) — (arda (@) + . 4 a;d; () + . .. + andn(x:)] d5(z;) = 0

linearis egyenletrendszer megolddsa. (Az egyenlet teljesiilése az approximécios
feladat megolddsanak mar emlitett egyértelmi 1étezése miatt elegendd.)
Egyszertsités és a szokdsos alakra val6 rendezés utan kapjuk, hogy

m

a1 Z G1(xi) s (i) + - - + an Z ()i () = > i) ()

=1

(7 =1,2,...,n). Vezessiik be az

jelolést.
Ezzel az egyenletrendszer alakja a kovetkezo:

a <¢17 ¢1> +a; <¢2a ¢1> +...+a, <¢n7 ¢1> = <fa ¢1>
ar (¢1, P2) + a1 (G2, p2) + ... + Ay (G, P2) = (f, P2)

ay (P1, Pn) + a1 (b2, @n) + - - + an (D, On) = ([, bn)

4.3.2. MEGIEGYZES. A

m

(u,v) =Y ulasv(a)w(,)

=1

Osszefliggéssel egy skaldris szorzatot definidltunk a diszkrét pontokon értelmezett
fiiggvények kozott. Ez két R"-beli vektornak a szorzata (ha w(x) = 1). Az

egyenletrendszer az tgynevezett normalegyenletrendszer. A G = [(¢;, gbi>]zj:1 :
a=lay,...,an)" ésab=1[(f,d),....(f,du)]" jelolésekkel tomorebben:

Ga =b.

A G € R™™ matrixot Gram-matrixnak nevezziik.
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Legyen A = [¢;(z;)]])2, € R™", a = [ay,...,a,]" € R, b =y =

W1, Ym) € R™ésm > n.

Keresiink olyan a* paramétervektort, amely az Aa—b hibat valamilyen normdban
minimalizalja. Ha létezik a Aa = b egyenletnek megoldasa, akkor a minimumfe-
ladat egyenértéki vele. Az euklideszi normaban megfogalmazott

|Aa — b||, — min.
minimumfeladat megolddsa az alébbi tétel:
4.3.3. TETEL. Az a € R" akkor és csak akkor megolddsa a feladatnak, ha

AT Aa = AT,

4.4 LEGKISEBB NEGYZETEK MéDSZERE, FOLYTONOS ESET

Legyen f € Cla,bés h(z) = a1¢1(z) + agspa(x) + . .. + andy, (). Ekkor tehat az

2
2

F(al,...,an) = Hf—zaigf)i
i=1

= / (f(x)—Zajgbj(x)) dxr — min

J=1

27 2 7z

(w () = 1) szEls6érték-feladatot kell megoldani. Emlitettiik, hogy a feladatnak
linedrisan fiiggetlen alapfiiggvények esetén egyértelmil megolddsa van.

OF (ay,...,ay)
8@1-
egyenletrendszer megolddsara redukalodik a feladat. A parcidlis derivélds sordan

hasznaljuk ki, hogy itt a derivélas és integralés sorrendje felcserélhet6 és vezessiik
be itt is a skaldrszorzatot az

=0 (i=1,...,n)

b
(u,v) = / u(z)v(x)de, u,v € Cla,b]

értelmezéssel. Ekkor formailag ugyanahhoz az egyenletrendszerhez jutunk, mint
a diszkrét esetben. (Természetesen, valaszthatunk valamilyen w(z) > 0 (z €
a, b]) sdlyfiiggvényt itt is; most w (x) = 1).

A Gram-matrix ugyanugy rosszul kondicionalt lehet, mint a diszkrét esetben.
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4.4.1. PELDA. Legyena =0,b =1, w(z) = 1és ¢; () =21 (i =1,...,n).
Hatdrozzuk meg a Gram-madtrixot. Megoldas: ¢; (z) ¢, (z) = 2"~ 2, gij =

Jy @ 2de =1/ (i + j — 1) és

1 n
G: T . 4 )
ity —1]

ami nem mas mint az un. Hilbert-matrix.

Ortogondlis, ortonormdlt eset: Ha a (¢;, ¢;) skaldrszorzat zérust ad minden
i # j esetén, akkor itt is ortogonalis fiiggvényrendszerrdl beszéliink az adott [a, b|
intervallumon. Ha még (¢;, ¢;) = 1 is teljesiil a szobanforgé i indexekre, akkor
ortonormalt rendszer a neve. Ilyen bézisra valo attérésre folytonos esetben is van
lehetGség. Példaul a C' [— = leseténa

\[PO,,/Q"H ~1,2,..))

ortonormadlt fliggvényrendszer, ahol

I

P(w) = oo (22 = 1)

az un. n-edik Legendre-polinom.
Az elsé néhdny Legendre-polinom:

3 1 5 3
P(@)=1, A@) =2 P2)=5"~ 5, B (2) = 52° —go.

Ha rendelkezésiinkre 4ll egy ortonormdlt {¢; (z)};_, fiiggvényrendszer, akkor
a legkisebb négyzetes approximacié meghatarozasahoz (elvileg) csak az a; =
(f,¢;) (i=1,...,n)un. Fourier-egyiitthatokat kell kiszdmolnunk.

4.4.2. PELDA. Az f(x) = y/x fiiggvénynek adjuk meg az egyenessel val6
legkisebb négyzetes kozelitését az [1,4] intervallumon. Megoldas: ¢;(z) =

1, ¢o(x) = xés f(z) = h(x) = a101(7) + azd2(x) = a1 + az(x). A [(, ¢i>]ij:1
egyiitthatématrixot és az [(f, ¢1) , (f, #2)]" jobboldalt itt is kiszamolva a

3a; + T7.bas = 4.6667
7.5a2 + 30ay = 21

egyenletrendszerhez jutunk. Ezt megoldva a \/x ~ 0.7407 + 0.3259z egyenes
egyenletét kapjuk.
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4.4.3. PELDA. Itt is attérhetnénk ortonormadlt rendszerre. Nem nehéz beldtni, hogy
agi(r) = \/% és a ¢y(x) = 2 (v — 2.5) fiiggvények ortonormdlt rendszert alkot-
nak az [a, b] = [1, 4] intervallumon. Az

f(x) = h*(z) = aidy(x) + az¢5()

kozelitést hasznadlva a normdl egyenletrendszer egyiitthatomatrixa az egységmatrix
és az eredmény természetesen ugyanaz az egyenes, mint amit az el6bb mar megkap-
tunk.

4.4.4. MEGIEGYZES. Az [ € C'[a,b] fiiggvények korében az Lo-norma mellett
tobbféle norma is fontos szerepet jatszik a gyakorlatban. Ezek koziil az egyik a
Csebisev-norma. A Csebisev-norma értelmezése

Iflle = max |f(z)

z€la,b]

Y

a Csebisev-féle approximacios feladat pedig adott f fiiggvény és H fiiggvényhalmaz
esetén: h € H és

If = hlle = maxeepap |f (2) — h(z)| = min

A feladat megoldasat az f legjobb egyenletes approximacidjdnak nevezziik (természetesen
az adott intervallumon és az adott H mellett). Az elnevezést az indokolja, hogy a
maxXcpq | f () — h(x)| egyben az elkovetett hibanak egy, az [a, b]-n z-t6l fiiggetlen

— tehat egyenletes — korldtja. A linedris Csebisev-approximdaciora nem ismeretes

olyan 4ltaldnos megoldasi mddszer, mint az L,-normdaban val6 kozelitésre.

5 AZ INTERPOLACIO

Az interpoléci6 alapfeladatat a kovetkez6képpen fogalmazhatjuk meg.
5.0.5. DEFINICIO. Ismerjiik egy f : R — R fiiggvény
a<ri<Ta<...<x,<b
pontokban felvett értékeit, azaz az y = f(x)
yi= f(xz;) (1=1,...,n)

fiiggvényértékeket. Az f (x) fiiggvényt, amely lehet a teljes |a,b] intervallumon
vagy csak {x;}!_, pontokban ismert, egy olyan, dltaldban kénnyen szdmithaté
h(x) fiiggvénnyel kozelitjiik (vagy helyettesitjiik), amelyre fenndll, hogy
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5.0.6. DEFINICIO. Az {z;}]_, pontokat interpolacios alappontoknak, a feltételt
interpolacios feltételnek vagy interpolacios alap-egyenletrendszernek nevezziik.

Az interpolécios feltétel teljesiilése esetén azt reméljiik, hogy a

h(x) =h(v;{zi}i_  {yitio,)

interpolalé fiiggvény az (z;, z; 1) intervallumokban jol kozeliti az f () fiiggvényt.

Ezen a feltételen kiviil tovabbi feltétel(eke)t is eldirhatunk. Példaul, ha is-
merjlik az f fiiggvény derivéltjait is az alappontokban, akkor megkovetelhetjiik
az

f/(ﬂﬁz) = hl (.fl) (’l: 1,...,n)
teljestilését is. A szdéba johets h(x) fiiggvények H halmazdnak megvélasztasatol

és a feltétel esetleges kibOvitésétdl fiiggden beszéliink kiilonbozd tipusu inter-
polaciokrol.
5.0.7. DEFINICIO. Ha a h(x) fiiggvénnyel f(z)-et az (x1,x,,) intervallumon kiviil

kozelitjiik, akkor extrapolaciorol beszéliink.

Linearis eset:
Ekkor tehdt a H fiiggvényhalmaz ismert ¢; : [a,b] — R (i = 1,...,n)
fiiggvények valamennyi linearis kombinacidja, tehéat a h () fiiggvény alakja

h(z) = a1¢1(x) + azg2(x) + . .. + angn(x) = Z a;p; ().

A ¢, fiiggvényeket alapfiiggvényeknek, masképpen bdzisfiiggvényeknek nevezziik.
Az ismeretlen ay, . . ., a, egyiitthatokat az interpolacids feltételbdl hatarozhatjuk
meg. Tehat az alabbi egyenleteknek kell teljesiilni:

a101(71) + axda(w1) + ...+ andu(r1) = f(21),

a1¢1(xn) + a2¢2($n> +oo+ an(bn('xn) : f(xn)

Ez egy linearis egyenletrendszer az ismeretlen a, ..., a, egyiitthatokra nézve.
Tomorebb felirdsa érdekében vezessiik be a kovetkezd jeloléseket:

B = [¢j(z)]}j=1,a = a1, . .. can)’ s ce=[f(x1),.... f(z)]".

A feltétel alakja igy
Ba = c.

Ha det(B) # 0, akkor az egyenletrendszernek pontosan egy megolddsa van: a =
B lc.
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A gyakorlatban sokféle {¢; ()}, bazisfiiggvényt alkalmaznak. Az egyik
legfontosabb a
01(@) = L, 6s(x) = z,..., dnlz) = 2"
figgvényrendszer. Ekkor beszéliink Lagrange-féle interpoldciorol.
Az interpolécids feladat matrixa ez esetben

n—1
1z ... oy
B=1: : : ;
1z, ... ot

az un. Vandermonde-féle matrix, amely a
det(B)= [ (25— =)
1<i<j<n

Osszefiiggés miatt nemszingularis. Tehét a Lagrange-féle interpolacios feladatnak
egyértelmli megoldésa van.

Tovabbi fontos esetek:

e A trigonometrikus interpol4ciot a

¢1 ([L’) = 1
¢o () = sinzx, ¢3(r) =cosx,...,
Qo (x) = sin(kz), Pogi1 (x) = cos(kx)
(k=1,...,(n—1)/2) fiiggvényrendszer, ahol n = 2k + 1, [a,b] = [—7, 7].
e Az exponencidlis interpolaciot a
i) =M (i=1,....m A <A <...<\)
fliggvényrendszer definidlja.
e Racionilis tortfiiggvényeket haszndl a

figgvényrendszer. Itt fel kell tenniink, hogy = + ¢; > 0. Ez konnyen teljesiil, ha
x € [a,b]ésa+ q > 0.

Nem minden {¢;(x)}._, fiiggvényrendszer és ;1 < x5 < ... < x,, alappon-
tok esetén van megolddsa, illetve egyértelmil megolddsa a linedris interpoldcids
feladatnak.

5.0.8. PELDA. Legyen ¢i(z) = 1, ¢o(x) = 2%, 21 = —1, 29 = 1, f(21) = y1,

f(z3) = yo. Ekkor
B— { } <_11)2 } . det(B) =0,

igy, ha y; = ¥, akkor végtelen sok megolddsa van a feladatnak, egyébként pedig
egyaltalan nincs.
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5.1 LAGRANGE INTERPOLACIO

5.1.1. DEFINICIO. Legyenek a bdzisfiiggvények:

o1(z) =1,¢0(z) = ..., Op(x) = 2"

és legyenek adottak az v1 < xo < ... < x, alappontok és az y; = f(x;) (i =
1,...,n) fiiggvényértékek. Hatdrozzuk meg azt a legfeljebb (n — 1)-ed fokii

p(z) =ag+ax+... +ap_1z"?

polinomot, amelyre teljesiil a

yi=plx;) (i=1,...,n)
interpoldcios feltétel.

Geometriailag azt jelenti, hogy illessziink a sik n darab kiilénb6z6 = ko-
ordindtdju pontjara egy legfeljebb (n — 1)-ed foki polinomot.

A Lagrange-féle interpolacids polinom létezését €s egyértelmiiségét mar belattuk.
A polinom tobbféle ekvivalens alakban is felirhaté. Kiilondsen fontos azonban a
Lagrange-féle el6allitas. Legyen

Lao)= [ —% (i=1....n)

T;— T
k=1 ki k

az i-edik Lagrange-féle alappolinom. Ekkor az interpolaciés polinom el6all

p(x) = Z yili(z)

alakban.
Ennek igazolédsara vegyiik észre, hogy

_ )L o=y
ls) = { 0, it
és igy teljesiil, hogy:
play) = wili(xy) = yili(a;) =y; (G =1,...,n).
i=1

Tehat
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F(&) ~ hia) = pla) = 3 yil(a).

A Lagrange-alappolinommal val6 el6allitds lehet6séget ad a megoldas egyértelmi
1étezésének kozvetlen belatasara is, anélkiil, hogy a matrix determinansat ismernénk.
A 1étezést konkrétan mutatja az el6z0 felirds, ha pedig volna egy masik ¢(x)
legfeljebb (n — 1)-ed foku polinom is, mely teljesiti a feltételeket, akkor a p(z) —
¢(z) polinomnak minden alappont zérushelye lenne. Mivel p(x) — ¢(x) is legfel-
jebb (n—1)-ed fokd polinom, nem lehet n darab zérushelye, csak ha p(z) = ¢(z).

A Lagrange-féle interpoléacids polinom hibdjara vonatkozik a kovetkezd tétel:

5.1.2. TETEL. Ha f € C"[a,b], [x1,x,] C [a,b] és 2* € [a,b], akkor

ARG

f(z") — p(z¥) ] (x* —x) (2" —29) ... (2" — ),
ahol § = &(x*) az x* és az x4, x,, pontok dltal kifeszitett intervallumban van.

Bizonyitas. Havanolyan ¢, hogy x* = z;,akkor allitasunk trividlis.
Egyébként legyen

wx)=(r—z1)(x —x2) ... (T — )

és tekintsiik a kovetkez6 segédfiiggvényt:

AW (z) € C"[a, b] figgvénynek van n + 1 zérushelye: z*, z1, ..., z,.

A Rolle—tétel miatt W () barmely két zérushelye kozott a W (x) derivéltfiiggvénynek
is van zérushelye. Ezért W' (x)-nek legaldbb n zérushelye van. Hasonl6képpen
okoskodva beldthat6, hogy W (z)-nek legaldbb n—1, W) (x)-nek legalabb n —2
zérushelye van, és igy tovabb. Végiil W™ (z)-nek is van legaldbb egy zérushelye,
amit jel6ljon &. Minthogy p™ (z) = 0 és w™(z) = n!, ezért

W) = f0(€) — [f(*) = pla*))—— =0,

ahonnan atrendezéssel kapjuk a tétel allitasat.
A tételt a kovetkezd formaban szoktuk alkalmazni, az = € |a, b]-beli hiba
becslésére.
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5.1.3. TETEL. Legyen M, az n-edik derivdlt abszoliitértékének egy felsd korldtja,

azaz
f™ (@) <M,  (z € [a,b]).

Ekkor

7(2) ~ @] < 2 | — )@ = ) (o~ )| < (b= )"

A masodik egyenltlenség dltalaban sokkal durvabb becslést ad, mint az elsd.
El6nye, hogy z-t6l fiiggetlen, egyenletes korlatot ad a hibdra a teljes [a, b]-n.
Konkrét n esetén sz€lsdérték szamitassal élesebb becslés is levezethetd.

5.1.4. PELDA. Hany ekvidisztdns alappontban kell megadnunk a sin 2 fiiggvény
tabldzatdt a [0, Z] intervallumon ahhoz, hogy a kdzbiilsG pontokban linedris Lagrange-
interpoldci6t hasznalva az elkovetett hiba legfeljebb ¢ = 10~ legyen?

Megoldas. Vezessiik be a h = x; 11 — x; jelolést. A

7(2) = p(@)] € 2| — ) 22) (2 )| < (b a)"

alapjdn olyan h-t keresiink, melyre (Myh?)/2 < 10~*. Mivel (sinz)” = —sin,
vélaszthatjuk az M, = 1 értéket. Ezzel h < v/2/100, n > Z miatt n > 112
adddik.

Ha viszont a hibakorlatot az
M,
|f(z) = p(z)] < — max (2 — ) (z — 2441)|

becslésbdl kozvetleniil vezetjiik le sz€lsdérték szamitassal, akkor az élesebb,

() — pla)] < 2"

eredményt kapjuk. Ez alapjan kideriil, hogy n = 28 pont is elég.

Az interpolécids eljarasoktol elvarjuk, hogy a pontok szamanak novelése esetén
a kozelités hibdja csokken. Ez azonban nem minden esetben van igy, amint azt
Runge kimutatta az f(x) = 1/(1 + 2?) fiiggvénynek az [a,b] = [-5,5] in-
tervallumon, egyre névekvd fokszamu Lagrage interpolacids polinommal vald
kozelitésével.

Példa: Tegyiik fel, hogy azy; = f(x;) fiiggvény értékeket €, hibaval ismerjiik
(2 =1,...,n). Ekkor az elméleti

p(x) = Z f(x)li()
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Lagrange-interpolacios polinom helyett a perturbalt
p(z) = Z(f(fl?z) +ei)li(z)
i=1
polinommal szamolunk.
A kettd eltérésére teljesiil, hogy

d(p(z)) = [px) Zeu

< i (e < (mx o ) >t

i=1

Ez a becslés pontos. Igazolhatd, hogy
Z |li(z)] > — log n+c,

ahol ¢ konstans. Ha n elég nagy, akkor a ¢ (p (z)) perturbécids hiba is nagy lesz.
A divergencia és numerikus instabilitds miatt sok esetben — mint méar emlitettiik
— mds tipusu interpolécids eljarasokat hasznilunk.

5.1.5. PELDA. Kozelitsiik masodfoku fiiggvénnyel az f(z) = cos(5x) fiiggvényt
a [—1,1] intervallumon az z; = —1, 25 = 0, 23 = 1 pontokra tamaszkodva

Megoldas:

Ekkor f(x) ~ p(z) = A; + Asz + Azz?. Az egyiitthatokra felirhat6 az
Al —Ay+ A3 = 0
A =1
Ai+A+ A3 = 0

egyenletrendszer. Innen p(z) = 1 — 2.

Természetesen ugyanezt kapjuk az [;(z) Lagrange-fliggvényekkel is. Az elGallitas
szerint most f(z;) = f(x3) = 0 miatt elég az ly(z)-t meghatdrozni, ez 1 — 22,

ami jelen esetben a p(z) polinommal megegyezik.
A kozelités hibgjat
M
< 2 _
h< S [+ Date 1)
becsli, ahol M3 az | f"(x)| maximuma, jelen esetben 73 /8. SzElsGérték-szamitdssal
adddik, hogy

8
_max [(z+ Dz —1)[ = o,

azaz h < /216 ~ 0.15 .
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5.2 HERMITE INTERPOLACIO

Tegyiik fel, hogy az xg, x1, . . ., % € |a, b] kiilonb6z6 alappontok (k < n), tovabba

mg, mq, ..., M, € N multiplicitdsok dgy, hogy
k
Z m; =n+ 1.
=0
Legyenek adottak

fO) =y, (i=0,...,késj=0,...,m; — 1)
értékek. Egy olyan n-edfokd P polinomot keresiink, melyre
P9(z) =y, (i=0,...,késj=0,...,m —1)
5.2.1. TETEL. Egyértelmiien létezik egy olyan n-edfokii P polinom, melyre
P () =y, (i=0,...,késj=0,...,m; — 1)
A Hermite interpolacids polinom hibajara vonatkozik a kovetkez6 tétel:

5.2.2. TETEL. Ha f € C™" [a,b], és jeldlje I C |a,b] az x1, 2o, . . . , oy, alappontok
dltal kifeszitett intervallumot, ekkor minden x* € [a, b] esetén létezik & = £(x*) €
1, hogy

(n)
1) Platy = L)
ahol .
o) =[]~

Ha sup [, 4 |f™)(x)| = M1 < oo, akkor

Mn+1
n!

f(@®) = P(z7) < w(z?)

5.2.3. MEGJEGYZES.
e Ha m; = 1 minden i-re, akkor a Lagrange-féle interpolaciot kapjuk.

e Ham,; = 2 minden i-re, akkor a Fejér-Hermite interpolacioét kapjuk, melynek
ismert az explicit alakja és az a Lagrange-alappolinomok segitségével is
felirhato.
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5.2.4. DEFRINICIO. (elsdrendii osztott differencidk)

Legyenek x1, s, ..., x, kiilonbozd pontok. Ekkor
floi, 2] = f(@in) = J(@) (it=1,...,n—1),

Tit1 — T4

5.2.5. DEFINICIO. (k-adrendii osztott differencidk)

Legyenek 1, w3, . . ., x, kiilonbozd pontok. Ekkor
Lit1, - L —J1Ti e Tigk—
f[xiu e 7xi+k] = f[ +1 ‘Hf] f[ +k 1]
Titk — X

(k=1,....n,i=1,....,n—k).

A Lagrange-féle interpolacio Newton-alakja

P() = f(0) + 3 Sl il [[ 2~ )

Azonos alappontok esetén az osztott differencia nem definidlhat6 a szokdsos
formuldval. A forgalom kiterjesztése hataratmenettel torténik.

5.2.6. DEFINICIO. (Osztott differencidk ismétlédd argumentumokkal)

flz) = )

flw,a] = lim g
y=r T —Y
Hasonloan a k — 1-edrendii osztott differencidra adodik, hogy
M=)
fle,x, ... 2] = =

A tobbi, azonos alappontokat is tartalmazo osztott differencia a fentiekbdl a
szokasos definicidval szamolhato.

Hermite-interpolacios polinom eloallitasa Newton alakkal:

Az osztott differencia tablazat felépitése:

e Minden alappontot annyiszor vesziink fel egymds utdn, amennyi a multi-
plicitasa, pl. az x;-t m; + 1-szer egymads utan.

e Beirjuk az f(z;) értékeket és a megfelels értékeket az x; alappontra

F9 (@)
jl
tamaszkodd j—1-edrend(i osztott differencigk helyére (f7) (x;) ismeretében).

e A tabldzat tobbi részét az osztott differencia fogalom definicidja alapjan
toltjiik ki.
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e Az interpolécids polinom felirdsa a tabldzatbdl a szokdsos médon torténik,
a tablazat 4tl6jaban szerepld elemek, mint egyiitthatok segitségével.

Hermite-interpolacios polinom eldallitasa Lagrange alakkal:

Felirjuk a megfeleld alappolinomokat, majd mindegyiket a megfelel £\ (z;)-
vel szorozva az interpolacids polinomot. Az alappolinomok el6allitdsa bonyolult,
az alappontok illetve a multiplicitas értékektdl fligg az alakjuk.

5.2.7. PELDA. Mi lesz az f-et kozelité Hermite-interpolédciés polinom, ha f(0) =
_17f<2) = _17 f/(O) = _47 f/(2) =4és f”<2) =12

Megoldas: Elkészitjiik az osztott differencia tablazatot.

% Fer)

| r(0)=-4
0 =1, K 0—(—4
-1-(-1) (7):2
=0 20 Nn_n
2-0 it
2 —1 <4 4-0 2-0 30

> f2)=4 2-0 6-2 2-0
2 =1 &L R ) 2-0
> ofR)=4 2
—ff &

P(x) = =14 (=4)(z — 0) + 2(x — 0)* + 0(z — 0)*(z — 2)
+1(z — 0)*(z — 2)* = =1 — da + 22° + 2%(x — 2)?
=gt — 423 4+ 627 — 4z — 1

5.3 SPLINE INTERPOLACIO

A Spline interpolacio is a linedris interpolaciok kozé tartozik alkalmasan megvalasztott
{¢:}, bazisfiiggvény-rendszerrel.

5.3.1. DEFINICIO. A h(z) interpoldld fiiggvényt szakaszonként adjuk meg specidlis
csatlakozdsi feltételekkel. Az a = 1 < 19 < ... < x, = b alappontokhoz, illetve
azy; = f(z;) (1 = 1,...,n) fiiggvényértékekhez olyan S(x) fiiggvényt keresiink,
amely kielégiti a kovetkezd feltételeket:

(1) S(x) = S;(z) (z € @, Tiy1])
(3) Si(@ir1) = Sit1 (@is1) (i=1,...,n—2)
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5.3.2. MEGJEGYZES.

o Az (1) feltétel tulajdonképpen csak megfogalmazza, hogy szakaszokbdl all
az interpolacios fliggvénylink, azaz részintervallumonként méds-més eldirdssal
definialjuk.

o A (2) feltétel azt jelenti, hogy az S(z) valdban interpoldld fiiggvény.

e A (3)-mal a folytonossdgot biztositjuk az [a, b] intervallumon (Ezért nincs
ellentmondas (1)-ben: a kozbiilsé osztépontok két szakaszhoz is tartoznak,
de ott mindkét szakasz ugyanolyan értéki.)

e Ez a hiarom feltétel tulajdonképpen a Spline dltalanos definicidja. Az egyes
S; fliggvényeket akar mas-mas H; osztalybdl vélaszthatjuk, azonban rend-
szerint egyetlen [ halmazt frunk el6: S; € H. A H-t6l fiiggéen tovdbbi
feltételeket is el6irhatunk (gyakran kotelezd is, hogy egyértelmid megoldést
kapjunk).

e A H lehet példaul az y = o + [z elséfokd polinomok (az egyenesek)
osztilya. Ez esetben nem is kell tovabbi feltétel; a megoldast az (1)-(3)
feltételek egyértelmien biztositjak.

e Magasabb fokszamu polinomok esetén a kozbiilsd pontokban bizonyos rendig
a csatlakoz6 agak derivéltjainak megegyez€sét is megkovetelhetjilk. Azt
mondjuk, hogy egy Spline k-ad foku és m-ed rendi, ha szakaszonként
legfeljebb k-adfokd polinomokbdl all, és a kozbiilsé pontokban a jobb- és
baloldali szakasz derivaltjai m rendig megegyeznek.

A spline meghatdrozasakor n db k-adfoki polinomot kell felirnunk, azaz az
ismeretlenek szdma: n(k + 1).

Az (1), (3) feltételekbdl a feltételek szdma : (k + 1)n — (k — 1), ugyanis
k — 1 db simasagi feltétel az n — 1 belsG pontban, azaz (n — 1)(k — 1) és 2n db
interpolécios feltétel (n db intervallum két végpontja).

Osszesen (n —1)(k—1)+2n = (k+1)n — (k — 1). Innen latszik, hogy k — 1
db feltétel hidnyzik a Spline egyértelmiiségéhez. Ezeket a feltételeket altalaban a
végpontokra adjdk meg.

Linearis spline (k=1):

Az (1), (2) és (3) egyértelmiien meghatdrozza. Minden [xy, x4, 1] intervallu-
mon

Sk(zr) = apwr + by =y

Sk(Tr+1) = apZryr + be = Ykt1



70 5 AZINTERPOLACIO

Ebbdl az két ismeretlenes egyenletrendszerbdl ay, és b, meghatarozhato.

Ugy is meghatarozhatjuk a P, polinomot, hogy az [z, 2] intervallum végpontjaira
felirjuk a linedris interpolacids polinom Lagrange-féle alakjat. Az interpolacid
miatt S € C|a, b].

Kvadratikus spline (k=2):

A k — 1 = 1 feltétel hidnyzik a spline egyértelm felirdsdhoz. Ezt 4ltaldban
az intervallum elején vagy végén a derivalt megadasdval szokds teljesiteni. Ebben
az esetben az egymads melletti intervallumokra Hermite interpoléciét alkalmazva
meghatdrozhat6 a spline.

5.3.1 KOBOS MASODRENDU SPLINE

A gyakorlatban tilnyomoérészt harmadfokud, masodrendd Spline interpolaciét hasznalunk,
és roviden csak harmadfoka Spline-rol beszéliink. Ekkor a tovabbi feltételek,

amelyeket megkoveteliink:
@) Si(zir1) = Sip (@ir1) (i=1,...,n—2),
(5) SV (wi41) = Sty (11) (=1, n—2),
6) S"(x1) = Ay, és S"(x,) = B,

Ha A, = B,, = 0, akkor az S(x) fiiggvényt természetes Spline-nak nevezziik.
Az S(x) Spline-t az [x;, z;41] intervallumon a
S(x) = Si(z) = a; + bi(x — 7)) + ¢;(x — 23)* + di(x — ;)?

alakban keressiik (: = 1,...,n — 1). Leszamlalhatjuk, hogy a 4(n — 1) darab
ismeretlenhez a (2) — (6) feltételek pontosan ugyanannyi egyenletet szolgaltatnak,
és az egész egyiitt egy linedris egyenletrendszer. Az z* hatvanyok helyett az
(z — x;)* hasznalatanak praktikus okai vannak.

Jeloljiik h;-vel az i-edik szakasz hosszat, azaz legyen h; = ;41 — x; (1 =
1,...,n —1). A (2) — (6) feltételek felhasznélasdval az ismeretlen a;, b;, ¢;és d;
egyiitthatokat a kovetkez6képpen hatdrozhatjuk meg.

A (2), azaz az S(x;) = S;(x;) = y; interpoldciés feltétel miatt

a; = y; (i=1,....,n—1)
(ebbdl latszik, hogy mi az (x — x;) eltolds értelme),
valamint:

Sn71<xn) = Qp-1 + bnflhnfl + Cnflhifl + dnflh'ifl = Yn.
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A (3)-as csatlakozasi feltétel alakja:

Si(Tiy1) = yi + bihs + c:ih? + dih] = yin (i=1,....,n—-2),

A (4)-es csatlakozasi feltétel:
S£($i+1) = bz + 2C1h1 + 3d1h12 = bi+1 = Sl{+1(l’i+1) (Z = 1, e, — 2)
Hasonloképpen kapjuk, hogy az (5)-0s feltétel alakja:

SM(xip1) = 26 + 6dih; = 211 = Sl (zip1)  (i=1,...,n—2).

Végiil a (6)-os végpont-feltétel:
S//(.Tl) == 201 == An, S//(In) - 2Cn_1 + 6dn_1hn_1 = Bn

Igy 4n — 4 darab egyenlet kapunk, ahonnan az a; és a ¢; értékei azonnal
adodtak. A tobbibdl a b; és d; ismeretleneket (i = 1,...,n — 1) fokozatosan
ki lehet fejezni és a tobbibe behelyettesiteni. Végiil a kovetkez6hoz jutunk:

Yirl — Yi 26+ Ci

b= ST (i=1,...,n—2)
b, = Yn h—niz—l _ 4Cn—16— B, Bt
tovabbé
d = % (i=1,...,n—2)
B, — 2¢,,—
dyy = Tll

A ¢; egyiitthatok ismeretében tehat valamennyi ismeretlen kdzvetleniil szamolhato.
Minthogy ¢; = A, mdr ismert, igy egy n — 2 ismeretlenes egyenletrendszert kell
megoldani, ami a

Ai = Yir1 — ¥i) [hiy i = higa/ (hi + higr) , s = 1 = X

(t=1,...,n — 2) bevezetésével a kovetkezo:

3 h
4) 2¢o + A\icg = Ity (A2 — Ay — éAn) ;
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3

(A1 — 4Ay),
hi+hi+1< i )

5 HiCi + 241 + AiCipo =

(i=2,...,n—3)és

3 hnfl
6 n—9Cn—2+ 20,1 = ——— | A1 — Ay B, .
(6) Hn—2Cp—2 + 2Cp—1 hn—2+hn—1( 1 2 + 6 )
Ez egy n—2 ismeretlenes linedris egyenletrendszer a co, cs, . . ., ¢,—1 ismeretlenekre.
(mivel az a; (i = 1,...,n — 1) és a ¢; egyiitthatok kozvetleniil adédnak).

Az n = 3 esetén () és () nincs értelmezve, ¢y ekkor ()-bol szamolhato.
Az n = 4 esetén pedig () nem értelmezett, a co€s c3 a masik két egyenletbdl
hatarozhat6 meg. Ekkor az egyiitthaté matrix:

2 N
A= :
luz 2}

Az egyenletrendszer matrixa n > 4 esetén pedig

[ 2 X\ 0 0
pa 2 A :

egy harom atlobol 4llo savmatrix. Ez a madtrix nemszinguléris (ez bizonyitani
példaul a Gersgorin tétel segitségével lehet).

Minthogy az A matrix diagonalisan domindns is, ezért az egyenletrendszer
féelemkivalasztds nélkiil Gauss-elimindciéval megoldhat6 O(n) régi flop miivelettel.

5.3.3. PELDA. Tegyiik fel, hogy az f fiiggvényrdl a kovetkezd tabldzat all ren-

delkezésiinkre:
v |-1]0]1)

y=f)] 1]0]1]

Adjuk meg hozz4 a természetes Spline-t!

Megoldas. Természetes Spline esetén A = B = 0. Ekkor a; = y; miatt
ap = 1és Ao = 0.
A (6)-os végpont-feltételbdl pedig ¢; = 0 addédik.
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Mivel hy = ho = 1és Ay = —1, Ay = 1, tovabba pq-et a ¢; = 0 miatt ki sem
kell szamolni (egyébként iy =1 — X =1—-1/2=1/2).
A () miatt

3 1

Tovébba a b-re vonatkozé egyenletekbdl b, = —3/2 és by = 0 adddik; a d-re
vonatkozdakbdl pedig d; = 1/2 és dy = —1/2.

A Spline két tagja tehat

B 3 1 5 3., 1,

Si(z) = 1 2(1:+1)+2(x+1) =57 + 3T
3 1.
SQ(Q?) = 5332—51'3

5.3.4. TETEL. Az (1) — (6) feltételekkel meghatdrozott Spline létezik és egyértelmii.
Ha [ € C?|xy,x,], akkor létezik K > 0 konstans, amellyel fenndll a kovetkezd:

2
)= Sl <K (max 1) (@€ fona),
Ha pedig f € C®lxy,x,], Ay = [ (21) és B, = f"(x,), akkor létezik K > 0
konstans, hogy

3
)= S@I <& (max 1) e lona),
5.3.5. MEGJEGYZES. Ha az f”(x1) és f” (z,) informdciék nem dllnak ren-
delkezésre, akkor a természetes Spline-t definidlé6 A, = B, = 0 valasztassal
éliink. A kozelités hibajara ekkor az elsd becslés érvényes. A természetes Spline
az

/ [s"(2)]? dz — min (s(z;) =ys,i=1,...,n)

feltételes szélsdértékfeladat megoldasa. A természetes elnevezés pedig a mechanikai
tartalmara utal. Ugyanis, ha tekintiink egy idedlisan rugalmas rudat (Spline-t),
amely atmegy az (x;,y;) pontokon (gombcsiszkakon, surlédas nélkiil), akkor a
legkisebb alakvéltozasi energia mechanikai elve miatt a Spline azt az alakot veszi
fel, amely az el6z6 kifejezést minimalizdlja. A (6) végpont-feltétel helyett méas

kikotések is lehetségesek. A Spline fliggvények eldényei: gyors és numeriku-

san stabil kiszamitds, nagyon j6 kozelitési tulajdonsdgok. Hatranyuk a bonyolult
megadas, de ez szamitogépek hasznalata esetén nem jelent komoly problémat.
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Sziikségiink van a komplex elemi matrixok és vektorok bevezetésére.

A komplex elemi n-dimenzids oszlopvektorok halmazat C"-el jeloljiik.

Hasonldképpen az m x n méreti komplex elem{i méatrixok halmazat C™*"
jeloli.

Nyilvanvaléan tekinthetjiik tigy, hogy R™ C C™ és R™*™ C C™*™,

A valés elemii vektorokra és métrixokra bevezetett miiveletek és a determindns
értelmezése ugyanaz a komplex esetben is, mint valosban. A komplex vektorok
€s matrixok normdjanak definicidja is véltozatlan marad. (Ezért kell a normak
definicigjaban négyzetek helyett (valds szamok esetén feleslegesen) abszolit érték
négyzeteket.

6.0.6. DEFINICIO. Legyen A € C™ " tetszbleges mdtrix. A A € C szdmot az A
mdtrix sajdtértékének, az x € C™, (x # 0) vektort pedig a \ sajdtértékhez tartozo
(jobboldali) sajdtvektornak nevezziik, ha

(7 Ax = \x.

A sajatvektor egy olyan vektor, amelyet az x — Ax leképezés a sajat hatdsvonaldn
hagy (irdnyitas, nagysag valtozhat). A sajatérték-feladat megoldésa a sajatértékek
€s a hozz4juk tartozo sajitvektorok meghatdrozasat jelenti.

6.0.7. MEGJEGYZES. Felhivjuk a figyelmet az x # 0 kikotésre, amirdl a hallgatok
tobbnyire elfeldkeznek. Pedig enélkiil az egésznek semmi értelme, hiszen A0 =
A0, ahol A\ akarmi lehetne.

A sajatérték-feladat tehat olyan A (valés vagy komplex) szdm(ok) keresését
jelenti melyekre az () egyenletnek van nemzérus megoldasa.

Atrendezés utdn az eredeti egyenlettel ekvivalens (A — M)z = 0 alakot
kapjuk. Ennek a homogén egyenletrendszernek keressiik tehat a nemtrividlis megoldasait,
ami akkor és csak akkor 1étezik, ha det(A — A\I) = 0.

6.0.8. DEFINICIO. A

all—)\ a12 Ce Q1n
a Qoo—A ... Qo
®)  6(\)=det(A-AT)=det Ao =0
a1 Ana oo Qpp=A

egyenletet az A mdtrix karakterisztikus egyenletének nevezziik.
A determindnst kifejtve a \ vdltozo n-ed fokii polinomjdt, azaz a

9) dA) = (=1)"\" + pu A" oA+ po

karakterisztikus polinomot kapjuk.
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Az algebra alaptétele szerint a multiplicitdsokat is figyelembe véve egy n-ed
foku polinomnak a komplex szamok korében pontosan n zérushelye van. (Ezért
kellett tehét kilépniink a valés szdmok korébdl.) Egy A; gyok multiplicitdsan azt
értjiik, hogy a polinom gyoktényez8s alakjaban a (A — \;) milyen hatvanykitevvel
szerepel.

6.0.9. TETEL. Egy A € C™™" mdtrixnak a multiplicitdsokat is figyelembe véve
pontosan n sajdtértéke van.

Egy matrix sajatértékeinek 0sszességét a matrix spekrumanak nevezziik. A
spektrumbdl a métrixnak nagyon sok fontos tulajdonsdga kiolvashaté. Csupan
kett6t emlitve:

e (i) Egy négyzetes métrix akkor €s csak akkor nemszinguldris ha egyik sajatértéke
sem zérus.

e (i1) Egy matrix akkor és csak akkor pozitiv definit, ha minden sajatértéke
pozitiv.

A sajatvektorok darabszdmdéra mar nem lehet olyan kijelentést tenni, mint a
sajatértékekére. Néhany fontos tulajdonsdg felsoroldsaval jellemezhetjiik a vis-
zonyokat.

e Ha x a )\ sajatértékhez tartozo sajatvektor, akkor barmilyen ¢t € C (¢ # 0)
mellett tx is az. Ez a definiciés () egyenletbe valé behelyettesitésbdl azonnal
kideriil. Tehat az adott \ sajatérték esetén a hozzétartozo linedrisan filiggetlen
sajatvektorokat kell meghatarozni, mert azok 6sszes linedris (de zérustdl kiillonb6z6)
kombinaciéja adja meg a A\-hoz tartoz6 6sszes sajatvektort.

e Egy adott A\-hoz tartozé linedrisan fiiggetlen sajatvektorok szdma legfel-
jebb annyi, mint a A multiplicitdsa. (Ennek beldtdsa nem egyszerd, itt mell§zziik
az igazoldsat.)

e Kiilonbozd sajatértékekhez tartozd sajatvektorok linedrisan fiiggetlenek.
Ez a tény azonnal kovetkezik az elsd tulajdonsagbol.

Ezek utdn tétel formaban megemlitiink a sajatértékek tulajdonsédgai koziil is
néhdnyat, melyek a numerikus értékiik meghatarozdsaban, becslésében fontos sz-
erepet jatszanak.

6.0.10. TETEL. Ha )\ az A mdtrix sajdtértéke és x egy hozzdtartozo sajdtvektor,

akkor tetszoleges o € C esetén az A— oI mdtrixnak sajdtértéke a \— o és ugyanaz
az T egy hozzdtartozo sajdtvektor.

Bizonyitds. (A—ocl)z=Ar—oclzr =Xt —ox=(A—o0)ux.

A-hoz a o] hozzaadésat a spektrum eltolasanak is nevezziik .
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6.0.11. TETEL. Ha az A mdtrix sajdatértékei A\, \a, . .., \n, akkor az A* madtrix

sajdtértékei Y, N5, .. Nk

Bizonyitds. Legyen )\ akdrmelyik sajatérték. Ekkor Afz = A(...(A(A))...)z =
A (A) )N Nz = Mo,

A tétel kiterjeszthetS A tetszdleges polinomjara is.

6.0.12. TETEL. Ha az A € C™ ™ nemszinguldris mdtrixnak )\ sajdtértéke és
T egy hozzdtartozd sajdtvektor, akkor az A~'-nek sajdtértéke az 1/\ és x itt is
hozzdtartozo sajdtvektor.

Bizonyitds. Az = v — A7'Azx = A~ z — 2 = A~ ')\z. Osszunk 4t a
nemzérus A-val.

6.0.13. TETEL. Legyen \ az A mdtrix akdrmelyik sajdtértéke. Tetszdleges indukdlt
mdtrixnormdban fenndll, hogy |\ < || A]|.

Bizonyitds. |Az]| = [Alz]| = [[Az]| < [[A[l ]|zl
ahonnan x # 0 miatt |A| < || A|| adddik.

Béarmely A tehat egy olyan origd kozepli korben helyezkedhet el, amelyik sug-
ara egyetlen indukalt normédnal sem nagyobb.

A kovetkez0 tétel egy még altaldnosabb tartomanyra, n darab korlap egyesitésére
szukiti a sajatértékek lehetséges eldforduldsat.

6.0.14. TETEL. Gersgorin Tétel
Legyen A € C"*", tovdbbd

n

Ty = Z |aij| (2217772')

j=1,j#i

az i1-edik kor sugara. Legyen az i-edik korlap:
Di={z€eC:lz—ay|<r;} (=1,...,n).

Ekkor az A mdtrix minden X\ sajdtértékére fenndll, hogy
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Bizonyitds. Legyenv = [vy,... ,vn]T az egyik, tetsz6leges A-hoz tartoz6
sajatvektor, ¢ pedig az az index, amelyre fenndll, hogy ||v||., = |vs|. (|v;] értéke
v # 0 miatt nyilvan nem zérus.) Az Av = \v egyenletrendszer i-edik egyenlete

n
Av; = a;;v; + E aijVy,
j=Li#i
ahonnan atrendezéssel

n

< Z |aij| |vi|

j=1.j#i

n
E Clijl)j

=1,

|)\Uz‘ — aiivi| = |)\ — aii| |’Ul| =

adodik.
Mindkét oldalt |v;|-vel elosztva kapjuk, hogy

|/\—CL“’ S Ti.

Tehat minden A sajatérték benne van valamelyik D; korlemezben, az 0sszes sajat-
érték benne van az egyesitésiikben.

6.0.15. PELDA. Legyen

3 1 2
A= 0O 1 0
-5 -1 —4

/////

linearisan fiiggetlen, vé gtelen normdaban egységnyi sajatvektorokat.

e (ii) Feltéve, hogy nem tudjuk az el6z6 kérdésre a vélaszt, de ismerjiik az
A tanult normdit, dbrazoljunk a komplex szdmsikon minél sziikebb olyan
tartomanyt, amelybe biztosan beleesik mindegyik sajatérték. (|| A, = 7.47
kerekitve.)

Megoldas: A karakterisztikus polinom, illetve egyenlet

3—\ 1 2
det 0 1-—2)\ 0 =-N4+3\2-2=0.
-5 1 —4-\

A gyoktényezds alak: — (A + 2) (A — 1)° = 0. Vagyis a sajatértékek: \; = —2,
egyszeres és A\ = 1 kétszeres. Felirva a két sajatértékhez tartoz6 egyenletet:

) 1 2 T1 2 1 2 1
0O 3 0 Ty | =0 és 0O 0 O o | =0
-5 -1 -2 I3 -5 -1 -5 I3
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Az elsd egyenletrendszerbdl fiiggetlen (példdul) az elso kettd, ennek megodasa:
[—0.4t,0,t]7,

a masodiké:
(7,0, —7]"
(t, 7 # 0, egyébként tetszbleges komplex szdmok). A feladat kivanalmanak
megfelelnek, hat, 7 = 1.
Az A indukdlt normdi: ||A|, = 8, ||A]|,, = 10, ||A]|, = 7.47. Ezek koziil a
7.47 alegkisebb, tehat a tétel szerint minden sajatérték benne van az origé kozepd,
ilyen sugarti korben. Irjuk fel a Gersgorin tételben szerepld korok egyenletét:

(x=3)°+12=3% (@—-1°+y =05 (z+4)°+y°=6

2

Az 4bran jol lathatéak az egyes korlapok (a médsodik egyetlen pont). A Gers-
gorin tételben szerepld korlapok unidjanak és a tételben emlitett korlapnak a met-
szetét vastagabb piros vonallal hataroltuk. Lathato, hogy azért elég durva lehet ez
a becslés.

A sajatérték-feladat megolddsa elvileg is nehéz, numerikusan méginkabb. A
karakterisztikus egyenlet megolddsa nagyobb dimenzidban, majd adott esetben
az igen nagyméretd szingularis matrixu egyenlet megolddsa komoly gondot jelen-
thet. Eppen ezért elméleti jelentSsége mellett a gyakorlat szaméra is fontos kérdés,
hogy adott matrixhoz lehet-e olyan masikat taldlni, amelynek sajatértékei mege-
gyeznek az eredetivel. Az 4j matrix sajatértékei esetleg konnyebben meghatérozhatok.

6.0.16. DEFINICIO. Legyen A € C™ ™ tetszbleges mdtrix és T € C™" nem-
szinguldris. Ekkor az A — T YAT leképezést hasonldsdgi transzformdcionak
nevezziik, és ha B = T~ AT, akkor azt mondjuk, hogy A és B hasonlé.

6.0.17. TETEL. Ha A és B hasonléak, azaz B = T 'AT valamely nemszin-
guldris T mdtrixszal, akkor A és B sajdtértékei megegyeznek. Tovdbbd, ha egy
\ sajdtértékhez az A mdtrix x sajdtvektora tartozik, akkor az y = T 'z a B
sajdtvektora.
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Bizonyitas. Definicio szerint
Av=X & T '"Az = T2 & T 'AT(T '2) = N(T"'z) & By = )y,

ami bizonyitand¢ volt.

Vannak matrixok, amelyek spektruma a métrixbdl kiolvashatd. Azonnal latszik,
hogy a diagondlmatrixok sajatértékei a f{64tl6 elemei, de hasonloképp rogton lathato,
hogy ugyanez a helyzet a haromszogmatrixokndl is. Azokndl is a féatlobeli ele-
mek szorzata adja a determinanst és az A — Al olyan haromszogmatrix, melynek
f6atlgjat az a;;— A értékek alkotjdk. Felmeriil tehat az ilyen alakd matrixokra vald

hasonldsagi transzforméacid kérdése.

6.0.18. DEFINICIO. Egy A mdtrix diagonalizdlhatd, ha van olyan T mdtrix (det(T)
#0), hogy a T~ AT hasonlé mdtrix diagondlis.

6.0.19. MEGJEGYZES. A diagonalizdlhat6sdg pontos feltételét meglehetGsen
bonyolult ellendrizni, kivitelezése ugyancsak. Eppen ezért inkdbb elméleti je-
lentdségli. Haromszogmatrixra vald hasonldsdgi transzformaciot szintén nehéz
taldlni. Viszont ismeriink olyan numerikus eljarast, amelyik hasonlésigi transz-
formdcidk végtelen sorozatdval “kinullazza” a f64tlo alatti elemeket, mikézben a
diagonadlis elemek is konvergdlnak. Vagyis elég messze elmenve a sorozattal, a
foatloban 1évo elemek az eredeti matrix sajatért€keinek j6 kozelitései, fliggetleniil

2 2

attol, hogy a f6atl6 folotti elemek konvergalnak-e vagy sem.

Fenti megjegyz€siinkben szerepld eljarast nem ismertetjiik. Ismertetjiik vis-
2 2 Z rq ,7)

zont azt, amibdl altalanositassal szarmaztathat6 az emlitett (a f6atlé alatt nullazé
modszer.

6.1 A HATVANYMODSZER

Sok gyakorlati probléménal a legnagyobb abszolut értéki sajatértéknek dontd sz-
erepe van, ezért azt domindns sajatértéknek nevezziik. A sajatértékek sorszdmozasa
akaratlagos, de rendszerint tigy szaimozzuk, hogy teljesiiljon a kovetkezs: |\ >
|A2| > ... > |\.|. Ekkor tehat a \; a domindns. Altaliban mindegyik sajatértéket
felsoroljuk. Valamely sajatérték multiplicitast gy vessziik figyelembe, hogy an-
nyiszor szerepel, amennyi a multiplicitdsa. A sajitvektorok koziil is megadunk
minden felsorolt sajatértékhez egyet, tehat n darabot adunk meg: x1,25..., 2,
(akkor is, ha azok nem feltétleniil linedrisan fiiggetlenek). A dominéns sajatérték
kozelitd meghatirozaséara szolgald egyik mddszer alapgondolata von Mieses-t6l
szarmazik, ezért szokas Mieses-modszernek is nevezni.

Tegyiik fel, hogy az A € R™*" val6s matrix sajatértékei is valdsak, a dominans
pedig egyediili, azaz

(10) il > [Xo| > > Al
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Tegyiik tovabba fel, hogy a v(*) kezdSvektort sikeriilt igy megvalasztani, hogy
el6allithat6 a sajatvektorok olyan linearis kombindci6jaként, amelyben z; szere-
pel, azaz alkalmas «; konstansokkal: VO = a2 + agze + ... + Ty, ahol
ay # 0.

Képezziik a v*®) = Av*F=D = AkyO) (k = 1,2,...) sorozatot. (Itt a zaréjel
nélkiili fels6 index hatvanykitevs; ez is magyardzza a modszer elnevezését.) A
kiindul6 feltevések miatt

v = AvO) = Alaym; +agmy + .. A anxy)
= qMT1 + Ao + ...+ ap ATy,
illetve
v = A = A M ey F a4 4 N )

= al)\’fxl + 042)\’2%2 +...+ anAan
k k
= )\If (Oél.CEl “+ Q9 <i—?> To+ ...+ (i‘\—?) .Tn) .

Legyen y € R™ tetszSleges olyan vektor, amelyre 3 v(®) £ 0. Ekkor
k+1
k+1 n i
yT Ap®)  yTylk+D) ATt <CY1?JT$1+ Do Qi (,\—) yT$i>

Ty o) . NG
/ / Af (alyTﬂcﬁ S (i—l) yTxi)

— )\1,

ha k — oo, mert () miatt | A/ 1| < [Aa/A1] < 1 (k > 2). Ugyanezért

)
— = a1 7.

A}

A v®) tehdt egyre “parhuzamosabb” lesz z1-gyel, azaz maga is egyre jobb
kozelitése egy \i-hez tartozd sajatvektornak. Gondot okoz viszont, hogy kom-
ponensei a \; abszolit értékétdl fiiggden egyre nagyobb abszolit értékiiek lehet-
nek, vagy gyorsan tarthatnak zérushoz. Mindkét eset numerikusan el6bb utobb
kezelhetetlenné valik. Megoldast jelent viszont, ha idénként, leginkdbb min-
den Iépésben osztjuk egy szdmmal (hisz a hossz véltozdsaval egy sajatvektor
sajatvektor marad). Legkényelmesebb, ha normalunk, azaz a sajat oo jelti normdjaval
osztunk. Osszefoglalva, az algoritmus a kovetkezd:

6.1.1 A HATVANYMODSZER ALGORITMUSA

Input v® € R, ¢ (¢ > 0)
fork=1,2,... 20 = Ay-D
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=1 (yT € R™, 1épésenként valtozhat,

de yTvF—1) £ 0)

o) — z(’“)/ Hz(k)H
end

A fentiek alapjan fennall, hogy
A T P

A v®) — 2 konvergencian itt azt értjiik, hogy v(¥) hatdsvonala tart 2, hatdsvo-
naldhoz. A v(®) sorozat elemeinek komponensei viltakozé elSjeliiek, ha A, negativ.

Az y vektort 4ltalaban egységvektornak vélasztjuk igy, hogy ha )vi(k_l) ‘ = HU(’C*U Hoo,
akkor legyen y = e;. Ekkor tehat csupan két komponens hdnyodosat kell kiszdmitani:
Ve = zl-(k) / vfk_l); azt a kett6t, ahol a nevezdben szereplé v~ legnagyobb ab-
szolut értékeli komponense all (amirdl rdadasul azt is tudjuk, hogy 1 vagy —1).

Az eljards a |[Ay/ ;| nagysagrendjétdl fiiggd konvergencia sebességgel ren-
delkezik. A médszer erésen érzékeny a v¥) kezdévektor megvalasztdsara is.

Ha o = 0, akkor az eljards nem konvergdl a A\; domindns sajatértékhez. Bi-
zonyos matrixosztalyok esetén igazoltdk, hogy véletleniil valasztott v(?) kezdGvektorok
mellett 1 valészintséggel konvergdl az eljaras. Komplex sajatértékek, illetve tobbszoros
A1 esetén az eljardst mddositani kell. Az eljards konvergencidjat gyorsitani lehet,
ha az A — oI un. eltolt matrixra hajtjuk végre, ahol ¢ alkalmasan megvalasztott
szam. Az A — ol métrix sajatértékei ui. (mint azt a tételben lattuk): \; — o, Ay —
g,..., A\, — 0. A konvergenciat befolydsol6 |\ — o| / |\ — 0| pedig a o ligyes
megvilasztisaval kisebbé tehet mint |y /A |.

A hatvdnymodszert az

lrall, _ [[A0® — v

l®], [v™1,

)|
(11) 2<¢

kilépési feltétellel szokas leallitani, ahol r; a v és v®) ()-hez tartozé rezidualis
hibgja.
6.1.1. PELDA.  Keressiik meg hatvanymddszerrel az el6z6 példaban szerepld

matrix dominéns sajatértékét és a hozzatartozo6 sajatvektort.

Megoldas J6 kezdGvektort nem mindig sikeriil taldlni, kiilonosen ilyenkor,
amikor nincs n darab fiiggetlen sajatvektor. Induljunk ki a v(®) = [2,2, 2]7-b&l. A
szamitasi erdményeket tablazatba foglaltuk.
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P vy vl

17l
[12,2, —20] 6 |[0.6000,0.1000,—1]| 6.9
[—0.1000, 0.1000, 0.9000] | —0.9000 | [—0.1111, 0.1111, 1] | 2.6556

[—0.6754,0.0088, 1.7982] | —1.7982 | [—0.3756,0.0049, 1] | 0.3286

[0.8006, 0.0000, —2.0009] | —2.0009 | [0.4001, 0.0000, —1] | 0.0014

Ak = 1,2,...,6,...,15 1épéseket tiintettiik fel. A konvergencia megle-
hetdsen lassinak bizonyult, mint lathatjuk. Most a 0 = 0.8 eltoldssal, az A — o[-
re végrehajtva az algoritmust, mar k = 4-nél elértiik azt, amit az el6bb a 15-ik
1épésben. k£ = 15-nél pedig megkaptuk az eredményeket a szabvanyos duplapon-
tos aritmetikaban elérhetd maximadlis, azaz 16 decimdlis jegy pontossaggal.

A hatvanymoddszert, amely igen elonyos lehet nagyméretii ritka matrixok esetén,
leginkabb a legnagyobb, ill. a legkisebb abszolut értéki sajatértékek meghatarozasara
hasznaljuk. Ez utébbi a kdvetkez8képpen torténhet. Az A~! sajatértékei: /\ll, ceey ﬁ
Ezek koziil a legnagyobb abszolut értékii sajatérték ﬁ lesz. Itt sem szokds in-
(k=1)

vertalni, hanem a 2(®) = A~1y(=1 helyett az A2%) = v
megoldani; legkényelmesebben LU-mddszerrel.

A ()-ben szerepl6 r; rezidudlis hiba (vagy a relativ hibdja) kicsiségétdl azt
reméljiik, hogy nagysiagrendben valéban jol adja vissza a k-adik kozelitések hibajat.

egyenletrendszert

6.1.2. MEGJEGYZES. Sajnos ez nem mindig igy van. Tekintsiik az

o[ 1]

matrixot, ahol ¢ ~ 0 kicsi. Az A (¢) métrix sajatértékei 1 + /. Legyen v, = 1
és 2 = [1,0]". Ekkor a kozelitd sajatérték tényleges hibdja 4+/c de

][]

Ha most példdul ¢ = 100, akkor a reziduélis hiba 6t nagysagrenddel pontosabbat
mutat, mint a tényleges hiba. Ovatosan kell tehat a () eredményét kezelni.

= E&.
2

6.1.3. MEGJEGYZES. Végiil megjegyezziik, hogy rangszamcsokkentd eljardsokkal
€s egyéb modositasokkal a Mieses eljards alkalmassa tehetd az Osszes sajatérték-
sajatvektor meghatdrozdsara is.

7 NUMERIKUS DIFFERENCIALAS (DERIVALAS)

Alapfeladat: A numerikus derivalés alapfeladata az analitikusan ismeretlen vagy
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nehezen szamolhato, esetleg csak diszkrét pontokban ismert f : D(C R) — R
fliggvény derivéltjanak kiszamitdsa egy vagy tobb adott pontban.

A numerikus derivalast akkor alkalmazzak, haaza < zo < 21 < ... < 2, <
b alappontokban adottak az y = f(z) fiiggvény értékei

yk:fk:f(xk), k:0,1,2,...,n.
Ekvidisztans alappontok esetén:
xk:$0+k-h, k::0,1,2,...,n.

A numerikus derivéalast gy lehet végrehajtani, hogy az adott fiiggvényt inter-
polécids polinommal kozelitjiik:

f(x) =p(x) + R(z),  azaz f(z) ~ p(z)
és az f(x) fiiggvény derivaltjat a p(z) polinom derivaltjaval kozelitjiik.
FO (@) = p(w) + RO (), azaz fO(2) = p(0)

Ha a maradék-tag derivdltjainak értéke |RW)(z)| < e, akkor az f(x) fiiggvény
derivaltjai az interpoldcids polinom alapjan kiszdmithatéak:

fl(x) = p' (@), f*(@) = p™(x)

7.1 NUMERIKUS DIFFERENCIALAS DIFFERENCIA HANYADOSOKKAL

Ha f € C?[a, b] akkor megszerkeszthetjiik a masodfoku Taylor-polinomot:
fl@+h) = f(x) +hf'(x) + h*f"(€)/2, ahol & € [z,z + h].
Innen
fle+h) = f()=h-f'(x)+hf"(§)/2,

amibdl adédik, hogy

LIRS

A képlet hibajanak nagysagrendje O(h).
A derivalt definici6ja:

f'(x) — lim f(xo) B f(x)

ro—T To— X

Legyen 2 = x + h. Ekkor 2o — x = h, és © — z, miatt h — 0. Igy az el6z6

definicio
o) = i (€D 1)
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alakban irhato.
Ha f € C3[a,b] akkor a harmadfoki Taylor-polinom segitségével pontosabb
kozelitést kaphatunk.

flx+h) = f(x)+hf'(z)+R2f"(x)/2 + K3 f"(£1)/6, ahol £ € [z, x + h].
Hasonldan:
Jla—h) = fla) = hf'(x) + W2f" (@) /2 — b* " (€2)/6, abol & € [& — h, x].
Ha az els6 képletbdl kivonjuk a masodikat, akkor a kdvetkezét kapjuk:
fla+h) = flo—h)=20f(x) + K [6[f" (&) + [ (&),
amelybdl adddik, hogy
f(x+h)— f(x—h)=2hf(x) — h*f"(&)/3, ahol & € [x — h, x + ).
Innen kapjuk, hogy

Py LD =S =)

Ebben az esetben a hiba O(h?).
A mésodik derivalt leggyakrabban alkalmazott képletei:

f(x) —2f(x+ h)+ f(x + 2h)

f”(l’) ~ h2
f”(l‘) o f(l’ + h) — 2];1(2‘%) + f(ZE — h)

A mésodik képletet a centralis differencia formuldanak nevezziik. A képletek
hibajanak nagysagrendje O(h?).

7.2 NUMERIKUS DIFFERENCIALAS LAGRANGE INTERPOLACIOVAL

Amennyiben f(x)-et az alappontokon atmend

p(@) = > v (o)

Lagrange-féle interpoldciés polinommal kozelitjikk, akkor az f(x) fiiggény x-
pontbeli j-edik derivéltjanak kozelitését az

(12) FO) = p (@) =Y i 1P (2)
=1
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Osszefiiggés adja meg.
Hibakorlétot is adhatunk amennyiben f elég sokszor folytonosan differencidlhaté
[a, b]-n.

@D (3 _ p) j J! e | £ (G-)
a3 |fP) -p (xMS;(j—i)!(n—i—i)!xe[%,b]w (@)] | (@)

ahol z,z1,x, € [a,b] ésw(x) = (v — z1)(x — x2) ... (T — xp).
Az elsd derivalt kozelitd értéke n = 2 és x1 = x, x2 = x + h esetén

flz+h) - f(x)
- :

fl@) =~
Ennek a hibdja O(h) nagysagrendd, ha f € C?[a, b].

Hapedign =3ésxy =2 — h, x9 = x, x3 = x + h, akkor

fla+h) = flw—1h)

) = o

Ezen kozelités hibdjanak nagysdgrendje O (h?), ha f € C3[a, b].

Az ) .

képlet segitségével masodrendd derivalt is szdrmaztathat, mégpedig szintén O (h?)

hibaval:
fl@+h) =2f(x) + flx = h)
h2

f'(z) ~

7.3 NUMERIKUS DIFFERENCIALAS NEWTON-FELE INTERPOLACIOVAL

(x —x0)...(x —x,)
nlhn

jelolést kapjuk, hogy = —

T — X (x — o) (x — 21)
A
no ot e
Ekvidisztans pontok esetén, bevezetve a t =
x, = (t—n)hés

Nu(z) = fot Alyot. . .+ Amyp.

T—xg

h

Ht—1) =D (= (=)

No(x) = fo+tAyo + 51 Yo + - p

"o.

Az g, x1, 9, T3, x4 alappontok alapjén az elsé Newton-féle interpolacios poli-
nom differencidlasaval a kovetkezd képletet kapjuk:



86 7 NUMERIKUS DIFFERENCIALAS (DERIVALAS)

() & [(Ayo) + (2t — 1)(A%y0)/2 + (3% — 6t + 2)(A%) /6
+ (2t% — 9t + 11t — 3)(A%yy)/12]/h

Mivel az z, kezdOpontot tetszélegesen lehet kivdlasztani, ezért feltehetjiik,
hogy az z, az a pont, amelyben a derivalt értékét akarjuk kiszdmitani.

Figyelembe vessziik, hogy ebben a pontban ¢ = 0, akkor az els6 Newton-féle
interpoldcids polinom alapjan:

F'(wo) = [(Ayo) — (A%0) /2 + (A%y0) /3 — (Ayo) /4
+ .+ (=D AMy) /n] /R

Ezeket a képleteket atalakithatjuk tigy, hogy a differencidk helyett a képletek csak
fliggvény értékeit tartalmazzak:

f'(wo) = [(Ayo) — (A%0)/2]/h = (=3yo + 4y1 — y2)/2h.

#/(z0) ~ [(Ago) — (A%yo)/2 + (A%0)/3]/h
= (—11yo + 18y; — 9ya + 2y3)/6h.

f'(20) = [(Ayo) — (A0) /2 + (A%0) /3 — (A%yo) 4]/
— (=251 + 48y; — 36y, + 16ys — 3y4)/12h.

A maésodik derivalt kozelitésére a Newton-féle interpolacios polinom segitségével
a kovetkezd képletet kapjuk:

(o) = [(A%y0) — (A%yo) + (A'yo) - 11/12 = (A%p) - 5/6 + .. ]/

7.3.1. PELDA. Példa a Newton-féle interpoldcids képletek alkalmazdsdra:
Szamitsuk ki az y = sh(2x) fiiggvény 3/ (x) és 3y’ (x) derivéltjait az x = 0 pontban:

ol Ay A% Ay AYy
0,00 0,00000 0.10017 0.00100 0,00101 0,000C

0000 0,10017 0,00100 0,00101 0,00003

.......

0,05 0,10017 0,10117 0,00201 0,00104 0,00003
0,10 0,20134 0,10318 0,00305 0,00107

0,15 0,30452 0,10623 0,00412

0,20 0,41075 0,11035

0,25 0,52110
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Megoldas:

y'(0) = [(Ayo) — (A%y0)/2 4 (A%yg) /3 — (A'yo) /4] /h

=20 - (0.10017 — 0.00050 -+ 0.00034 — 0.00001) = 2.0000.
y"(0) = [(A%yo) — (A%yo) + (A'yo) - 11/12] /R

— 400 - (0.00100 — 0.00101 + 0.00003) = 0.008

Az y = sh(2x) fiiggvény analitikus differencidldsdaval kapjuk, hogy y'(x) =
2ch(2x) és y" () = 4sh(2z). Igy a pontos derivalt értékek: 3/ (0) = 2 és 3 (0) =
0.

7.4 NUMERIKUS DIFFERENCIALAS SPLINE INTERPOLACIOVAL

Spline kozelitést is hasznalhatunk derivaltak numerikus kozelitésére. Elsdrendi
derivéltak eldnyosen kozelithetSk a harmadfoku természetes Spline-nal.

A képlet levezetése konnyd, hiszen szakaszonként egy-egy harmadfoku poli-
nomot kell derivélni.) A kozelités hibdjara f € C? [a, b] esetén fennall, hogy

/ . / < .
) = )| < 5 (o 1),
ahol K; > 0 konstans. A kozelités hibaja tehat a legnagyobb részintervallum
hosszaval aranyos. A Spline kozelitéseknek van egy simito jellege is, amely
mérsékeli a kerekitési, ill. adathibdk negativ hatdsit. A Spline hasznélata akkor
elényos, ha a derivalt sok pontban sziikséges.

8 NUMERIKUS INTEGRALAS

Newton-Leibnitz formula: Ha f Riemann-integralhaté [a, b]-n és itt 1étezik F’
primitiv fiiggvénye, akkor

[ / F@)dz = F(b) — Fla).

Ezt a képletet csak akkor lehet alkalmazni, ha megtudjuk hatarozni az F
primitiv fliggvényt, kiilonben kénytelenek vagyunk numerikus integrdldst alka-
Imazni.

A numerikus integraldsnak ugy lehet végrehajtani, hogy az f fliggvényt egy p
interpoldcids polinommal kozelitjiik:
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€s ez alapjan a hatdrozott integrél értékét altaldnos formaban igy kozelitjiik:

1= / F () ~ / ' payula)dz,

ahol w > 0 egy tetszbleges sulyfiiggvény.

8.1 LAGRANGRE INTERPOLACIO ALKALMAZASA

Legyenek adottak az 1, xo, . . . , x,, alappontok és ezekben az y,, yo, . . . , y, fliggvényértékek.
Ha az interpolacios polinomként a Lagrange féle interpoléacids polinomot valasztjuk:

=y (),
j=1

akkor

I_/f dxw/abp() dx—/ (Zyj ) z)dx

= Zy (f zj<x>w<x>dx)l _ Zy H

N

-

H.

J

Hibabecslés: A numerikus integralds hibabecslése w = 1 esetén a kovetkezd
képlet alapjan allapithaté meg:

= /abf(a:)dx — /abp(x)dx = % /abw(x)dx

ahol ¢ € [a,b] ésw(x) = (x — x1)(x — x2) ... (v — x,,). Innen:

]\4”_’_1 (b _ a)n+1

Rl < s

ahol
Moy = max [ f0+)(a)

z€[a,b]
8.2 NEWTON-COTES FORMULAK

Legyen w = 1. A Newton-Cotes formuldkat ugy kaphatjuk, hogy az f fiiggvényt
a Lagrange-féle interpolacids polinommal kozelitjiik, igy hogy az alappontok ek-
vidisztansak legyenek:

xr=a+k-h, k=0,1,2,....n
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ahol a 1épéskoz
h=(b-a)/n

A Newton-Cotes formuldkat két véaltozatban alkalmazhatjuk.

Zart Newton-Cotes formula:

A zart Newton-Cotes formula az alappontokat (az a és b pontokat) is tartal-
mazza. Ekkor az integrélt az

b n n
[ #arin =3 AL sk k) = 30 A
a k=0 k=0

alakban frhatjuk fel. Az A,(C") egyiitthatékat a BIE”) egyiitthaték alapjdn lehet
kiszamitani:
A = (b—a)B,
ahol
b
B :/ lp(z)dx.

Mivel ekvidisztans beosztdsunk van, ezért bevezetve a t = (x — xg)/h jelolést
a Lagrange egyiitthatkra igaz, hogy

lk(x):(—l)n_k(Z) 1ott=1)---(t—mn)

t—k n!

Ezekre a B,(Cnﬂ) = f; I (z)dx egyiitthatokra igaz, hogy nem fiiggnek az [a, 0]
intervallumtél,
- o,

és

Xn: B =1.
k=0

A kovetkezs tablazat tartalmazza a B,g") értékeket, amelyek a zart Newton-
Cotes formulakhoz tartoznak (n < 4).

n=1: BV =12 BV =1/2

n=2: BP=1/6, B®=4/6, B =1/6,

n=3: BY=1/8, B®=3/8 BY =318 BY=1/8

n=4: B =7/90, B =32/90, B{" =12/90, B{Y =32/90
B =7/90
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Nyilt Newton-Cotes formula:
A nyilt Newton-Cotes formula az alappontokat (az a és b pontokat) nem tar-
talmazza. Ekkor az integrélt az

,_n

n—

/f =N A"fa+k-n) = ZA

1

=
Il

alakban irhatjuk fel. Az A,(f egylitthatokat az el6z6hoz hasonldan a Bli ")

alapjan lehet kiszamitani.
A kovetkez6 tablazat tartalmazza a B,g") értékeket, amelyek a nyilt Newton-
Cotes formuldkhoz tartoznak (n < 5).

egyiitthatok

n=3: B =12 BP®=1/2
n=4: BY =2/3 Bg4> =-1/3, B{" =2/3,
n=5: BY =11/24, BY =1/24, BY® =1/24, B =11/24

8.2.1. PELDA. Hatérozzuk meg az

|
]:/ dx
o 1+ 2

integral értékét zart Newton-Cotes formuldval n = 4 esetén!

Megoldas:

n = 4 esetén az alappontok: zy = 0,21 = 0.25,29 = 0.5, 23 = 0.75, 24 = 1.

A fiiggvényértékek: yo = 1,y1 = 16/17,yo = 4/5,y3 = 16/25,y4 = 1/2.

A hozzatartoz6 egyiitthatok, b—a = 1 miatt: Aé4) =17/90, A§4) = 32/90, Aé‘” =
12/90, A% = 32/90, ALY = 7/90.

Igy

[ /01 1 ijdx — (7/90) - 1+ (32/90) - (16/17)

+(12/90) - (4/5) + (32/90) - (16/25) + (7/90) - (1/2)
— 6677/8500 = 0.7855294118.

A pontos érték:

1
1
I:/ — dx = m/4 = 0.7853981635.
0 1+I
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8.3 TEGLALAP-FORMULAK

A 1épéskoz h = (b — a) /n. Elsé téglalap-formula:

Masodik téglalap-formula:
D=h- i Yj
j=1
Ha az f fiiggvény monoton, akkor
< |10 =1

- o
hyn = yol = h- | f(b) — f(a)]

Ebbdl latszik, hogy a 1épéskoztol linedrisan fiigg a hiba, azaz O(h).
Harmadik téglalap-formula:

V=h- Zyj—l/%
j=1

ahol

Yi—172 = f(xj-1)2), Tio1p = (vj1+x5)/2,  Jj=1,2,....n

8.4 TRAPEZ-FORMULAK
8.4.1 EGYSZERU TRAPEZ MODSZER (N=1):

Ekkor a = x¢, b = x1.

I_/f yo+y1 hiR /f yo+y1,h.

8.4.1. TETEL. Ha f kétszer folytonosan differencidlhaté és |f"| < M, az [a,b]

intervallumon, akkor

My - h3

R| <
IRl < 12



92 8 NUMERIKUS INTEGRALAS

Bizonyitas. A Lagrange interpolicié hibdjat felhasznalva:

$@) = pla) + T — o) — ),

ahol p(x) linedris (egyenes) és £ € [a, b]. Innen

I= /ab f(x)dx = /abp(:c)d:c + /b f//2(§> (x — xo)(x — x1)dx

a

b gn
ZW'H/G fég)(x—xo)(x—xl)dx.

Ebbl adédik, hogy

b b
R:/ f(x)da:—w-h:/ / <£)(x—x0)(x—x1)dx.

2 2

m=|as2) [ F© - i
<) | O — o) — 1)l d
<0t/2) [ o= a)ta = o)
Mivel
/:|(x — 20)(@ — 21)|dz = /ab (2 + (w0 + @)z — wo21) do

= [-2%/3 + (wo + x1)2%/2 — (:coa:l):c]z
=—(*—a*)/3+ (a +b)(b* — a*)/2 — ab(b— a) = h*/6.

My, h® M,y -h?
< =
IR < 2 6 12

8.4.2 OSSZETETT TRAPEZ FORMULA

Kihaszndlva a hatdrozott integral additiv tulajdonsagdt, az [a, b] intervallumot fel-

bonthatjuk az
Aa=To<T1<x9<...<T,=0
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pontokkal n részintervallumra, minden intervallumon kiszamoljuk az egyszer(
trapéz formulaval az integralt, és ezeket Osszegezziik. Igy jutunk el az Osszetett
trapézformuldhoz:

b n_lflj T
i+1 — T
/ f(z)de ~ Z +T [Yi + Yiva] -

Hibabecslés: Ha f € C?[a, ] és |f| < My, akkor

1
<N (-
=0

Ha az alappontok ekvidisztinsak, azaz z, = a+ k- h (k= 0,...,n), akkor a
képlet alakja egyszertisodik:

b — Tit1 — X4
[ e = 37 B ) + i)
a =0

n—1

Yo+2) Y+

i=1

/f@@znm:g

A képlet hibdja (nh = b — a miatt):

Mg(b — (l)h2 o Mg(b — CL)S
12 - 12n2

fwwx—ﬂﬂﬂ‘g

A hiba h2-tel ardnyos, vagyis n>-tel forditottan ardnyos. A gyakorlatban csak
Osszetett formulat hasznéalunk.

8.5 AZ ERINTOFORMULA

Az érint6formula egy nyilt Newton-Cotes formula, amelyre:

/abf(x)dm(b—a)f<“;b>.

Az érint6formula dgy is értelmezhetd, hogy a fiiggvényt az [a,b] intervallum
kozéppontjdhoz hizott érintéegyenessel kozelitjiik, €s az egyenes alatti teriiletet
vessziik. Ez mutatja, hogy legfeljebb els6foku polinomig pontos.

Tegyiik fel, hogy f € C?([a, b]). Ekkor az érint§ formuldval

/abf(as)dm —(b—a)f (“T*b) Lo ai‘ M)

Igy a kapott hibabecslés:

l%qu—@—av(a;@\gw—g”@.
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ahol My > |f”(x)]| az [a, b] intervallumon.

A gyakorlatban ezt a formuldt nem az egész [a, b] intervallumra alkalmazzuk,
hanem azt n részre osztjuk (h = (b — a)/n), és az egyes részintervallumokban az
érint6formuldval integralunk.

/abf(x)da:%<b;a)gf<a—g+ih>.

8.6 A SIMPSON FORMULA

8.6.1 EGYSZERU SIMPSON FORMULA
a-+b

Legyen most 1 = a,xy = és x3 = b. Alkalmazzuk a hidrom pontra

tdamaszkod6 méasodfoku Lagrange-féle interpolacids polinomot.

[ 1@<t @+ 47 (S50) + 500)]

Vegyiik észre, hogy az egyszerti Simpson formula egy zart Newton-Cotes for-
mula, amelyre n = 2 és B(()Q) =1/6, BF) =4/6, B =1/6.

Hibabecslés:

Az egyszerd Simpson formula hibdjat f € C*[a, b] esetén a Lagrange-féle
interpoldcids polinom hib4jat felhasznélva kapjuk. Ekkor

/abf(x)dx_ bga {f(a)H(a;rb) +f(b>” S]\44(19&)@5

formuldval becsiilhetjiik, ahol My > | f*)(z)| az [a, b]-n.

8.6.2 OSSZETETT SIMPSON FORMULA, 1. VALTOZAT

Tegyiik fel, hogy n péros és az alappontok ekvidisztansak, azaz x; = zo + 1 - h
(ahol h = =% ési =0,...,n). Ekkor a képlet alakja

2

Salf) = S [F(@0) +4(F @) + F () + -+ Fwn-1)

A képlet hibgja:

b
[ #ardn = s(p| < =
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8.6.3 OSSZETETT SIMPSON FORMULA, 2. VALTOZAT

Ha az [a, b] intervallumot itt is felosztjuk az
a=r0< 21 <...<x,=0

pontokkal n részintervallumra, akkor az dsszetett Simpson formula:

b n—1
[ e s, = I g ag (S o fa)
a i=0
Ha az alappontok ekvidisztdnsak, azaz x; = x¢ + i - h (ahol b = 22 és

n

1 =0,...,n), akkor a képlet alakja
h n—1 n—1 h
S =1 [f(xo) L2y fa) 143 f (x " 5) ¥ f(wn)] .
i=1 =0
A képlet hibaja pedig

M4(b — CL) 4 M4(b — (1)5

b
/a f(@)dz — S, (f >‘ T30 T " 2ss0m

8.7 GAUSS-KVADRATURAK

Az eddigi, interpolaciobdl szarmaztatott kvadratira-formuldk legfeljebb annyiad-
foku polinomra pontosak, ahdnyad foki polinombdl szdrmaztattuk ket. A Gauss-
kvadraturak abbdl az észrevételbdl szarmaznak, hogy az alappontok specidlis megvalasztasaval
a kavadratira-formula rendje novelhetd.
Ehhez sziikségiink lesz az ortogonélis polinomokra. A {(px(x))} egy orto-
gondlis polinom rendszer, ha

b
< pi,p; >= / pi(x)pj(x)w(z)dr =0 (1 # j)

8.7.1. TETEL. Legyen {(px(x))} egy ortogondlis polinom rendszer. Ekkor bdrmely
n-re a p,1(x) polinom gyokei valésak, egyszeresek és az [a,b] intervallumban
vannak, ahol [a,b] a skaldrszorzat integrdldsi tartomdnya.

Az n + 1-pontos Gauss-kvadratirat dgy kapjuk, hogy a p,1(z) ortogonlis
polinom gyok-helyein készitjiik az interpolaciébdl szarmaztatott kvadratira-formulat.
A séma a kovetkezd:
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Legyen f(z) = p(z) + R(x), ahol p a Lagrange interpolacios polinom, R a
hiba. Ekkor

/abf(x)w(x)dx = /abp(m)w(x)dx T /abR(x)w(x)d;p

i=0
b
ahol a; = / lLi(z)w(z)dz.
8.7.2. TETEL. Legyenek a p,.1(x) ortogondlis polinom gyokei xo,x1,...,T, és

legyen a; = f: li(z)w(z)dz ahol l; az i -edik Lagrange alappolinom a fenti alap-
pontokon. Ekkor a Gauss-kvadratiira

n

Gu(f) = Z a; f(z)

1=0

pontos minden legfeljebb 2n + 1-edfokii polinomra, azaz, ha f egy legfeljebb 2n +
1-edfoku polinom, akkor

b
@mz/fmmwm

8.7.3. TETEL. (A Gauss kvadratiira hibaformuldja)
Legyen [ € C*"*2[a,b] és G, (f) = Y., aif (x;), ahol az alappontok a p,, 41 (z)
ortogodlis polinom gyokei. Ekkor

FE2(E)
(2n +2)!

| #awtads - () -

* < DPn+1; Pnt1 >,

ahol p,1(x) egy 1-féegyiitthatds ortogondlis polinom.

8.7.4. MEGJEGYZES. Az a; egyiitthatok pozitivak.
Az f(z) = 1 fiiggvény integdldsaval kapjuk a p, 111 . . . momentumokat:

n b
Zai = / w(z)dr =: po
i=1 a

b
1L ::/ r'w(z)dx.
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Legendre-polinom:

(2n)!

o n n(n B 1) n—2
N 2”n!2[ B o

2(2n — 1)
n(n—1)(n —2)(n —3)
2(2n — 1)4(2n — 3)

P (x)

xn_4:|:...j|

[a,b] = [-1,1]
w(z) =1
po = 2
Py(x)=1
P(x)=x

Py(z) = 3/2(x* — 1/3)

Csebisev-polinom: Az n-edfokud Csebisev polinom a kdvetkezd 0sszefiiggéssel
adhat6 meg:
T, (z) = cos(n arccos(z))

[a,b] = [—1,1]

Laugerre-polinom:

Lo(z) = wu_l(:p) e
[a,b] = [0, 00|
w(r)=e"
po =1
Lo(z) =1

Li(z) = —(z—1)
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Ly(z) = 2* — 42 + 2

Hermite-polinom:

H,(x) =2xH, 1(x) —2(n — 1)H,_o(2) n > 1.

[a,b] =] — 00, 00]
wiz) =1
po=e"
Ho(z) = 1
Hy(z) = o

8.8 KVADRATURAFORMULAK HIBAINAK UTOLAGOS BECSLESE

Elvégezziik a numerikus integralast n és 2n részintervallum esetén. Ha fennall,
hogy
|Tn<f) - TQn(f)‘ <,

akkor a Ty, (f) kozelitést £ pontossdagunak fogadjuk el. Ha

T (f) = Tan(f)] > &,

akkor az n értékét tovabb kell novelni. A hibabecslést az un. Runge-elv alapjan
lehet végrehajtani.

Hiba utolagos becslése trapéz-formula esetén:

Ha f”(x) elGjele dllandd, akkor az Osszetett trapézformula hibdjara fennall,

hogy .
[ st - mn‘ < Tu(f) - Tl

Hiba utolagos becslése Simpson-formula esetén:
Ha {4 () el6jele 4llandd, akkor az dsszetett Simpson-formula hibakorlatja a
kovetkezd:

b
[ st - Szn(f)‘ < 1Su(f) = Sn(f)]
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9 NEMLINEARIS EGYENLETEK

Az
f(z)=0 (f:R—=R),

alaku egyvaltozos egyenletek, illetve az
Flz)=0 (F:R"—R", n>2),

alaku tobbvaltozds egyenletrendszerek kozelité megoldasi moédszereit vizsgaljuk.
Az egyenlet (egyenletrendszer) pontos megoldasat kovetkezetesen x*-gal jeldljik;
z* € R (illetve z* € R™).

Direkt modszerek, tehat amelyek véges sok 1épés utdan legaldbb elméletileg
adnék z*-ot, itt még egyvaltozds esetben sem igen konstrualhatok.

A gyakorlatban mindig elegendd tudni egy elméleti eredmény tobbé-kevésbé
pontos kozelitését, igy az iteracids eljarasok a legtobb esetben szoba johetnek.

Egy-egy mddszer csak specidlis esetben alkalmazhat6. Kiilondsen igy van
ez a nemlinedris egyenleteknél, egyenletrendszereknél. Nincs univerzalis eljaras,
ami minden egyenletnél megfeleld pontossagu kozelitést garantilna €s kiilondsen
nincs olyan, ami mindezt elég gyorsan is tenné.

A tovabbiakban minden esetben feltételezziik, hogy az f fiiggvény folytonos.
A konvergencidt garantdld feltételek kozott azonban tobbnyire még szigorubb,
differencidlhat6sdgi megkotések is szerepelnek.

Az f(z) = 0 (f : R — R) alaki valds egyenletek megolddsi méodszerei egy,
az =* megoldashoz konvergal6 {z;};° , sorozatot képeznek.

9.1 INTERVALLUMFELEZO MODSZER

Tegyiik fel, hogy f : R — R folytonos az [a, b] intervallumon és a végpontokban
ellentétes a fliggyvény elGjele, azaz fenndll, hogy

(14) fla)f(b) <0.

Ismert tétel, hogy zért intervallumban folytonos fiiggvénynek van az intervallu-
mon legnagyobb €s legkisebb ért€ke, tovabb4 a fiiggvény e két szam kozotti vala-
mennyi értéket felvesz az intervallumban. Ebbdl azonnal kovetkezik, hogy az
f (z) = 0 egyenletnek van legalabb egy =* € (a,b) gyoke.

Az intervallumfelezd eljaras (amit szoktunk roviden csak felezd eljarasnak is
nevezni) lényege a nevében benne van. Az intervallum kozéppontja két részre,
két félintervallumra osztja az eredeti intervallumot. Megnézziik, hogy koziiliik
melyikben teljesiil () és ott folytatjuk. Kicsit pontosabban megfogalmazva: legyen
c = (a+0b) /2 és vizsgaljuk az f (c) értékét. Ha annak elGjele az a-beli elGjellel
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ellentétes, azaz f (a) f (c¢) < 0, akkor az [a, c] intervallumban van gyok. Egyébként
a [c, b] intervallum tartalmaz gyokot. Az dj intervallumot djra megfelezziik és igy
tovabb.

Az egymaésba skatulyazott

(15) la,b] = [a1,b1] D [ag,bs] D ... [ak, bl O ...,
zart intervallumok rahuzédnak az egyenlet egy z* gyokére. Mds forméban is

a;,¢c;|, ha f(a; c) <0 .
megadva: [ar, bi] = [a, b, ¢; = (a; + by) /2, [am,bm]:{ %C‘ b‘]l egyJ;l()ké)é‘t( )<0 o

300
250¢

2001 [a1,b1]

150+ [a2,b2]

100+ [a3,b3]

y-tengely

501 a4.ba

0 /-“‘/

-sof

-1
004

5 6 7 8 | ©
a x—tengely

Az is nyilvdnvald, hogy az i-edik intervallum hossza: (b; — a;) = (b;_1 —
a;_1)/2 = (b — a)/2"! szigordan monoton csokkend mértani sorozat és az x*

gyokot az [a;, b;] intervallum tetszSleges y pontjaval kozelithetjiik. Az y kozelités
hibija legfeljebb a két végponttél mért nagyobbik tdvolsig lehet, azaz fenndll,

hogy
(16) lz* — y| < max{y — a;,b; — y}.

A max{y — a;,b; — y} korldt akkor a legkisebb, ha y = %% Ezért az z* gyok
i-edik kozelitéseként éltaldban az x; = (a; + b;) /2 felezGpontot haszndljuk. Az
intervallumok hosszara tett megallapitasbdl igy egzakt hibabecslés is adddik:

b, — a; b—a
17 ol <2 L = . =1,2,...).
a7 R e i el ( )

Az algoritmust tehdt akkor allitjuk le, ha a kozelités hibdja kisebb, mint egy
elére megadott ¢ > 0 hibakorldt. Ezért az intervallumfelez$ eljaras gyakorlati
formdja a kovetkezd.
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Az intervallumfelezé eljaras algoritmusa:
input [a, b], € > 0.
fa= f(a)
while b — a > 2¢
r=(a+0b)/2
if fax f(x) <0
b=z
else
a=ux
end
end
x=(a+b)/2

9.1.1. TETEL. Ha [ € Cla,b] és f (a) f (b) < 0, akkor az az intervallumfelezd
eljdrds sordn kapott {x;} sorozat konvergdl az f valamely |a, b|-beli gyikéhez és
érvényes az () hibabecslés.

Ha az [a,b] intervallum tobb gyokot is tartalmaz, az {x;} sorozat koziiliik
egyikhez konvergél.

9.1.2. MEGJEGYZES. Az intervallumfelez6 médszer legnagyobb el6nye, hogy
nagyon enyhe (mondhatni, hogy csak a gyakorlatban szinte kotelezGen elvart)
feltételek mellett biztositja a megoldashoz vald konvergenciit. El6nye még az
egyszertisége is. Ugyanakkor hdtrdnya a lassi konvergencia. A hibdt a () sz-
erint egy konvergens mértani sorozattal tudjuk becsiilni. Az x; hibakorlatja x;_;
hibajanak a fele, igy a konvergencidja linedris vagy masképpen elsdrendd.

9.1.3. PELDA. Oldjuk meg intervallumfelezd eljdrassal az f(z) = 4—4x?—e® = 0
egyenletet az [a, b] = [0, 1] intervallumon dz; = ¢ = 1075 hibakorlattal.

Megoldas. Az f fiiggvény nyilvanvaléan folytonos, tovabba f(a) = fa =
f(0) = 3és f(b) = f(1) = —e ellentétes elGjeld, ezért alkalmazhaté a felezs
médszer. A b — a = 1 hosszi intervallumbdl indulva () alapjn az 1/2¢ < 1076
egyenlStlenségbdl © > —loge/log2 ~ 19.93, azaz i = 20 1épés sziikséges. A
1épéseket tablazatba foglaltuk, bekeretezve a végeredményt:

i [a,b] =« dx f(z) ~

1 0,1] 0.5 0.5 1.3 —a==x

2 [051 0.75 0.25 04 b=z
(1% 3 [0.5,0.75] 0.625 0.125 057 —a=z

20 0.95 x 1076
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9.2 A FIXPONT ITERACIOS ELJARAS

A médszert az f (x) =  — g (x) = 0 alakd vagy ilyen alakra hozott egyenletek
esetén alkalmazzuk. Az f (z) = 0 egyenlet ekvivalens az

(19) z=g(2)

egyenlettel. A mddszer elnevezésének az az alapja, hogy a megoldas egyben az
x — g (x) leképezés fixpontja: a leképezés soran helyben maradé pont.

Vilasztunk tehét egy z kezdeti értéket, majd képezziik az

(20) r1=g(x0), o =g (x1),..., 2101 =g (Tk), ...

sorozatot. Azt reméljiik, hogy a sorozat az egyenlet z* megoldasdhoz (a leképezés
fixpontjdhoz) konvergdl. Tovéabbi 1ényeges kérdés, hogy az iterdciét az i-edik
1épésben megillitva, legfeljebb mekkora tavolsagra vagyunk a megoldastol. A
kovetkezd két dbran geometriai szemléltetését adjuk az eljarasnak, ami onmagédban
is igazolja, hogy a fixpont akdr egyértelmi 1étezése sem ad garanciit a konver-
gencidra.

2 y=g(x) y=x J

P

1.6f .

1.2 1

0.8
0.6
0.4

0.2

x0 x1 X2 ‘
1.5 2 25

N I I

A fixpont iteracios eljaras vonzo gyok:
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0.81

o7r y=x y=g(x) ]|

0.6

0.5r

0.4r

0.31

0.2r

0.1-

T

x2 x1 x0

9.2.1. TETEL. Ha g € C'|a,b] és a < g (z) < bminden x € [a,b] esetén, akkor a
g (z) fiiggvénynek az [a, b] intervallumon van fixpontja.

Bizonyitds. Feltehetjiik, hogy g(a) > a és g(b) < b. (EgyenlGség esetén
maga az a, illetve b fixpont lenne.) Legyen h(x) = g(x)—x. Ekkor h(x) folytonos
[a,b]-n, h(a) > 0és h(b) < 0. Ezért a h () fiiggvénynek van £ € (a,b) gyoke,
azaz h(€) = g(€)-€ = 0. ™

A fixpont iteracios eljaras vonzo gyok:

b,g(b
(a.8(a) (b,g(b))

9.2.2. DEFINICIO. A g € C [a,b] fiiggvény kontrakcid az [a, ] intervallumon, ha
létezik 0 < q < 1 1gy, hogy

(21) lg(x)—gW)| <aqlz—vyl, =zy€lab.

9.2.3. PELDA. A
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g (x) = 2? fiiggvény kontrakcié a [0, }J intervallumon, de a [0, 1] intervallu-
mon mdr nem az.

1 1
=y = e talle vl < glo ol mwe |o.g].
——
<1/2

legyen példaul z,y € [%, 1] , de x # y Két ilymo6don vélasztott szam ellenpédat
ad, ugyanis

3
22— | = e +ylle—yl =S le—y[ >z —y| (#vy)
ey 2

>3/2

9.2.4. TETEL. Banach-féle fixponttétel
Ha g € Cla,b), a < g(z) < b (x € [a,b]) és g () kontrakcié |a, b]-n, akkor
pontosan egy fixpont létezik |a, b|-ben.

9.2.5. TETEL. Legyen g € C'[a, b] Ha teljesiilnek a kivetkezdk:
(i) a < g (z) < bminden x € [a,b] esetén,
(i) az x — g (x) kontrakcid [a, b]-n q kontrakcios tényezével,
akkor az () egyenletnek pontosan egy megolddsa van |a,b]-n és az () sorozat min-
den o € [a,b] esetén az egyenlet egyetlen x* megolddsdhoz konvergdl. Ervényes
tovdabbd az aldbbi hibabecslés:

|z — x| < |z1 — xo] .

: q
22 — <
(22) |z xkl_l_q S

9.3 FIXPONT ITERACIO

9.3.1. TETEL. Ha a g fiiggvényre teljesiilnek a kdvetkezdk:
(i) g € C1[a, ] (azaz folytonosan differencidlhaté [a, b]-n),

(if) maXgzea,b] 9" (z)| =q <1,
akkor az x — g (x) kontrakcid [a, b]-n q kontrakcids tényezdvel.

Bizonyitds. Haxy € |a,b], akkor a differencidlszdmitds Lagrange-féle
kozépértéktétele alapjan 1étezik £ € [a, b], hogy

lg(x) =g W) =19 (&) (z—y)| =g )]]r —y| < qlr—yl.

A fixpont iteracios eljaras algoritmusa:
Input zg, € (¢ > 0).
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k=1, =z =g(xo)
while kilépési feltétel=hamis
Ty1 =49 (331@)
k=k+1
end
Az algoritmus koltsége a felezd eljardshoz hasonld. Lépésenként itt is egy
fliggvénykiértékelést kell végezni €s ez hatdrozza meg a koltséget. Téarolni nem
kell a sorozat minden elemét, elegendd mindig csak az utolsé kett6t. A kilépési
feltételhez rendszerint ezekre sziikség van, ezért is szamitjuk ki még a ciklus elott
az xi-et.
Kilépési feltételként a kovetkezdket szokas hasznalni:

(A) 1%[1 |z, — xp_1| < e (egzakt hibabecslés)
B) |rp —xpa| <€
(©) |z — glzx)| < e

Ha nem alkalmazhatjuk az egzakt kilépési feltételt, akkor nagyon koriiltekintGen
kell eljarni, mert a (B) és (C) egyidejl teljesiilése sem garantdlja, hogy valéban a
gyok ¢ kornyezetében jarunk, sot, még a konvergenciit sem.

9.3.2. PELDA. Oldjuk meg az f(x) = 4 — 42% — e® = 0 egyenletet a [0, 1] inter-
vallumon, dx; = ¢ = 107% hibakorlattal, fixpont iteraciés modszert alkalmazva.
A szdmitdsok el6tt igazoljuk a konvergencidt is.

Megoldas: Itt kisérletezhetiink az z? egyik oldalra rendezésével és utina
négyzetgyokvondssal, hogy az alkalmas x = ¢ (x) alakhoz jussunk. Kapjuk tehat

az
1
r=g(z) = 5\/4 — e

egyenletet. (A négyzetgyokvondst pozitiv elGjellel végezziik mert pozitiv gyokot
kesesiink.)

A kapott g fliggvény folytonos, de az is azonnal latszik, hogy szigortian mono-
ton csokken a [0, 1]-en. (Ezt a derivdlt negativ volta mutatja.) Tehdt a minimumat
az intervallum végpontjdban, a maximumat pedig a kezd6pontjdban veszi fel. Igaz
tehat a kovetkezd egyenlGtlenséglanc:

a=0<g(1) =0.56606 < g(z) < g(0) = 0.86603 < 1 = b.

Ezzel a konvergencia tétel elsé feltételét beldttuk. (Vele egyiitt azt is, hogy az
egyenletnek van gyoke a keresett helyen.) A kijelolt intervallumon a derivaltfiiggvény,
illetve az abszolut értéke:

o ()= |

T

—e
4+/4 — e=

eﬂf}

44 —er
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A [0, 1] intervallumon ez folytonos. Ugyanakkor |¢’ (x)| szigordan monoton
novekvo, ezért maximumat az intervallum végpontjiban veszi fel:

9" ()] < [g" (1)] = 0.60026 = g < 1.

Tehat fenndll a konvergeciatételiink (ii) feltétele is. Alkalmazhatjuk az (A) egzakt
kilépési feltételt és mivel a hibabecsléshez sziikséges a = ¢/(1 — ¢) = 1.502 a
példara nézve dllando, ezt elore kiszamoltuk. Legyen az iteracié kezd6 adata xy =
1 € [a,b] A szamitdsok részleteit itt is tdbldzatban foglaltuk Ossze, bekeretezve a
végeredményt:

k x 0r = a|xpyr — xg
0 1

1 0.566065 0.65

2 0.748111 0.27

14 0.43 x 106

9.4 HURMODSZER

Legyen f : [a,b] — R folytonos, f(a) - f(b) < 0. Ekkor (a, b)-ben van gyoke f
-nek. Legyen xg = a, 21 = b. Az xy, és x4 kozelitések ismeretében (ahol f(zy) -
f(zs) < 0) az f fiiggvényt kozelitsik az (xy, f(zx)) és (zs, f(zs)) pontokon
atmend egyenessel. Az egyenes x tengellyel vett metszéspontja legyen x;q. A
kovetkez6 kozelitésben szerepld s index legyen:

8_{ k, o haf(a)-f
] s, ha f(xy) - f

(
(

Képlettel: legyen adott z, x; 4gy, hogy f(z¢) - f(z1) < 0. Ekkor
)

o g S (e —
e ‘ f(xk) - f('rs>

ahol s a legnagyobb index, melyre f(xs) - f(xy) < 0.
9.4.1. TETEL. Ha
(7

(13

.’Ifk-+]_) <0
xk+1) >0

(kEN)v

C?[a, ],
() fb) <0,

)f
)f
(ii2) f" és f" dlland6 eldjelii az [a, b] intervallumon,
()0 <my < |f],

(W' < Ma < o0
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akkor a hiirmédszer konvergens és a hibabecslése:

M.
|21 — 2] < ﬁ lzp —2*| - |z, — 2| (keN).
1

9.5 SZELOMODSZER

Legyen f : [a,b] — R folytonos, és tegyiik fel, hogy (a,b)-ben van gyoke f
-nek. Legyen zqg = a,r7 = b. Az xp_q és x kozelitések ismeretében az f
fiiggvényt kozelitsiik az (xy_1, f(xp_1)) és (xk, f(x))) pontokon dtmend egye-
nessel. Az egyenes x tengellyel vett metszéspontja legyen z 1. Képlettel: legyen
adott g, x1 ugy, hogy f(zo) - f(x1) < 0. Ekkor

f(fﬁk) : (CUk - l’kq)
fxr) = f(op-1)

Tpt1 = Tl — (k’ < N)

9.5.1. TETEL. Ha

f e C?ab],

f-nek létezik x* € (a, b) gyike,

I dllandé eldjelii az [a, b] intervallumon,
0 <my <|f,

| < My < o0

;

(11
(idi
(v

(v

(vi

~— N~

legyen xq € [a, b olyan, hogy |xo — x| < r = min {2]\%, la —x*|,|b— x*|}

akkor a megfeleld kornyezetbdl inditott szelomodszer konvergens és a konvergen-
cia rendje p = %5 A hibabecslése:

M.
|2pp — 2| < # lop — 2| |zpr — 2| (ke N).
1

9.6 A NEWTON-MODSZER

A modszert szokds érintémodszernek is nevezni. Tegyiik fel, hogy f : R — R
folytonosan differencidlhatd. A modszer 1ényege, hogy az x;, pontban a fiiggvényhez
érintGt hizunk és ennek az érint6nek a zérushelye adja meg a keresett gyok (k + 1)-
edik kozelitését, azaz x; -et.
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Az abran az el6re felvett kezdeti o (ami gyakran a szébanforgé intervallum
valamelyik alkalmas végpontja) kozelitést és tovabbi kett6t tiintettiink fel. Az
érint§ iranytangense a k-adik pontban f’(xy) és egyenlete

y — f(xr) = f'(z1) (2 — o).
Az y = 0 helyen metszi az x-tengelyt; ezt behelyettesitve:

f(l’k)

STk

feltéve, hogy f’(xy) # 0.
Ehhez képlethez eljuthatunk egy kissé mas érveléssel is. Nevezetesen f(x)-et
linearizaljuk az x; pontban, azaz kozelitjiik az els6fokt Taylor-polinomjaval:

f@) = fae) + [ () (@ — zx).

Ezutdn az f(x) = 0 egyenletet helyettesitjiik az

egyenlettel, amelynek gyoke kozeliti az f(x) = 0 egyenlet gyokét.

A Newton-mddszer tehdt a kovetkez8. Adott egy g € R kezdeti kozelités €s
képezziik az
J@e) o, )

Tl =R [ ()

sorozatot. A Newton-mddszer konvergencidjara az aldbbi tételt ismertetjiik:

9.6.1. TETEL. Ha az f fiiggvényre teljesiilnek a kovetkezdk:
(i) f € C?|a,b] (kétszer folytonosan differencidlhaté [a, b]-n),
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(ii) f'(x), f"(x) # 0, ha x € [a, b] (dllando eldjeliiek),
(iii) f-nek van zérushelye (a,b)-n,
(iv) ¢ € |a, b, valamint teljesiil, hogy f'(x¢) és f"(xo) azonos eldjeli,

akkor az xy 1 = xp— ]{C/(éi)) sorozat konvergdl az egyetlen [a, b]-beli x* megolddshoz.

Ervényes tovdbbd az aldbbi hibabecslés:

M
|z* — x| < o (2 — z-1)?,

ahol 0 <m < |f'(z)| és M > |f"(x)
illetve felsd korldtjai |a, b]-n.

, azaz a derivdltak abszoliit értékeinek also,

Bizonyitds. A zérushely egyediili volta az f szigord monotonitdsabol
kovetkezik (f’ # 0). Az is vilagos, hogy ekkor az intervallum két végpontjaban
ellentétes az f eldjele, kovetkezésképpen az egyik végpont mindig teljesiti a (iv)
feltételt. Négy eset kiilonboztethet6 meg, az f'(x), és f”(x) elGjeleitdl fiiggden.
Mind a négyre hasonl a bizonyitds, ezért csak az dbran is lathaté f'(z) > 0,
f"(xz) > 0 esetet mutatjuk meg. Ekkor az (iv) feltétel miatt f(x¢) is pozitiv, az
f'(zo) pozitivitasa és korlatossidga miatt (zart intervallumon folytonos fiiggvény
ott korlatos is) pedig x1 < xy.
Felirva a méasodfoku, maradéktagos Taylor-polinomot

/" (1)
2

lathatd, hogy f az érint6 folott halad, igy f(zq) > 0 is fennall.

A masodik 1épésben az x; jatsza az x( szerepét, tehit x5 < x1, és igy tovéabb.
Az {x;}32, sorozat monoton csokkend tehat, de korlatos is, mert minden érints az
f alatt marad az intervallumban. Kovetkezésképp az x* egy als6 korlat. Monoton
korlétos sorozat konvergens is, legyen a hatarérték t. Vegyiik az 1 = xp— %
sorozat mindkét oldaldn a £ — oo hatdratmenetet, a folytonossdg miatt mindkét
oldal hatarértéke ugyanaz a ¢, ami csak az f(¢) = 0 mellett lehetséges, azaz t =
x*. A megoldashoz val6 konvergenciat ezzel belattuk.

A hibabecsléshez irjuk fel az els6fokd maradéktagos Taylor-polinomot az z*

pontban, a masodfokut pedig az x-ben:

f @) = f (@) + F1 () (w1 —27)

2

f (1) = f (o) + f' (w0) (1 — w0) +

(1 —20)" (1 € [71,20)),

/")
2

ahol &, ¢ € [a,b]. A két egyenlet baloldala egyenld, igy a jobboldalukon all6
kifejezések is.

f(wrga) = f () + f (7x) (Tpg1 — z1) + (Tht1 — l’k)2>
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A elsSben f (z*) = 0, a masodikban f (zx) + f' (xx) (xpe1 — zx) = 0, igy

fl (5) (xk+1 - .Z'*) = f//2(C> (xkdrl — iL'k)2 .

Vegyiik mindkét oldal abszolit értékét, k helyett irjunk & — 1-et. Rendezziik
at az egyenletet és vegyiik figyelembe, hogy m az | f'(£)| als6, M pedig az | f”(¢)|
fels6 korlatja. Ezzel megkapjuk a hibabecslést.

Ez a hibabecslés mutatja, hogy a konvergencia sebesség masodrendi (négyzetes).
Az is egyszeriien beldthatd, hogy a k+ 1-edik kozelités relativ hibdja a k-adikénak
a négyzete.

A Newton-modszer algoritmusa:

Input zg, € (¢ > 0).

k=1, a1 =z~ f(x0)/ [ (20)

while kilépési feltétel=hamis

T =z — fxr)/ [ (xn)
kE=k+1

A kilépési feltételek hasonldak lehetnek, mint a fixpont iterdciénal. Ha iga-
zolni tudtuk a konvergenciat és becsiilni az m, M értékeket, akkor az (A) egzakt
hibabecslést végezhetiink, egyébként a (B) vagy/és a (C)-t (ez utébbinal | f(z)| <
).

9.6.2. PELDA. Oldjuk meg az f(z) = 4 — 42® — ¢® = 0 egyenletet a [0, 1]
intervallumon, dz; = € = 107 hibakorlattal, Newton-moédszerrel. A szdmitiasok
el6tt igazoljuk a konvergencidt is.

Megoldas: Konnyen kiszamolhatd, hogy
fl(x)=-8r—€e" <0 ésf'(r)=-8—¢€"<0.

Ezekbdl a derivaltakbol azonnal latszik azok allandé eldjele is az adott intervallu-
mon; ezzel a konvergenciatétel elsd két feltételét igazoltuk.

Az f(0) = 3 és f(1) = —e értékek ellentétes eljele egyben az (iii) feltétel
teljesiilését jelenti. Az xy = 1 vélasztassal pedig az utolso6 feltétel is fenndll. Van
tehat egyediili #* megoldds a [0, 1]-n és az a Newton-mddszerrel megkozelithe-
t6. Az egzakt hibabecsléshez sziikséges konstansok is konnyen adédnak: mindkét
derivalt abszolut értéke szigoruan monoton nd, igy az els6 a minimumat az a
helyen, a mdsodik pedig a maximumat a b helyen veszi fel. Tehatm = |f'(0)| =1
és M = |f"(1)| = 10.72. Itt is eldre kiszamolhatjuk a példara nézve édllando
B = M/(2m) = 5.36 értéket.

Az iteraciok eredményeit itt is tdblazatba foglaltuk.
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T ox = (z — xelOZO)Q
1

0.74638828573 0.35
0.70459003270  0.94 x 1072
0.70344043705 0.71 x 107°

1070343957116 0.41 x 10~

= W N = O .

9.7 AZ ERINTO PARABOLA-MODSZER

Ennél a médszernél az érintd egyenesek helyett érintd paraboldkat hasznalunk.
Legyen adott egy [a, b] intervallum, amelyben az f(x) = 0 egyenletnek van
gyoke. Tegyiik fel, hogy f differencidlhato [a, b]-n és f(b) > 0. (Ha nem teljesiil,
akkor a — f(z) = 0 egyenletet oldjuk meg). A (b, f(b)) pontba végtelen sok olyan
érintéparaboldt illeszthetiink, amely metszi az x tengelyt.
Ugyanis a

p(x) = f(b) + f(0)(x —b) = M(z—b)*, M >0

fiiggvények barmelyikének a képe parabola, és f(b) = p(b), f'(b) = p'(b). Az
M > 0 miatt az x tengelyt két pontban metszi mindegyik parabola.

Mivel az [a, b]-ben keresiink gyokot, ezért a baloldali metszéspontot vessziik
figyelembe. A p(z) = 0 egyenletbdl:

f,(b) 1 1 2
o W\/(f (b)) +4M[f(b).

r=x1=>b+

Innen a médszer formuldja (b helyére xy-t, x1 helyére xj q-et irva):

(k)
2M

Tht1 = T + —ﬁ\/(f’(xk)y—l—éle(xk) k=0,1,2...

27 2

A kovetkezd tétel megadja, hogy milyen M értékeket érdemes haszndlni.

9.7.1. TETEL. Az f(x) = 0 egyenlet esetén legyen f € C?[a,b], legyen f(b) > 0
és tegyiik fel, hogy
1
M > = " .
> 5 Inax [f(@)]

Ekkor az xo = b vdlasztdssal a médszer konvergdl a b ponthoz legkozelebbi [a, b]-
beli gyokhiz (ha az [a,b] intervallumban van gyik), ellenkezd esetben véges sok
lépés utdn xy, < a.
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10 NEMLINEARIS EGYENLETRENDSZEREK MEGOLDASA

Azz = G(x) (G:R" - R") ésaz F(x) = 0 (F : R* — R"™) alakd egyenle-
trendszerek kozelité megolddsi modszerei koziil emlitiink kett6t. Mindketté a méar
egydimenzidban megismert valamelyik médszer kiterjesztése tobbdimenziora.

10.1 FIXPONT ITERACIOS ELJARAS

Az x = G (x) egyenletrendszer fixpont iteraciéjat tulajdonképpen mar elmondtuk
(a linedris egyenletrendszereknél is és az egydimenzids eljardsokndl is). Ha a
D C R" zart tartomdnyra teljesiil a

G(x)e D, xz€D
€s valamilyen indukalt norméaban a
IG (@) -GWll <qlle—yl, zyeD (0<g¢g<1)

kontrakcios feltétel, akkor tetsz6leges 2© € D esetén az aldbbi algoritmus linedris
sebességgel konvergal az © = G (z) egyenlet egyetlen megolddsahoz.
A fixpont iteracio algoritmusa:

1 Input 2z, e > 0.

2 k=1, 20 =G (2©)

3  WHILE kilépési feltétel=hamis DO

4 2D — (x(k;))

5 k=k+1

10.1.1. MEGJEGYZES. A kilépési feltételek is azonosak az egydimenzids esettel,
annyi moédositdssal, hogy abszolut érték helyett normat vesziink €s felsd indexet
hasznélunk.

10.2 A NEWTON-MODSZER

Itt is valamely 2(®) € R” kezdeti vektorbdl kiindulva dllitunk elS egy soroza-
tot, amely reményeink szerint (bizonyos feltételek megléte esetén garantaltan) az
egyenletrendszer megoldasédhoz konvergdl. Az F'(z) = 0 (x € R") egyenletrend-
szer skalar alakja:

f1<I1,(L’2,...,In) = O

f”<xlax27"-7xn) = 0.
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Az egyes skaldr egyenleteket linearizaljuk az 2 = [z{* 2" .. 2|7 €

R™ pontban, majd az igy kapott linedris egyenletrendszer megoldasa szolgaltatja
az t(F+1 kozelitést. Az i-edik skaldr fiiggvény elséfoki Taylor-polinomja az x(¥)
pontban:

fi(xl,xQ,...,a:n) ~ fz(.fl}gkz), (k),,dlnk))

k
Z_fl xl 7$2)""’xnk)) (Ij—$§ )>.

Tomorebb formaban ugyanez
file) = fi(a®) + V fi(z®)T (2 — 2 )
Fo(@) = fu(z®) + V£, ()T (2 — 2®)),

ahol V f;(z®) az i-edik skaldr fiiggvény gradiense az x(*) pontban, azaz az I’
Jacobi-matrixanak i-edik sorvektora az 2(¥) pontban. Az F(z) = 0 egyenletrend-
szer megoldasa helyett keressiik a linearizalt egyenletrendszer

fia®) + V(@) (z — 2®) =0

Fu(2®) 4+ V o (a®)T (2 — 20 = 0,

megolddsat. Vegyiik észre, hogy az y = f;(x®) + V f;(2")T (2 — 2*)) egyenlet
az y = fi(x) fliggvény érints (hiper)sikja az ) pontban. Az x(*+1) kozelités az
érint6sikoknak az y = 0 sikon 1év6 k6z0s pontja.

Az F fiiggvény
B 8fz(13) " =
J(z) = {3—%} st v/ :(SU)T

Jacobi-matrixdval tomorebben is megfogalmazhat6 a linearizalt egyenletrendszer:

Vfl (x)T

(23) F(z®™) + J(2®)(z — 2®) = 0.
Ennek megoldésa:
(24) 2D = 2B [J@N] T FE®) (k=0,1,...).

Az {2®™} sorozat fenti elS4llitdsat nevezziik Newton-médszernek. Amennyiben
a skalar szammal val6 osztast ugy tekintjiik, hogy az az inverzével (reciprokéval)
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balrol torténd szorzas, akkor tokéletes analdgiat latunk az () és az egydimenzids
Newton-mddszer kozott. Ugyanigy az algoritmusok kozott is, annyi eltéréssel,
hogy a gyakorlatban soha nem invertdljuk a .J(x*)) Jacobi-métrixot. Helyette az
() linedris egyenletrendszert oldjuk meg valamely alkalmas médszerrel, a A*) =
z — 2™ 1j véltozé bevezetésével.
1 Adottz® € R, e > 0.

. . FOR:=0,1,2,...
A Newton-modszer algoritmusa egyenletrendszerekre: 3 Oldjuk meg a J(z ") A®)
4 2k = () 1 AKR)

Az algoritmust itt taxativ ciklussal irtuk le; természetesen gondoskodni kell
a kilépési feltételr6l. Az alkalmazhatd kilépési feltétel itt is a korabban megadott
(B) vagy/és (C) lehet, értelemszeriien valamilyen normédban alkalmazva. (Természetesen
az iteracioszam korldtozasardl se feledkezziink meg.) Egzakt (A) hibabecslésre
igen ritkdn van médunk. Ismeriink ugyan konvergenciatételeket, amelyek becslést
is adnak a hibdra, 4m azok feltételeit a legritkdbb esetben sikeriil belétni, illeve
az azokban szerepld konstansokat megbecsiilni (a koltségekrdl nem is beszélve).
Mindenesetre ezen tételek igazoljak, hogy az eljaras konvergencidja alkalmas feltételek
esetén lokdlis és masodrendd.

10.2.1. MEGJEGYZES. A lokélis konvergencidn azt értjiik, hogy csak bizonyos tar-
tomanybdl, rendszerint az z* megoldds sziik kornyezetébdl valasztott (*) kezdeti
vektor esetén konvergens. Ebben az értelemben az egy- vagy tobbdimenzids fix-
pontiteracié €s az egydimenzids Newton-mddszer is lokélisan konvergens.

10.2.2. PELDA. Oldjuk meg az F(z) = [fi(z), fo(z)]" = 0, = = [21,29)"
egyenletrendszert Newton-mddszerrel, ha

filz) = z,+22-5
fo(x) = 2} — mo/71 — 3.

Megoldas: A Jacobi-matrix:

- 1 2(E2
30t - Gk TV

Legyen a kezd6vektor z(® = [3, —5]". A

J ()

J(x(o))A(O) — _F(I(O))
linearis egyenletrendszer:

1 —10.000000 } { A, ]

[ 23.000000
28.443376  —1.732051 | | A, |

32.660254
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Az egyszeriiség kevéért itt elhagytuk a A vektor felsd indexeit. A megoldas:

Av]_[-rowsi ] f ) | [A] [ Losse2
Ny | 2198563 | 7| 2V | Ay | T | —2.801437 |-
A kilépési feltételhez sziikséges normék:

Al = 2198563, ||F(zM)|_ = 8.776312.

A tovabbiakban pedig

22| [ 1.384174
x§2) ~ | —2.046071 |’

Al = 0.755366, ||F(z®)|_ = 2.059214.

291 [ 1.000000
29 | 7 | —2.000000 |
A, =0.16 x 107, ||F(z®)]| ~ 1077

Megjegyezziik, hogy a gyok szoros kozelében az eljards ugyanigy begyor-
sul, mint egydimenziéban; mig az x(® 6t tizedesjegyre volt pontos, az z(®) mar
valgjaban 10 jegyre, a 7-1épésben pedig mar elértiik a lehetséges 15 tizedesjegyl
maximélis pontossdgot és a kilépési normak is 107, illetve 10~!° nagysagrendtek.



