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A Gauss-médszer

A Gauss-mddszer két fazisbdl all.

I. Azonos (a megolddst 6rz6) dtalakitdasokkal az Ax = b
egyenletrendszert fels6 haromszog alakira hozzuk:

Il. A kapott fels6 haromszogmatrixii egyenletrendszert megoldjuk.
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A Gauss-médszer

Az I. Iépés: fels6 felsé haromszog alakira hozas

Altaldnos (k-adik ) 1épés: minden i =k +1,...,nésj=k,...,n

esetén
k
Iik = ( )/3
k+ k k
a,(j ) = af-j ) — /,-kaf(j)

bt — k) _ g, K0
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A Gauss-médszer

Tekintsiik az Ax = b egyenletrendszert, ahol A = [a;]7,_; € R™"
fels6 haromszogmatrix. Ekkor

auxi+ ... +auxi+ ... +aipxpn = b
ajiXj+ .. Fainxp = b
annXn = by
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A Gauss-médszer

Az egyenletrendszer akkor és csak akkor oldhaté meg
egyértelmiien, ha a;; #0,...,a,, # 0, azaz det(A) # 0. Ezen
egyenletrendszer megoldasat adja a kovetkez6 algoritmus:

1 xp= bn/ann
2 FOR i— n—1DOWNTO 1

n
3 Xj < b,' - E ajjXj /a,~,-
j=i+1
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A Gauss-médszer

A Gauss-mddszer algoritmusa

I. (eliminacios) fazis:

1 FORk+—1TOn-1

2 FOR /< k+1TO n

3 lik = aik/ akk

4 b; = b; — Iy bk

5 FOR j — k TO n

6 ajj < ajj — /,-kakj
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A Gauss-médszer

A Gauss-mddszer algoritmusa

Il. (visszahelyettesitd) fazis:

1 Xn:bn/ann

2 FOR/«+ n—1DOWNTO 1
3 s—0

4 FORj«— i+1TOn
5 S «— s+ ajjx;

6 x,-<—(b,-—s)/a,-,-
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A Gauss-médszer

Alkalmazas a determinans kiszamitasara.

Ismeretes, hogy a determindns értéke nem valtozik, ha barmely
sordhoz hozzadadjuk egy masik sor akdrhanyszorosat. Mivel a fenti
eljaras kozben csak ilyen dtalakitasokat hajtunk végre a matrixon
(és igy a determindnsan is), a determindns marad az eredeti. Azt
tehat a végén a foatldbeli elemek szorzata adja.
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A Gauss-médszer miiveletigénye

Miiveletigény
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A Gauss-médszer véges sok lépésben, véges sok aritmetikai
alapmiivelet (4, —, *, /) elvégzése utdn megadja az Ax = b

(A € R"™") egyenletrendszer megolddsat. A sziikséges aritmetikai
miveletszdm (miiveletigény) az egyenletrendszer-megoldé eljarasok
fontos mindségi jellemzdje, mert az ilyen algoritmusok
szamitégépideje nagyjabdl ardnyos az aritmetikai miveletigénnyel
(a kerekitési hibdk halmozddasa is — bar ez konkrét esetekben nem
torvényszerii — kedvezétlenebb lehet nagyobb miiveletszam esetén).
A miiveletigényt szokas az algoritmus koltségének is nevezni, ennek
megfeleléen beszélhetlink olcsg, illetve draga eljarasokrdl.
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A Gauss-médszer miiveletigénye

Miiveletigény
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Szamlaljuk ossze a Gauss-mdédszer altal igényelt additiv és
multiplikativ miveleteket. Jeloljiik az additiv miiveleteket A-val, a
multiplikativakat pedig M-mel. (A hagyomanyos felépitésii
szdmitégépeknél az osszeadas és a kivonds nagyjabdl egyezo
idGigényli, toluk nagyobb, de egymas kozott szintén azonosnak
vehetd a szorzds és az osztds iddigénye; indokolt tehat a miveletek
ilyen szempontbdl két csoportba valé soroldsa.)

Az |. fazis k-adik |épésében a miiveletek és miiveletszamok a
kovetkezok:
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A Gauss-médszer miiveletigénye

1 FORk—1TOn-1

2 FOR/+— k+1TO n

3 lik = aik/ak M

4 bi = b; — lybk (M + A)
5 FOR j — k TO n

6 ajj < ajj — /,-kakj (M—I—A)

A legbelsé ciklusmag (n — k + 1)-szor, a méasodik (n — k)-szor fut
le kapjuk:

(n—k)(n—k+1)+2(n— k)M
((n—k)(n—k+1)+ (n— k) A
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A Gauss-médszer miiveletigénye

Minthogy ez a bels6 ciklusok a kiils6 ciklus k =1,...,n—1
|épéseire fut le, ki kell szamolni a

n—1
(n—Kk)(n—k+1)+2(n—k)M

k=1

és .
d ((n—k)(n—k+1)+(n—k)A

k=1

Osszegeket. Ismert azonossagok felhasznalasival adédik az

3 3 2

n 5 4 n n 5

= —-n| M — = = || Al
<3+n 3n> +<3+2 6”)
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A Gauss-médszer miiveletigénye

A |l. fazis miveletigénye hasonlé szamitassal:

1L 54 = Byl 8 M

2 FOR/+— n—1DOWNTO 1

3 s—0

4 FORj—i+1TOn

5 s« S+ ajiX; (M + A)

6 x,~<—(b,-—s)/a,-,- (M+A)
OSszegezve azi=n—1,n—2,...,1 Iépések miiveletigényét,

kapjuk, hogy a Il. fazis osszkoltsége

M+§((n—i)(M+A)+(M+A)): (?fiff/)f”
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A Gauss-médszer miiveletigénye

Az |. és |l. fazis koltségét osszeadva kapjuk a Gauss-mddszer

szamitdsi osszkoltségét:

3 2 3
n > 4 n n n 3, 11
— - = — F=b W= =4 = = — 1) M
(3+n 3n—|—2+2+> <3+2n 6n+
n n?> 5 n?> n n3 1
— === —+-)JA=(=4+nm-2n)A
<3+2 6n—|—2+2) <3+n 3n>
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A Gauss-médszer miiveletigénye

Aritmetikai miiveleteket hasznidlé akarmely véges algoritmus
lényeges jellemzdje a végrehajtasdhoz sziikséges aritmetikai
miveletek szdma, természetesen a feladat paramétereinek (pl.
ismeretlenek szdma, egyiitthaté matrix mérete, stb.) fliggvényében.
A régebbi szamitégépek esetén a multiplikativ miiveletek
végrehajtasi ideje Iényegesen nagyobb volt, mint az additivaké.
Ezért ezeket kiilon hataroztdk meg. Késébb megfigyelték, hogy a
linearis algebra szamitdsi eljarasaiban az additiv és a multiplikativ
miveletek szama nagyon gyakran kozel azonos. Ezért alkottdak
meg a szamitasi igény mérésére a flop fogalmat.

Definicié

1 régi flop az a szamitasi munka, amely az s = s + x * y miivelet
(1 6sszeadds + 1 szorzas) elvégzéséhez kell. 1 aj flop pedig az a
szamitdsi munka, amely egyetlen (mindegy, hogy additiv vagy
multiplikativ) aritmetikai miivelet elvégzéséhez sziikséges.
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A Gauss-médszer miiveletigénye

Az (j flop bevezetését az indokolja, hogy az Gjabb szamitogépeken
a multiplikativ és az additiv miiveletek ideje azonosnak tekinthetd.
Tehat egy régi flop 2 Gj floppal azonos a mai szamitégépeken.
Figyelmbe véve mindezeket, valamint, hogy nagy n-ekre a
legmagasabb fokd tag valik dominanssa, kimondhatjuk a
Gauss-médszer miiveletigényérdl szdl 6 tételt.

Tétel

|

A Gauss-moédszer Z- -|- O(n?) additiv és ugyanennyi muItipIikatl'v
muveletet igényel, azaz osszességében a miiveletigénye - i 0O(n?)
régi és = >+ 0(n?) dj flop.
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Féelemkivalasztds
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A féelemkivélasztasos Gauss-médszer

A Gauss-médszer |. fazisaban el6fordulhat, mondjuk a k-adik
|épésben, hogy az ax, elem zérus. Példaul a

dxy + x3 = 9
x1 + x + 3x3 = 6
21 — 20 + x3 = -1

rendszernél a;; = 0. llyen esetekben a sorok, vagy az oszlopok
felcserélésével megkisérelhetjlik elérni, hogy az ay, helyére zérustdl
kilonbozo elem keriiljon. A fenti esetben példaul az els6 és
harmadik sor felcserélésével kapjuk, hogy

21 — 2% + x3 = -1
x1 + x 4+ 3x3 = 6
dx, + x3 = 9
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A féelemkivélasztasos Gauss-médszer

Az elsé és masodik oszlop oszlop cseréjével pedig azt kapjuk, hogy

4xo + x3 = 9
X 4+ x1 + 3x3 = 6
20 — 2x1 + x3 = -1

A sorok cseréjénél az egyenletek (és b megfeleld komponenseinek)
sorrendje, az oszlopok cseréjénél pedig a valtozék sorrendje
véltozik meg. Altalsban, igy az el6z6 példdban is, tobb valasztdsi
lehetdségiink is van sor-, vagy oszlopcserére. Ha azonban az

akk = 0 elem alatt a tobbi egylitthaté is zérus, akkor az [a,J]f”Jk:1
részmatrix oszlopai linedrisan Osszefliggdk, A szingularis és az
eliminacids eljaras sorcserével sem folytathaté. Hasonlé a helyzet,
ha akk és a sordban, téle jobbra, minden egylitthaté zérus, mert A
ekkor is szingularis.
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A féelemkivélasztasos Gauss-médszer

A sorok felcserélését lgy, hogy az (j pivot elem zérustdl kiilonbozo
legyen, pivotalasnak vagy foelemkivalasztasnak nevezziik. A
pivot elem megvalasztdsa nagymértékben befolydsolja az
eredmények a numerikus stabilitdst.

Altaldban is igaz, hogy a kozelité megoldds pontossdgat
nagymértékben javitja a helyesen megvalasztott pivotdlds. Pivot
elemnek nagy abszolit értékii elemet kell vdlasztani. Két alapvetd
pivotalasi stratégiat hasznalunk.
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A féelemkivélasztasos Gauss-médszer

Részleges foelemkivalasztas:

A k-adik lépésben a k-adik oszlop ajx (k < j < n) elemei koziil
kivalasztjuk a maximalis abszolut értékiit. Ha ennek indexe /,
akkor a k-adik és az j-edik sort felcseréljiik. A pivotalds utan
teljesil, hogy

lakk| = max |aj| .
k<i<n

A részleges elnevezést az indokolja, hogy csak az aktudlis
oszlopbeli, széba johetd elemek koziil valasztjuk ki a legnagyobb
abszolit értékiit.
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A féelemkivélasztasos Gauss-médszer

Teljes foelemkivalasztas:

A k-adik lépésben az aj; (k < i,j < n) matrixelemek koziil
vélasztjuk ki a maximalis abszoldt értékiit. Ha ennek indexe (/,J),
akkor a k-adik és az j-edik sort, valamint a k-adik oszlopot és
Jj-edik oszlopot felcseréljiik. A pivotalds utan teljesiil, hogy

lakk| = kgiénPij!-

(megjegyezziik, hogy oszlopcsere esetén valtozdcsere is
torténik.)
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A féelemkivélasztasos Gauss-médszer

Megjegyzés

Ha determindnst szamolunk pivotalassal, akkor figyelemmel kell
kovetniink a sor- és az oszlopcserék szamat. Egy sor- vagy
oszlopcsere ugyanis a determinans el6jelét megvaltoztatja. Tehat a
végsd haromszogmatrix foatldbeli elemeinek szorzatat még —1-gyel
szorozni kell, amennyiben paratlan szamu cserét hajtottunk végre.
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A féelemkivélasztasos Gauss-médszer

Megjegyzés

A féelemkivalasztdsos Gauss-médszer esetén az |. fazis minden
|épésében pivotdlast hajtunk végre. A teljes féelemkivalasztast
biztonsdgos (numerikusan stabil) stratégianak tekinthetjiik. A
részleges foelemkivalasztds egyéb technikakkal kiegészitve
ugyancsak biztonsagosnak tekinthetd. Eppen ezért a teljes féelem
kivdlasztds drat nem éri meg megfizetni. (A nagysag szerinti
osszehasonlitds is miiveletet igényel; rendszerint kilonbségképzést
és az eredmény el6jel-bitjének figyelését. Ehhez jon még a
tobbszori abszolut érték-képzés és a nagyobb adatmozgatds.) A
részleges foelemkivalasztas lényegesen kevesebb pétldlagos
aritmetikai miveletet igényel mint a teljes féelemkivdlasztds. A
gyakorlatban tehat legtobbszor csak részleges féelem kivalasztast
alkalmazunk, de azt — néhany kivételektdl eltekintve — mindig!
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0000000e

A féelemkivélasztasos Gauss-médszer

Vannak a gyakorlatban tobbszor el6forduld, fontos esetek, amikor
nem kell pivotalni, az eljards féelemkivélasztds nélkdl is stabilan
viselkedik. Ezek a kovetkezok:

e Az A matrix szimmetrikus és pozitiv definit.

e Az A matrix diagondlisan domindns a kovetkez6 értelemben:

n

Jail > Y Jagl (@ <i<n).
J=Lj#i
A pozitiv definitség fogalma pedig a kovetkezé.
Definicio
Az A € R™" matrix pozitiv definit, ha Vx € R", x # 0 esetén
xTAx > 0.
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