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Norma Determinans, inverz

@000 00
Indukalt matrixnorma

Definicio
A |l |ly : R™" — R matrixnormdt a ||.||,, : R” — R vektornorma
altal indukalt matrixnormanak nevezzik, ha

[Allpy = max {llAx]ly - lIx]ly = 1}

Az indukdlt matrixnorma geometriai jelentése: az egységnormaji x
vektorok megnyuijtasanak (Ax) maximalis mértéke. Konnyen
igazolhatd, hogy Al az x|, [|All, az xll. [|All, pedig az

|| x|l vektornorma altal indukalt matrixnorma.
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Norma rmindns, inverz n i és inverz hibak

0e00

Indukalt matrixnorma

Felhaszndlva az indukalt matrixnorma definicidjat, igazoljuk, hogy
a,b € R esetén ||abT ||, = [lall, ||b]l, -

|

Megoldas

Az értelmezés szerint

HabTH = max Hab H = ||al|, max ’bT ‘
2 lIx]l=1 lIx[l,=1
Tehdt a Y7 bixi| — max, D7 ; x? = 1 feltételes szélséérték

feladatot kell megoldanunk (b# 0) AnaI|t|kus eszkozokkel
konnyen el8dllithaté a megoldas: x = £b/ ||b||,. Eredményiinket
az egyenldséglanc jobboldalaba helyettesitve megkapjuk a példa
allitasat.
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Norma
[e]e] e}

Indukalt matrixnorma

Indukalt matrixnormdban [|AB||,, < ||Allp 1Bl y (YA, B € R"™*7).

Bizonyitas

Elészor igazoljuk, hogy indukalt matrixnormdban
1Ay < [ Ally lIxlly (A €R™", x €R").

(A tovabbiakban az M és V' normaindexeket elhagyjuk.)
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Norma D mi werz am dire inverz hibak Lin. e

[eJe]e] ]

Indukalt matrixnorma

Bizonyitds

Ha x # 0, az indukalt matrixnorma definicidja alapjan

X

JAx] = HA Il

X
— x| HAH < IIxll A
I ‘ I ’

ahonnan
[ABx|| < A1 Bx[| < IAI 1B Ix]]

Azt az 1 normdjd x-et valasztva melynél az ||ABx|| maximalis,
éppen az allitasunk adodik.
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Determinans, inverz d nverz hibak
@000

Matrixok determindnsa és inverze

Jeldlje A(7) azt az (n — 1) x (n — 1)-es métrixot, amelyet az
A € R"™" az j-edik sora és els6 oszlopa elhagydsaval kapunk:

ai2 T ain

A(i): dji—12 - di—1n
di+12 - di+l,n

an2 T dnn
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Determinans, inverz n inverz hibak
[e] le]e}

Matrixok determindnsa és inverze

Definicio

A
det (A) = a1, han=1
det (A) = a11d22 — a12a21, han=2
n
det (A) =) (=1)"" - aj1 - det(A())), ha n>3
i=1

eléirdsokkal szdmitott valds szamot a négyzetes, A € R™ " matrix
determinansanak nevezzik.
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Determinans, inverz

[e]e] o]

Matrixok determindnsa és inverze

Definicio
Az X € R"™" matrixot a négyzetes, A € R™" matrix inverzének

nevezzuk, ha
AX =XA=1,

ahol | az egységmatrix.

Ha az inverz matrix létezik, akkor egyértelmii. Az inverz matrix
jelolése A~ = X.
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Determinans, inverz
[e]ele] ]

Matrixok determindnsa és inverze

Tétel
Az inverz matrixra fennallnak az alabbi tulajdonsagok:

(A=A (AB)l=B1A <AT>_1 (A=A T

Azokat a matrixokat, melyeknek |étezik inverze, nemszingularis
matrixoknak nevezziik.
Tétel

Az A € R™"™ miatrixnak akkor és csak akkor van inverze, ha
det(A) # 0.

Ha det(A) = 0, akkor a métrixot szinguldrisnak nevezziik.

Linedris algebra numerikus médszerei
3. eléadas



Kondiciészam
000000000

Matrixok és fliggvények kondiciészadma, fliggvények hibai

A cond(A) = ||A|| || A7*|| mennyiséget az A € R™" matrix
kondiciészamdnak nevezziik.

algebra numerikus médszerei

adds



N rma D terminan verz Kondiciészam

0O@0000000

Matrixok és fuggvenyek kondiciészdma, fliggvények hibai

Kiilon foglalkozunk az egy- és a tobbviltozds esetekkel.

|
N

Egyvaltozos eset

Legyen f : R — R legaldbb kétszer folyonosan differencidlhaté
fliggvény, x = a & da. Az f(x) helyett f(a)-t szdmoljuk. Az

) = F(a)+ F(@)x—a) + a2 (€ € (a 82,2+ 63)

masodrendii Taylor-formuldbdl kapjuk, hogy

F(€)

If(x) — f(a)| = |f'(a)(x — a) + T(x — a)2 < ‘f’(a)‘ 53+M(5a)2,

ahol M > 1 |f"(x)| (x € [a— 0a,a+ da]). A masodrendii M(5a)?
tagot eIhanyagoIva kapjuk, hogy a fliggvénybehelyettesités abszoldt
hibaja

§(f (a)) =~ |f'(a)| da.
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Determinans, inverz Kondiciészam i inverz hibak etrendszerek

00@000000

Matrixok és fliggvények kondiciészadma, fliggvények hibai

Tobbvaltozos eset

Legyen f : R” — R legaldbb kétszer folytonosan differencidlhaté
fuggvény és x,a € R", Aa = x — a, valamint x; = a; &+ da;, ahol
Xj, aj,0a; € R. A tobbvéltozés Taylor-formuldbdl az egyvaltozés
esethez hasonldan a masodrendii tagot elhanyagolva
(megjegyezziik, hogy nem mindig lehet) kapjuk:

f(x) =~ f(a) + Vf(a)T(X —a),

-
ahol Vf (x) = |2f) ..,W(X)} . Ebb8l pedig adédik a

oxy 7" OXn

(58,‘

0f(a)
8X,'

S(f(a) =)
i=1

becslés.
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Kondiciészam Dir inverz hibak
[e]e]e] lelelelele)

Matrixok és fliggvények kondiciészadma, fliggvények hibai

Definicic (Fiiggvények relativ hibdja)
5(F(2) _8(F(3) _ IF(a) 02
£ (x)I |£(a)l |f(a)l

Egy fliggvény kiszamitdsa rendszerint egy algoritmussal torténik,
ezért érdekes megvizsgalni, hogy az input adat relativ hibajat az
algoritmus hanyszorosra nagyitja fel, amit a

|f(a+ Aa) — f(a)|  |Ad|
|f(a)l - al

mennyiség fejez ki.
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Norma Determinans, inverz Kondiciészam Direkt és inverz hibak
000080000 0000C

Matrixok és fliggvények kondiciészadma, fliggvények hibai

Egyszer(i atalakitasokkal adédik, hogy

f(a+Aa)—f(a)] [Aa] _ [f'(a)l|Aa] la| _ [f'(a)lla]
|f(a)l - al f(a)l  Aal  [f(a)l

Definicic (Fiiggvények kondiciészama)

_IF(a) ]
D=5

mennyiséget az f : R — R fiiggvény a pontbeli kondiciészamanak
nevezzik.
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Kondiciészam
[e]e]e]e]e] lelele)

Matrixok és fliggvények kondiciészadma, fliggvények hibai

Definicio

Egy fliggvényt numerikusan instabilnak, vagy rosszul
kondiciondltnak neveziink, ha nagy a kondiciészama. A fiiggvény
stabil, vagy jél kondiciondlt, ha a kondiciészdm kicsi.

Példa

Vizsgaljuk az f (x) = log x fliggvényt. Ennek kondiciészdma
c(f,x) =c(x) =1/|log x|, amely x ~ 1 esetén nagy. Tehat az
x =~ 1 értékekre a relativ direkt hiba nagy lesz.
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minans, inverz Kondiciészam verz hibak
000000800

Matrixok és fliggvények kondiciészadma, fliggvények hibai

Az f(x) =1+ +/x—1és x > 1. Ekkor

ami tetszélegesen nagy lehet, ha x elég kozel van 1-hez. EZért a
példa fliggvénye numerikusan instabil. Ha bevezetjiik az (j

x = 1+ t valtozét, akkor kapjuk, hogy g (t) = f(1+t) =1+ /t.
Ennek a fiiggvénynek a t > 0 helyen vett kondiciészama

<& ”:zf;ﬁ'

Ha t =~ 0, azaz x ~ 1, akkor a kondiciészam kicsi marad. Tehat
stabilizaltuk a szamitast egy egyszer( dtalakitadssal.
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Kondiciészam Dir inverz hibak Lin.

[e]e]e]e]o]ele] Jo]

Matrixok és fliggvények kondiciészadma, fliggvények hibai

A kondiciészamot értelmezhetjiik az F = [f1,...f,]T : R™ — R”
tobbvaltozés (dn. vektor-vektor) fliggvényre is. A levezetést
mellézve addédik, hogy

ENEEY
D= TG

of 1™mm . .
ahol F'(x) = [8;,] , az un. Jacobi-matrix.
i1ij=1

Megjegyzés

A kondiciészam normafiiggo.
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rmindns, inverz Kondiciészam Direl erz hibak
00000000e

Matrixok és fliggvények kondiciészadma, fliggvények hibai

A matrixok kondiciészdma bevezetésének motivacidja:
Legyen A € R™" nemszinguldris matrix, x,y € R" és tekintsiik az
F:R" — R"” fuggvényt, ahol

F(x)=y=Ax

(azaz y az Ay = x linedris egyenletrendszer megoldasa a jobboldali
vektor fiiggvényében). Egyszer(i szdmoladssal megmutathatd, hogy
ezen fiiggvény kondiciészdma c(F,x) < ||A|| HA‘IH,
becslés pontos.

igy cond(A) = ||A|l HA‘lH kifejezés az A matrix kondiciészama.

és ez a
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rminans, inverz Direkt és inverz hibdk etrendszerel

®00000

Direkt és inverz hibdk

A fliggvényértékek szamitasa sordn — mint mar emlitettiik — hiba
kovetkezhet be.

Jeldlje x és y a pontos értékeket és legyen pontosan y = f (x), a
ténylegesen szamitott behelyettesitési érték pedig y. Az eltérést,
azaz a Ay = y — y értéket direkt hibanak nevezziik. Amennyiben
az y-ra valamely X értékkel pontosan fennall, hogy

y = f(X) = f (x+ Ax), akkor a Ax értéket inverz hibanak
mondjuk.

Linedris algebra numerikus médszerei
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Direkt és inverz hibdk Lin.

O@0000

Direkt és inverz hibdk

Az x - x+ Ax =X ésaz y — y + Ay = § megvaltozast (vagy
megvaltoztatast) perturbaciénak is szoktuk emliteni. Az inverz
hiba elemzését és becslését inverz hibaanalizisnek nevezzik. Ha
tobb inverz hiba is létezik, akkor a (valamilyen normdban) legkisebb
inverz hiba meghatarozasa az érdekes. (Gondoljunk példdul arra,
hogy ha x,y € R" és A € R"*", akkor tobbféle AA € R"*" is
szolgaltathatja ugyanazt az § = (A + AA)x eredményt.)
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Norma Determinan verz am Direkt és inverz hibdk

[e]e] lele]e}

Direkt és inverz hibdk

A direkt és az inverz hiba kapcsolatdnak vizsgalatahoz tegyiik fel,
hogy f kétszer folytonosan differencidlhaté. Ekkor tehat felirhaté a
kovetkezé Taylor-polinom:

(x +Y¥Ax)

1/
j/:f(x—i-Ax):f(x)—Ff'(x)Ax—i-f o1 (Ax)?,

ahol 9 € (0,1) igy a szamitott megoldds abszolt hibja

x + YAX)

f/—y:f(x—i—Ax)—f(x):f’(x)Ax+f//( 1 (Ax)?.

A relativ hiba pedig

y;y - (X:l(ix))> %

+0 ((Ax)2) .
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Direkt és inverz hibdk Lin.

[e]e]e] le]e]
Direkt és inverz hibdk

Innen kapjuk, hogy

00 _ (£, 2

] x|

kozelito egyenlotlenséget, amely széban kifejezve a kovetkezo:

relativ direkt hiba < kondicidszamszam x relativ inverz hiba
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Direkt és inverz hibdk Lin.

0000e0

Direkt és inverz h

Az egyenldtlenség azt mutatja, hogy egy rosszul kondicionalt
probléma szdmitott megolddsanak nagy lehet a (relativ) direkt
hibdja. Egy y = f (x) értéket szamité algoritmust direkt stabilnak
neveziink, ha a direkt hiba kicsi és inverz stabilnak nevezziik, ha
barmely x értékre olyan y szadmitott értéket ad, amelyre a Ax
inverz hiba kicsi. A kicsi jelz6 kornyezetfliggé. Egy direkt stabil
modszer nem feltétlentl inverz stabil. Ha az inverz hiba és a
kondiciészam kicsi, akkor az algoritmus direkt stabil.

Igebra numerikus médszerei




Direkt és inverz hibdk Lin.

0O0000e

Direkt és inverz hibdk

Megjegyzés

A gyakorlatban természetesen a szamitds végeredményének a
hibdja, a direkt hiba a fontos. Az inverz hibaanalizis jelentGsége
abban all, hogy sokszor az inverz hibat tudjuk becsulni. Az
alkalmazott szamitégép szamdbrazoldsi pontossaga rendszerint
ismert, gyakran annak (késébb targyalt) mérészamat vagy az azzal
aranyos mennyiséget tekinthetjiik inverz hibdnak. Az ardnyossagi
tényez6 megillapitdsa tapasztalatok alapjan torténik, szakkonyvek
is ajanlanak értékeket. J6l kondicionalt feladat esetén pedig az
inverz hibabdl kovetkeztethetiink a direkt hibara.
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verz hibak Lin. egyenletrendszerek A (

®000000

Linedris egyenletrendszerek

A linedris egyenletrendszerek altalanos alakja m egyenlet és n
ismeretlen esetén:

aixXy + ...+ ayXj+...+ammXn = b1
aj1x1 + ...+ ajjXj+ ...+ ainXn = b
amiX1+ ...+ amiXj +...+amnXn = bm

Az egyenletrendszert megadhatjuk a tomorebb
Ax=0b
formaban is, ahol

= [ag]i70; € R™", x € R", b€ R™.

Linedris algebra numerikus médszerei
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rminans, inverz n és inverz hibak Lin. egyenletrendszerek
[e] lele]ele]e}

Linedris egyenletrendszerek

Ha m < n, akkor alulhatarozott,

ha m > n, akkor tdlhatarozott egyenletrendszerrdl beszéliink.
Az m = n esetben pedig az egyenletrendszert négyzetesnek
nevezziik. Az egyenletrendszerek geometriai tartalmat a
kovetkez6képpen irhatjuk le:

Az R” euklideszi tér d € R" normalvektort és xg € R" ponton
atmend hipersikjat az

(x—x0)"d=0

egyenletet kielégité x € R" pontok hatdrozzak meg.
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Lin. egyenletrendszerek
[e]e] lelele]e}

nverz hibak

Linedris egyenletrendszerek

A hipersik egyenlete mds formaban kifejezve:
xTd=x{d.
Az Ax = b egyenletrendszert felirhatjuk az ekvivalens
al x = by
aLx = b,

alakban, ahol a] = [aj1,. .., am],
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rminans, inverz n erz hibak Lin. egyenletrendszerek
[ee]e] lele]e}

Linedris egyenletrendszerek

Innen jél lathatjuk, hogy a linedris egyenletrendszer megoldasa m
hipersik kozos része. Ennek megfeleléen hdrom eset lehetséges:

e (i) az egyenletrendszernek nincs megoldasa,

e (ii) az egyenletrendszernek pontosan egy megoldasa van,

e (iii) az egyenletrendszernek végtelen sok megoldasa van.

Definicio

Ha az Ax = b linearis egyenletrendszernek legaldbb egy megoldasa
van, akkor az egyenletrendszert konzisztensnek nevezziik. Ha az
egyenletrendszernek nincs megoldésa, akkor az egyenletrendszer
inkonzisztens.
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inverz hibak Lin. egyenletrendszerek
[e]e]ele] Tele}

Linedris egyenletrendszerek

Az Ax = b egyenletrendszert felirhatjuk az ekvivalens
n
Zx,-a,- =x1a1+...+xpan=>b
i=1

alakban is, ahol a; € R" az A matrix i-edik oszlopat jeldli (x; pedig
skaldr: a megolddsvektor i-edik komponense). A Z,’-’:l Xx;a; 0sszeg
az {a;}}_, vektorok linedris kombinacidja. Az egyenletrendszer
akkor és csak akkor oldhaté meg, ha b kifejezhet6 az A
oszlopvektorainak linedris kombindcidjaként.
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hibak Lin. egyenletrendszerek
O0000e0

Linedris egyenletrendszerek

A megoldhatdsagot megallapithatjuk a rang fogalmanak
segitségével is:

az Ax = b egyenletrendszernek akkor és csak akkor van megolddsa,
ha rank (A) = rank ([A, b]). Ha rank (A) = rank ([A, b]) = n,
akkor az Ax = b egyenletrendszernek pontosan egy megolddsa van.
A tovdbbiakban csak négyzetes egyenletrendszerekkel foglalkozunk.
Feltessziik tehat, hogy m = n.
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Lin. egyenletrendszerek
[e]e]ele]e]e] }

Linedris egyenletrendszerek

Az Ax = b (A€ R™", b € R") egyenletrendszernek akkor és csak
akkor van pontosan egy megoldasa, ha létezik A~1. Ekkor a
megoldds x = A~1b.

Az Ax =0 (A € R™") homogén linedris egyenletrendszernek akkor
és csak akkor van x # 0 nemtrividlis megoldasa, ha det (A) = 0.
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A Gauss-médszer

@0000
A Gauss-médszer

A Gauss-mddszer két fazisbdl all.

I. Azonos (a megolddst 6rz6) dtalakitdasokkal az Ax = b
egyenletrendszert fels6 hdromszog alak tra hozzuk:

Il. A kapott fels6 haromszogmatrixii egyenletrendszert megoldjuk.
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minans, inverz < n é verz hibak Lin. trendszerek A Gauss-médszer

[e] le]e]e}

A Gauss-médszer

Az azonos atalakitdst itt most Ugy végezziik el, hogy egyik
egyenletbdl kivonjuk a masik egyenlet alkalmasan megillapitott
konstansszorosat, igy ott a szdban forgd ismeretlen egylitthatdja
zérussa valik. Kiiktatjuk — idegen széval elimindljuk — az
ismeretlent, ezért is nevezziik a mddszert elimindcids eljarasnak.
Az elsé 1épésben az

T NN N
ag22)X2 + ...+ ag,)x,, = bgz)
a$,22) x + ... + a$,2,,) X = bg,z)

alakot kell tehat kapnunk,

Igebra numerikus médszerei




eterminans, inverz i inverz hibak etrendszerek A Gauss-médszer

[e]e] le]e}

A Gauss-médszer

amit ha aj; # 0,akkor elérhetiink Ggy, hogy az i-edik sorbdl
kivonjuk (i = 2,...,n) az els6 sor [;1-szeresét:

(aj1 — l1a11)x1 + (ai2 — lna2)xa + . . .+ (@in — li1a1n)xn = bi — li1 b1.

Az aj; — l1a11 = 0 feltételbdl kapjuk, hogy ;1 = - Ha ezt a /;;
értéket behelyettesitjik az egyenletbe, akkor konnyen ellendrizheto,
hogy itt tényleg arrdl van sz6, hogy az elsé egyenletbdl kifejezziik
az xi-et, és a kapott kifejezést behelyettesitjiik a maradék tobbibe.
A szamitasok sordan nem kell az x; szimbélumokat magunkkal
cipelni, elég, ha az egyltthatématrix elemein hajtjuk végre a
megfelel6 mddositast. igy konnyen programozhaté a kinullazas
alabbi algoritmusa:

Linedris algebra numerikus médszerei
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minans, inverz < n i é verz hibak . trendszerek A Gauss-médszer

[e]e]e] o}

A Gauss-médszer

Legyen al(jl) = ajj. Ekkor minden i =2,...,nésj=1,...,n esetén

= a0 /5
A=)~ )

p® = p@ _ bV

A kovetkezo |épésben minden i =3,...,nés j=2,...,n esetén

l2 = (2)/ a
af-j3) = af-f) = I,-gag)

b3 = b — b

Igebra numerikus médszerei




trendszerel A Gauss-médszer
[ee]e]e] ]

terminans, inverz K n ire werz hibak

A Gauss-médszer

Altaldnos (k-adik ) lépés: minden i =k +1,...,nésj=k,....n

esetén
li = (k) / 3y,

bI(k-i-l) _ b’(k) _ /ikb;((k)

Igebra numerikus médszerei
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