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Matrixok

Az m x n tipust (méret) valés A matrixon valés aj; szamok alabbi
tablazatat értjiik:

all a2 ... daij ... din
A= a1 ajo ce ajj ce din
L dml dm2 .- dmj --- dmn ]
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Matrixok

Norma

Az m és az n értelemszeriien pozitiv egész szamok.

Beszéliink a matrix i-edik sorardl és j-edik oszlopardl.

A sorok és oszlopok metszéspontjaban vannak a matrix a;; elemei
(i=1,....,m, j=1,...,n).

Komplex szamokbél (s6t, mas — absztrakt — struktarak elemeibdl)
is felépithetiink matrixokat.

Az m x n tipusi valés matrixok halmazat R™*" jeloli, ennek
megfelelsen példaul az A € R¥*/ azt jelenti, hogy A egy k x /
tipusd (méretdi) valés matrix.
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Matrixok

Az egyetlen sorbdl vagy egyetlen oszlopbdl allé6 matrixot vektornak
nevezziik.

A sorvektor szokasos megadasi médja: x = [xi,...,x,|. Az x; a
vektor egy eleme, masképpen komponense. Az oszlopvektorokat az

X1
x=| 1 | eR"

Xn

formaban szoktuk megadni, ahol R” az n komponensii
oszlopvektorok halmaza tulajdonképpen R” = R"*1).
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Matrixok

Megjegyzés

Ha egyszeriien csak vektort emlitiink és nem tessziik hozza, hogy az
sor- vagy oszlopvektor-e, akkor azon mindig oszlopvektort értiink.
A komponensek kettés indexelése egyrészt felesleges (az egyik
mindig 1), masrészt ez is mutatja, hogy valéjaban a matrixoktdl
fliggetleniil is értelmezheté matematikai objektum.

A definiciékban lathat6 szogletes zardjelek helyett szokas kerek
zardjeleket is hasznalni, valamint gyakran célszerl a kovetkezg,
tomorebb jelolést valasztani:

A= a0 = ()0 a=lailii = (@) -
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Matrixok

Ha a sorok és oszlopok szama megegyezik, akkor a matrixot
négyzetesnek nevezziik, témorebb jeldlése is némileg
egyszer(isodik. Példaul az n x n méretli C matrix esetén:

C= [CU]7J:1 ) C= (CU)7J:1 0
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Matrixmiiveletek

Csak azonos méretii matrixok kozott értelmezziik, a
kovetkezoképpen: ha A, B € R™*"  akkor
C=A4+BeR™"& C= (Cu),,J 1 = (a5 + b,J),,J Q0

Az Gsszeadas két fontos tulajdonsaga: kommutativ és asszociativ (a
tagok sorrendje felcserélheté és csoportosithato)

A+B=B+A (A+B)+ C=A+(B+C).
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Matrixmiiveletek

Il. Szammal valé szorzas.

Legyen A € R™*" és legyen A valés szam (azaz A € R). Ekkor

C=MER™" & C = (c)™"; = (Nay)™, .

1=

Nyilvanvals, hogy A(uA) = (Ap)A, tovabba a fenti két miivelet
értelmezésébsl kovetkezik az alabbi két — a disztributivitast
kimondé6 — szabaly:

MA+B)=MA+AB & (\+p)A=AA+ A

Megallapodas szerint szammal jobbrdl és balrél is szorozhatunk:
A = AN
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Matrixmiiveletek

Az R™*" halmazt (vagy az R" halmazt) a fenti két miivelettel
algebrai struktaranak tekinthetjiik és mint ilyen, rendelkezik
mindazon tulajdonsagokkal, amelyek a linearis teret (mas széval —
itt ugyan szokatlanul hangzik — vektorteret) definialjak; példaul van
zéruselem, az Osszeadas invertalhatd, stb. Ezért nem lesz
meglepetés, ha az altalunk érzékelt haromdimenziés térben definialt
vektorok bizonyos jellemzéit (pl. hosszasag) altalanositjuk
tobbdimenzidban is, s6t ezt az altalanositast kiterjesztjiik
matrixokra is.
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Matrixmiiveletek

Ill. Transzponalas (tiikrozés).

Az A € R™*" transzponaltjat jeldlje AT, amit a kdvetkezGképpen
definialunk:

C=ATeR™"" & C= (ci)iizy ahol cjj = aji

Ugy is fogalmazhatjuk: a sorokat és az oszlopokat felcseréljiik.

A transzponalas definici6jabél adédik, hogy

(ANYT=A (A+B)T =A" +BT.

Négyzetes matrixok esetén a transzponalas a f6atléra valé tiikrozést
jelent. (A féatlét azon elemek alkotjak, melyek sor— és oszlopindexe
megegyezik, azaz az a1, a2, .. ., an, elemek.)
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Matrixmiiveletek

A transzponalas felhasznalasaval az oszlopvektorokat meg lehet

adni még az x = [x1,...,x,] ", a sorvektorokat pedig az
T
X1
X =
Xn
formaban is.
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Matrixmiiveletek

Ha A € R™*k és B € Rk*" akkor a szorzatukat a

C = ()]l =ABER™ " & —Za,tbg
t=1
(i = 1,....m j=1,...,n).

elirassal definialjuk.

Lathat6, hogy amint az dsszeadasnal, gy itt is lényeges a
miiveletben szereplé operandusok (tényezék) mérete, csak itt mas a
kovetelmény: az elsé tényezd oszlopainak szama és a masodik
tényezé sorainak a szama kell, hogy egyenlé legyen; az eredmény
mérete a tényez&kébsl kdvetkezik. Fontos megjegyezni, hogy a
szorzas nem kommutativ, tehat altalaban
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Matrixmiiveletek

A két matrix kdzott tobbnyire nem is értelmezheté mindkét
sorrendben a szorzas.

Ha x,y € R" akkor az x Ty és az xy " szorzas végezhet6 el; el6bbi
neve skalar szorzas, utébbié diadikus szorzas. A skalar szorzat
eredménye egy skalar szam (1 x l-es matrix), szoktak kiilon is
definialni.

Definicié

Az x,y € R" skalaris szorzata a

n

xTy = Zx,—y,-.

i=1
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Norma

Matrixmiiveletek

A skalar szorzas definiciéjabdl lathatd, hogy a szorzatmatrix
barmelyik (7, /) indexii elemét agy kapjuk, mint egy skalarszorzatot:
az els6 tényezs i-edik sorat (mint sorvektort) szorozzuk a masodik

tényezé j-edik oszlopaval, azaz

by

C,'J' = [a,-l, 000 a,-k]

bkj
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k, vektorok

Matrixmiiveletek

Gyakran kell alkalmaznunk a matrixszorzasnak — az értelmezésbél
kozvetleniil adédé — alabbi tulajdonsagait:

(AB)C
A(B + C)
(A+ B)C

(AB)T

A(BC),
AB + AC,
AC + BC,
BTAT.

A tovabbiakban a matrix és matrix-vektor miiveletek felirasanal
feltessziik, hogy az ott szereplé matrixok, ill. vektorok méretei
olyanok, amelyek lehetévé teszik az adott miiveletet.
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Specialis matrixok, vektorok

Definicié

Az A matrix szimmetrikus, ha AT = A.

Nyilvanvald, hogy csak négyzetes matrix lehet szimmetrikus és
ekkor ajj = aji (i, j=1,...,n)
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Specialis matrixok, vektorok

Definicié

A 0 € R™*" matrix zérusmatrix, ha az osszes eleme zérus, azaz

0 ... 0

A zérusmatrix az Osszeadasra nézve a zéruselem, azaz minden A
matrix esetén
A+0=A, A0=0.
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Specialis matrixok, vektorok

Definicié

Az | € R™" matrix egységmatrix, ha

1 0 ... ... 0
0 1
| —
: 1 0
0 . 1 |

Az egységmatrix (amit gyakran a magyar elnevezésének
kezdSbet(ijével, E-vel is jeldliink) a szorzasra nézve egységelem,
azaz minden A € R"*" esetén

Al =1A=A.
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Specialis matrixok, vektorok

Megjegyzés

Szokas az egységmatrix fogalmat a nem négyzetes matrixokra is
kiterjeszteni, a definiciéjat agy adva meg, hogy az azonos indexpari
elemei 1-esek, a tobbi zérus (példaul

1 00
01 0]
Ilyenkor persze az egység elnevezés mar nem jogos, félrevezetd.

Mindenesetre nagyon hasznos kiterjesztés, tobb matematikai
szoftver (a Matlab is) él vele.
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Specialis matrixok, vektorok

Az egységmatrix mellett fontos fogalom az egységvektor.

Definicié

Az e; € R" vektort (i-edik) egységvektornak nevezziik, ha az i-edik
komponense 1-es, a tobbi pedig zérus.

A transzponaltjat felirva, tehat:

e=1[0,...,0,1,0,...,0]" € R".
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000008000000

Specialis matrixok, vektorok

Definicié

A D € R"*" diagonalmatrix, ha

i 0 ... ... 0
0 d
D =
do1 O
0 .0 dy |

A diagonalis elemek indexei azonosak, ezért jeldljiik azokat
rendszerint egyetlen indexszel. Magat a D diagonalmatrixot gyakran
a diag(di, ..., d,) vagy diag(d;) (i =1,...n) formaban is jeldljik.
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Specialis matrixok, vektorok

Definicié
A P € R™" matrix permutaciématrix, ha minden soraban és
oszlopaban pontosan egy darab 1-es van és a tobbi elem zérus.

Példaul az alabbi matrix egy 4 x 4-es permutaciomatrix:

0010
1 000
0 001
0100
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Specialis matrixok, vektorok

Definicié

Az A= [a,-J-],f’J:1 matrix als6 haromszog alaka, ha minden i < j
esetén a;j = 0 és fels6 haromszog alaki, ha minden i > j esetén
ajj = 0.

Az alsé— és fels6haromszégmatrixok alakja sematikusan a

kovetkezé:
[ % 0 0 i [« % ]
* % 0 =
: * %
* * 0 0 =
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Specialis matrixok, vektorok

Beszélni szoktunk valamely négyzetes A € R™" matrix alsé és felsé
haromszogrészérsl, amelyekre a tril(A), illetve triu(A) jeldléssel
hivatkozunk. Ezeket értelemszeriien tgy kapjuk, hogy az eredeti
matrix f6atléja feletti, illetve alatti elemeit kicseréljitk zérusokra.

3 -2 2
Példaul az A = 9 0 0 | matrix esetén
=5 3 1
300 3 -2 2
tril(A) = 9 00 triv(A)=10 0 0
-5 3 1 0 01

(az | az angol lower, u pedig az upper sz6 kezdébetiije.)
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Specialis matrixok, vektorok

Definicié

Az A € R™" matrix sdvmatrix p als6 savszélességgel és g felss

savszélességgel, ha teljesiil, hogy

aj=0, hai>j+p vagyi+gq<j.

Mas széval: a —p-edik diagonalisuk alatti és g-adik diagonalisuk
feletti elemeik zérusak. A savot, amelynek elemeit nem koételezéen
zérusokként kezeljiik, azon aj; elemek definialjak, amelyek indexeire
teljesiil, hogy i — p < j < i+ q, vagy ekvivalens médon

j—q <i<j+ p. Sematikusan abrazolva:
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000000000080

Specialis matrixok, vektorok

ail a2 ... ... 3171+q 0 e e 0
a1 a2
l+p,1 0
A= 0 an—q,n
dpn—1,n
| 0 e e 0 ann—p --- ann—1 ann |
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Specialis matrixok, vektorok

Altalaban ritka matrixoknak nevezziik azokat a matrixokat, amelyek
viszonylag sok, ismert poziciéju zérust tartalmaznak. llyenek pédaul
a sdvmatrixok, vagy lehetnek szabalytalan (de ismert, rogzitett)
elhelyezkedésii sok zérust tartalmazé matrixok is. Az ilyen matrixok
tarolasa a zérusok figyelmen kiviil hagyasaval helytakarékosan
oldhaté meg, és a veliik val6 kiilonbéz& manipulacidkat végrehajté
programok is gazdasagosan, miivelettakarékosan irhaték meg.
(Persze, tudni kell, hogy kézben nem valtoznak-e meg a zérusok,
illetve azt, hogy legfeljebb hol valtozhatnak.) Ebbél a szempontbél
ritkanak tekinthet6k a haromszégmatrixok is, a nemzérus elemek
tarolasa torténhet vektorban, példaul oszlopfolytonos sorrendben. A
szimmetria is tekintetbe vehetd; ilyen esetben elég csak az also6
(vagy a fels6) haromszdgrészt tarolni. (Itt is tigyelni kell a
programozas soran, hogy hol romlik el esetleg az algoritmus

végrehajtasa soran a szimmetria.)
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Vektor- és matrixnormak

Az f : R™k — R fiiggvényt matrixnormanak (vagy
vektornormanak, ha k = 1) nevezziik, ha

f(x) > 0 @xeRMﬂ, f(x) =0 x=0,
FOx) = A fx) @xeR”KVAeR)

fix+y) < Ff(x)+f(y) @&yeRMﬁ.

A norma szokasos jeldlése: ||x||.
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Vektor- és matrixnormak

Normat nyilvan nagyon sokféleképpen adhatunk meg. Bar a
vektorokat is (specialis méret(i) matrixokkal azonositottuk, vannak
szempontok, amelyek alapjan mégis csak kiilonbdz8 objektumokrdl
van szé, ezért konkrét normakat kilonboz8 médon vezetiink be.
Vektorok esetén a normak fontos osztalyat alkotjak, az an.
hatvanynormak:

1
w P

Ixll, = { D_l?)

i=1

ahol p > 1 egész szam.
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Vektor- és matrixnormak

A leggyakrabban hasznalt vektornormak a kévetkezék:

n
Ixll, = Z|X,'| (6sszeg norma),
i=1
1
n 2
Ixll, = Z|Xi|2 (euklideszi norma),
i=1
IXloo = 12?3)(n|xi| (maximum norma).
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k, vektorok

Vektor- és matrixnormak

A legutébbit a p — oo hataratmenettel kapjuk. (Az|x||, norma
megfogalmazasanal természetesen a jobboldalon az abszolut érték
jel elhagyhat6 valés vektorok esetén, de akkor nem, ha az elemek
komplexek.)

Példa
Legyen v = [1,—-7,0,3]". Ekkor

v, =1+7+0+3=11,

[vll, = V1 +49+0+ 9 = 7.681 (kerekitve),
|lv]|,, = max{1,7,0,3} =7.
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Vektor- és matrixnormak

A haromkomponensii vektorok altal bezart szég skalar szorzas
segitségével valé kiszamitasanak szabalyat kiterjesztve,
értelmezhetjiik az akarhany komponensii vektorok kézétti szdget is.

Definicié
Az x,y € R" (x,y # 0) vektorok szdge 6, amelynek koszinuszat a

XT_)/

cos(f) = ————
12 1yl

Osszefliggés definialja.
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Vektor- és matrixnormak

Legyen A = [ajj]7:",. A leggyakrabban hasznalt matrixnormak a

kovetkez8k:

ij=1"

1Al = 1r23<x Z lajj| (oszlopésszeg norma),

|All, = {AT A legnagyobb sajétértéke}% (spektralnorma) ,

Al = 121a<x Z lajj| (sordsszeg norma),

m n
IAllF = ZZ ]a;j]2 (Frobenius-norma).

i=1 j=1

(A Frobenius-normanal itt sem kell csak komplex elemek esetén a
jobboldalon az abszolut érték jel.)
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Vektor- és matrixnormak

Legyen
2 -1 0
=% 12)

Az emlitett normai:
|All; = max{2+4; 1+ 1,0+ 1} =6,
|Allooc =max{2+14+0; 4+ 141} =6,
Al =vV4+1+0+16+1+1=4.79.
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