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Hibaforrasok

A feladatok megoldasa soran kiilénféle hibaforrasokkal talalkozunk:

@ Modellhiba, amikor a val6sagnak egy kozelitését hasznaljuk a
feladat matematikai alakjanak felirasdhoz. (Pl. egy fizikai
torvényekkel leirt modellt.)

o Meérési vagy 6roklott hiba, amikor a modell adatai a pontos
értékeknek csak kozelits értékei. Altalaban a mérés
pontossagatél fliggnek.

o Miiveleti ( kerekitési-) és input hiba, amely az adatok
szamitégépen val6 abrazolasabol adédnak. A racionalis
szamoknak is csak egy részhalmaza abrazolhaté a
lebeg6pontos aritmetikaban. A miiveletvégzés soran kerekités,
tal- illetve alulcsordulas léphet fel.

o Képlethiba, amikor egy végtelen eljarast véges szamu lépés
utan leallitunk, kozelité algoritmusokat alkalmazunk.
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Szamabrazolas

Az egész szamok

Az egész szamokat a szamitégépben elGjeles vagy el6jel nélkiili
binaris szamként képzelhetjiik el, igy jellemezhet6ek a hasznalt
binaris jegyek szamaval. Ez utébbi nem rdgzitett, hanem bizonyos
mértékben valaszthaté. A szokasos az, hogy 2- és 4-byte-os egész
szamok allnak rendelkezésre, ahol a byte nyolc bitet tartalmaz, azaz
nyolc binaris jeggyel rendelkezik (sok gépnél a byte a legkisebb
elérhetd, cimezhetd tarolasi egység).

Az egész szamokkal val6 aritmetikai miiveletek nagysagrenddel
gyorsabbak a lebegépontos szamokénal és hibamenteseknek
tekintheték, ezért hasznalatuk dénté mértékben felgyorsithatja egy
adott algoritmus futasat a szamitégépen.

Az egész szamokkal val6 szamitas minden |épését viszont
figyelmesen at kell gondolni, mert ilyenkor valéjaban
maradékosztalyokban dolgozunk.
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Szamabrazolas

A lebegbpontos szamok

A szamitogépek egy véges szamhalmazt abrazolnak és a
szamitasokat is ezekkel a szamokkal végzik. Leggyakrabban a
lebeg6&pontos aritmetikat hasznaljak. Nézziik ennek a modelljét:

Definicié

A nemnulla lebegépontos szamok altalanos alakja:
m m m
£k (T T+ 0L,
a a a
ahol a > 1 a szdmabrazolas alapja, + az elGjel, t > 1 a szamjegyek
szama, k € Z a kitevé.

Az my szamjegy normalizalt, azaz 1 < m; < a — 1 (ez garantélja a
szamabrazolas egyértelmiiségét).
A tobbi szamjegyre: 0 < m; <a—1(i=2,...,t)
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Szamabrazolas

A nulla nem normalizalt! Ebben az esetben
k=0,m =mp=---=m; =0, elgjele altalaban +.

A szamabrazolas alapja lehet 2,10, 16, ... (altalaban a
programozasi nyelven malik, hogy melyiket hasznalja)

t = 8: egyszeres pontossag, t = 16: dupla pontossag.
A lebeg6pontos szamokat [+, k, my, ma, ..., m;] alakban taroljuk

(a valésagban ettdl eltérhet...), ahol m := (my,mp,...,m;) a
mantissza, mig k a szam karakterisztikaja.
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Szamabrazolas

A géptdl és a pontossagtdl fliggéen m tarolasara 4,8,16 byte all
rendelkezésre. Ezzel parhuzamosan né a k értékkészlete. Adott
pontossag mellett:

L<k<U,

A legnagyobb abrazolhaté szam:

t
. a—]._ U a—1 a—1 a—1
M =gV 30 —a-< P

i=1
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Szamabrazolas

A legkisebb abrazolhaté szam: — M.
A lebeg8pontos szamok a [—M>° M°]-beli szamok diszkrét
(racionalis) részhalmazat alkotjak és ez a részhalmaz a 0-ra nézve

szimmetrikus.

A 0-hoz legkdzelebbi pozitiv lebegépontos szamot eg-val jeldljiik.
L1 L-1
€o=a ;—i—O—l—O—i—-"—i-O =a .

Igy a 0-n kiviil a (—&g, €o) intervallumban nincs mas lebeg&pontos
szam (lehetnek nem normalizalt szamok, de azokkal nem
foglalkozunk).
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Szamabrazolas

Az eg-hoz legkdzelebbi pozitiv lebegSpontos szam:

1 1
at <a+0+0+---+> =co+aF=eo(l+ah).

at

Az 1 mindig lebegépontos szam: 1 =[+,1,1,0,0,...0].

Az 1 utan a [+,1,1,0,0,...0,1] lebeg6pontos szam kovetkezik, ez
L-at P =1ty el an =2

Definicié

Ezt az e1-et a gép relativ pontossaganak, vagy gépi epszilonnak
nevezziik.

Az gg, e1 szamok abszolit és relativ hibakorlatot jelentenek az
inputnal és a négy alapmiiveletnél.
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Szamabrazolas

Legyen adott

Az x-hez legkdzelebb es6, x-nél nagyobb lebegépontos szam:
x 4+ ak~t, ugyanis

X
I
X

1
"(0+0+0+-~+> =x+a

at

tehat 0, = X — x = a¥~t. Mivel k karakterisztikaja szamok koziil a

: 1 :
legkisebb lehetséges érték a* - o ezért (mivel ak71 < x)

- k—t _ _k—141—t _ k=1 _1—t _ _k-1
Ox

=X—Xx=a =a =a -a =a ce1 < x-¢e1,
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Kerekités, levagas

Input hibaja
Legyen x € R, |x| < M és legyen fl(x) az x-hez hozzarendelt
lebeg6pontos szam (ez lehet kerekitéssel vagy levagassal).

Kerekités esetén:

fi(x) = 0, ha |x| < &g
| az x-hez legkdzelebbi lebeg6pontos szam, ha g9 < |x| < M

Ekkor kerekités esetén

€0, ha |x| < &g
fi(x) — x| <
|8(x) = 551\x|, ha |x| > eg

1
Levagas esetén 551\x| helyett £1|x| all (ez pontatlanabb, de

kénnyebb levagni, mint kerekiteni).
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Kerekités, levagas

Alapmiiveletek hibdja

Legyen a ¢ az alapmiiveletek barmelyike (+, —,-, /). Ekkor
kerekités esetén

€0, ha |xQy| < o
fi(x — X <
| f1(xQy) <>)/|—{ 1/2-e1- |xOy|, ha |xOy| > o
vagy az eo-lal kapcsolatos eseteket elhagyva:

1, levagas esetén

|fi(x0y) — x0y| < ex|x0y| { 1/2, kerekités esetén

Levagas esetén:

—e1|xQy| < fi(xQy) — xOy < e1]xQy|
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Kerekités, levagas

Alapmiiveletek hibaja
ebbdl adédik,hogy

A(xQy) — xOy = €1 - [xQy| - s ahol —1<s<1.
Ekkor viszont
A(xQy) = xOy + €1 - [xOy| - s = xOy(1 + sgn(xOy) - €1 - 5)
Legyen e¢ := sgn(xQy) - €1 - s < 1. Ekkor
fi(xQy) = x0y (1 + &),
ahol

leo| < & 1, levagas esetén
o) = &8 1/2, kerekités esetén
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Kerekités, levagas

Alapmiiveletek hibaja

Ez az dsszefiiggés a 0 koriili hézagban nem érvényes! Tovabba akkor
sem, ha a miivelet eredménye > M> (azaz talcsordulas esetén)

Ha a miivelet eredménye # 0, de eleme a (—&g,&0) intervallumnak,

akkor alulcsordulast kapunk (altalaban 0-nak veszi a gép hibajelzés
nélkil!)
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Klasszikus hibaanalizis

Definicié

Legyen A pontos érték, a pedig annak valamilyen kozelitése. A
Aa = A — a mennyiséget az a kozelités hibajanak nevezziik, a

|Aa| = |A — a| szamot pedig az abszolut hibajanak. Azt a da

értéket pedig, amelyre fennall, hogy |A — a| = |Aa| < da, az a
abszolat hibakorlatjanak mondjuk.

A definicié értelmében hasznaljuk az A = a + da hivatkozast is, ami
annyit jelent, hogy A € [a — da, a + da]. Nyilvan annal jobb a
kozelités, mas széval annal élesebb a becslés (és erre torekedni kell),
minél kisebb a da.

A kozelités josagat ezért az abszolut hiba és az abszolut hibanak a
pontos érték egységére esé része — a relativ hiba — egyiitt jellemzi.
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Klasszikus hibaanalizis

Definicié

|
N

Az A szam valamely a kozelits értékének relativ hibaja a TAl
mennyiség.

Minthogy az A pontos érték altalaban nem ismeretes, ezért a %

helyett a | | kozelitést hasznaljuk. Az igy elkdvetett hiba mértéke:

da oda

2
lal = All _, la=Al _ (52)
Al Ta

la[ |Al = [al[A] ~ Jal [A]

Szokés a relativ hiba helyett annak szazalékos érték ét megadni,
azaz ‘A| & 100|A‘
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Klasszikus hibaanalizis

Jelélések

A kovetkezé jeloléseket és elnevezéseket hasznaljuk: x, y pontos
értékek, a és b a kozelits értékeik, da és b hibakorlatokkal, azaz
|x —a| = |Aa| < daés |y — b| = |Ab| < db.

Jeldlje O a +, —, -, / miiveletek barmelyikét. Az a{ b miivelet
eredményét az x O y elméleti eredmény kozelitésének tekintjiik és a
[A(a0b)| <d(a®b),

illetve a

|A(aQb)| < d(aQb) ~ 0(adb)

(xOy)l ~ [(x0y)l  1(adb)|

becsléseket keressiik, ahol A (a{ b) a mivelet hibajat, 6(a O b)
pedig abszolut hibakorlatjat jeloli. Az additiv miiveletek (6sszeadas,
kivonas) hibaszamitas szempontjabdl egymas kozott hasonlésagot
mutatnak, ezért egyetlen tételben adjuk meg a megfelels
hibakorlatokat.
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Abszolat hiba

Az additiv miiveletek abszolt hibakorlatjai a kovetkezék:

da—+ db,

<
< da-+db.

|[A(a+b)| = |(x£y)-(axb)|
= |[(a+ Da) % (b+ Ab)|-(a =+ b)|
= |Aa Ab| < |Aa| + |Ab| < 62+ b,

amibél a fenti allitasunk kovetkezik.
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Abszolat hiba

Megjegyzés

Mivel mindkét mivelet esetén ugyanazt az eredményt kaptuk,
valéjaban az el6jelilkre semmilyen kikotést nem kellett tenni. Az
eredmény akarhany, tetszéleges el6jelii tagra kiterjesztheté.
Tekintsiik a

n n
E x,-wg aj, (xi =aj+da;, i=1,2,...,n)
i=1 i=1

osszegzést. Konnyen belathato, hogy 6 (371 a)) = > 74 da;.
Természetesen ez az esetek nagy részében jelentésen talbecsli a
tényleges abszolut hibat, hiszen azt tételezi fel, hogy az egyes tagok
hibainak elGjele a legkedvezétlenebbiil alakul. Valészintiségszamitasi
eszkozokkel élesebb becslés is adhaté, j6 megbizhatésaggal.
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Abszolat hiba

A multiplikativ miveletek abszolat hibakorlatjai a kovetkezsk:

d(ab) =~ |a|db—+ |b|da,
alob+ |b|da
5(a/b) |||b|2|‘.

A szorzat abszolat hibakorlatjara kapjuk, hogy

|A(ab)] = |xy —ab| =|(a+ Aa)(b+ Ab) — ab|
= |aAb+ bAa+ AaAb| < |a|db+ |b|da+ |Aa||Ab
~ l|a|éb+|b|da.

Ha |a| > |Aa| és |b| > |Ab|, akkor a |Aa||Ab| masodrendii
hibatagot elhanyagolhatjuk és azzal éppen az allitasunkat kapjuk.
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Abszolat hiba

Bizonyitas
Az osztas esetén természetesen feltessziik, hogy a nevezd nem zérus

és azt kapjuk, hogy

a+Aa_§
b+Ab b

_ | —aAb+ bAa
| b(b+ Ab)

|a| |Ab| + |b||Aa| _ |a]db+ |b|da
T 1+ 4 = b1+ 42
b b
la| 0b+ |b|da
b? '

Q

Itt pedig hasonlé meggondolassal a % tagot hanyagolhatjuk el az
1 mellett, amivel allitasunk kiadédik.
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Abszolat hiba
OO00C 0

Klasszikus hibaanalizis

Hibaszamitas Szamabrazolas Kerekités, levagas

Relativ hiba

Tétel
Az aritmetikai miveletek relativ hibakorlatjai a kdvetkezsk (feltéve,

hogy nevezé sehol sem lehet zérus, és az additiv miiveleteknél az

operandusok el6jele megegyezd):
d(a+b) max{éa (Sb}
|a+ bl lal” [b] ]’

d(a—b) da+db
la—b| |a—b|’

o(ab) _da b

ab ~Jal Bl
o(2

() o2 ob
FRERRE
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Relativ hiba

Csak az dsszeadas relativ hibajat bizonyitani.

|alda | |b|db

S(a+b)  datdb ( T T )
la+bl  Ja+b  |a+b

< max{(Sa (5/3}|a|+|b\ —max{(sa 6b}
- jal" b1 ] |a+ bl lal" |61 ]

Az utolsé egyenl6ség az a és b azonos el6jelébdl kdvetkezik.
A kivonasra adott 6sszefiiggés megegyezik a definiciéval. A szorzas
és osztas relativ hibaja behelyettesités utan azonnal adédik.
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