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Hermite interpoldacié

Tegyiik fel, hogy az xo, x1, ..., xx € [a, b] kiilonbozé alappontok
(k < n), tovdbba mg, my, ..., mx € N multiplicitasok tgy, hogy

k
Z m;i =n+1.
i=0
Legyenek adottak
FO(x) =y, (i=0,...,kés j=0,...,m; — 1)
értékek. Egy olyan n-edfoki P polinomot keresiink, melyre

PV (x;) =y, (i=0,...,késj=0,...,m; — 1)
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Hermite interpoldacié

Egyértelmiien létezik egy olyan n-edfokd P polinom, melyre

PO (x) =y, (i=0,...,késj=0,....m —1)
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Hermite interpoldacié

A Hermite interpolacids polinom hibdjira vonatkozik a kovetkezd
tétel:

Ha f € C"1[a, b], és jeldlje | C [a, b] az x1, X2, . . ., X alappontok
altal kifeszitett intervallumot, ekkor minden x* € [a, b] esetén
létezik & = £(x*) € 1, hogy

(n)
) — Py = e
ahol k
w(x*) =T = =)™
i=0

Ha sup,cpa p) |F(M(x)| =: Mp11 < oo, akkor

MI‘I+1 *
@)
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Hermite interpoldacié

@ Ha m; = 1 minden i-re, akkor a Lagrange-féle interpolaciét
kapjuk.

@ Ha m; = 2 minden i-re, akkor a Fejér-Hermite interpolaciét
kapjuk, melynek ismert az explicit alakja és az a
Lagrange-alappolinomok segitségével is felirhaté.
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Hermite interpoldacié

Definicio (elsérendii osztott differencidk)

Legyenek x1,xo, ..., X, kiilonbozé pontok. Ekkor

f(xi+1) — f(x)

i=1,...,n—1),
Xi+1 — Xj ( )

f[Xiaxi—i-l] =

Definicio (k-adrend(i osztott differencidk)

Legyenek x1,xo, ..., X, kilonbozé pontok. Ekkor

_ X, Xk = X X k]
Xitk — Xi

flxi,. .5 Xitk)

(k=1,...,n,i=1,...,n— k).
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Hermite interpoldacié

A Lagrange-féle interpolacio Newton-alakja
n k—1
P(x) = f(x1) + Z flxa, .o, Xkl H(x — x;j)
k=2 j=1
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Hermite interpoldacié

Azonos alappontok esetén az osztott differencia nem definidlhaté a
szokasos formuldval. A forgalom kiterjesztése hatdratmenettel
torténik.

Definicié (Osztott differencidk ismétlédé argumentumokkal)

f[X,X] _ }![)nx f(X)z : ;(Y) — f

Hasonléan a k — 1-edrend(i osztott differencidra adddik, hogy

flx,x,....,x] =

A tobbi, azonos alappontokat is tartalmazé osztott differencia a
fentiekbdl a szokdsos definicidval szdmolhatd.
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Hermite interpoldacié

Hermite-interpolacios polinom el6dllitasa Newton alakkal

Az osztott differencia tablazat felépitése:

@ Minden alappontot annyiszor vesziink fel egymas utan,
amennyi a multiplicitdsa, pl. az x;-t m; + 1-szer egymas utan.

@ Beirjuk az f(x;) értékeket és a megfeleld Ad (X’) értékeket az x;

alappontra tdmaszkodd j — 1-edrendii osztott differencidk
helyére (fU)(x;) ismeretében).

@ A tdblazat tobbi részét az osztott differencia fogalom
definicidja alapjan toltjiik ki.

@ Az interpoldciés polinom felirdsa a tablazatbdl a szokasos
moédon torténik, a tablazat atléjaban szerepl6 elemek, mint
egyutthatdk segitségével.
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Hermite interpoldacié

Hermite-interpolacios polinom eléallitasa Lagrange alakkal:

Felirjuk a megfelelé alappolinomokat, majd mindegyiket a
megfeleld f(j)(x,-)—vel szorozva az interpoldacids polinomot. Az
alappolinomok el6allitdsa bonyolult, az alappontok illetve a
multiplicitds értékektdl fligg az alakjuk.

Példa:

Mi lesz az f-et kozelité Hermite-interpoldcids polinom, ha
f(0)=-1,f(2) = —-1,f(0) = —4,f'(2) =4 és f"(2) = 12

Linedris algebra numerikus médszerei
8. el6adas



Hermite interpoldcié
000000000 e

Hermite interpoldacié

Megoldas

Elkészitjiik az osztott differencia tablazatot.

A=

0 =1 0—(—4
1-(-1) e
— =) 20 "_n
2-0 £ 55
2 -1 < 4-0 2-0 2
e 2

> f(2)=4

(5]
|
~ N
=

> fR)=4 2

5 -1

P(x) = =1+ (—4)(x — 0) + 2(x — 0)® + 0(x — 0)%*(x — 2)
+1(x — 0)2(X - 2)2 =1 —4x+2x>+ X2(X = 2)2
=x*—4xP+6x2—4x—1
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Spline interpolacié

A Spline interpolacid is a linedris interpoldcidk kozé tartozik
alkalmasan megvalasztott {¢;}"_; bazisfiiggvény-rendszerrel.

Definicié

A h(x) interpolalé fliggvényt szakaszonként adjuk meg specidlis
csatlakozasi feltételekkel. Aza=x1 <x < ... < x,=0>b
alappontokhoz, illetve az y; = f (x;) (i =1,...,n)
fliggvényértékekhez olyan S(x) fluggvényt keresiink, amely kielégiti
a kovetkezo feltételeket:

(1) S(x)=Si(x)  (x € [xi, xiy1])

(2) S(x;) =y (i=1,...,n),

(3) Si(xit1) = Siv1(xiv1)  (i=1,...,n=2)
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Spline interpolacié

Megjegyzések
e Az (1) feltétel tulajdonképpen csak megfogalmazza, hogy

szakaszokbdl 4ll az interpolacids fiiggvényiink, azaz
részintervallumonként mas-mds elGirdssal definialjuk.

o A (2) feltétel azt jelenti, hogy az S(x) valdban interpoldlé
fuggvény.

@ A (3)-mal a folytonossagot biztositjuk az [a, b] intervallumon
(Ezért nincs ellentmondés (1)-ben: a kozbiilsé osztépontok
két szakaszhoz is tartoznak, de ott mindkét szakasz
ugyanolyan értéki.)
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Spline interpolacié

Megjegyzések

@ Ez a hdrom feltétel tulajdonképpen a Spline altaldnos
definicidja. Az egyes S; fliggvényeket akdr mas-mas H;
osztalybdl valaszthatjuk, azonban rendszerint egyetlen H
halmazt irunk el6: S; € H. A H-tdl fiiggben tovabbi
feltételeket is elSirhatunk (gyakran kotelezd is, hogy
egyértelmii megoldast kapjunk).

@ A H lehet példdul az y = o + x elséfokid polinomok (az
egyenesek) osztdlya. Ez esetben nem is kell tovébbi feltétel; a
megoldast az (1)-(3) feltételek egyértelmiien biztositjdk.

@ Magasabb fokszamu polinomok esetén a kozbiilsé pontokban
bizonyos rendig a csatlakozé dgak derivaltjainak megegyezését
is megkovetelhetjiik. Azt mondjuk, hogy egy Spline k-ad
foku és m-ed rendii, ha szakaszonként legfeljebb k-adfokd
polinomokbdl all, és a kozbiils6 pontokban a jobb- és baloldali
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Spline interpolacié

A spline meghatarozasakor n db k-adfokd polinomot kell felirnunk,
azaz az ismeretlenek szdma: n(k + 1).

Az (1), (3) feltételekbdl a feltételek szama : (k + 1)n — (k — 1),
ugyanis k — 1 db simasagi feltétel az n — 1 belsé pontban, azaz
(n—1)(k — 1) és 2n db interpoldcids feltétel (n db intervallum két
végpontja).

Osszesen (n —1)(k — 1) +2n = (k + 1)n — (k — 1). Innen latszik,

hogy k — 1 db feltétel hidnyzik a Spline egyértelmiiségéhez. Ezeket
a feltételeket dltaldban a végpontokra adjdk meg.
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Linedris spline (k=1)

Az (1), (2) és (3) egyértelmiien meghatarozza. Minden [xk, Xx+1]
intervallumon

Sk(xk) = akxk + bk =y«
Sk(xk+1) = akXk+1 + bk = Y41

Ebbdl az két ismeretlenes egyenletrendszerbdl ay és by
meghatdrozhatd.

Ugy is meghatarozhatjuk a Py polinomot, hogy az [XK, Xk+1]
intervallum végpontjaira felirjuk a linedris interpolaciés polinom
Lagrange-féle alakjat. Az interpolacié miatt S € C|a, b).
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Spline interpolacié

Kvadratikus spline (k=2)

A k — 1 =1 feltétel hianyzik a spline egyértelmi felirdsdhoz. Ezt
altaldban az intervallum elején vagy végén a derivdlt megaddsdval
szokas teljesiteni. Ebben az esetben az egymds melletti
intervallumokra Hermite interpolaciét alkalmazva meghatarozhaté
a spline.
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Harmadfoki, masodrendii Spline

Harmadfokd, masodrendii Spline

A gyakorlatban tdlnyomdrészt harmadfokd, méasodrendii Spline
interpoldciét hasznalunk, és roviden csak harmadfoku Spline-rél
beszéliink. Ekkor a tovabbi feltételek, amelyeket megkoveteliink:

(4) S (xit1) = Sjpq (xi41)  (i=1,...,n=2),
(5) S (xi+1) = Sy (xiv1)  (i=1,...,n=2),
(6) S"(x1) = An, & S"(xs) = Bn
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Harmadfoki, masodrendii Spline

Ha A, = B, =0, akkor az S(x) fliggvényt természetes
Spline-nak nevezziik.

Az 5(x) Spline-t az [x;, xj+1] intervallumon a
S(X) = Si(X) = aj + b;(X — X,') -+ C,'(X — X,')2 + d,'(X — X,')3

alakban keressiik (i =1,...,n —1). Leszdmlalhatjuk, hogy a

4(n — 1) darab ismeretlenhez a (2) — (6) feltételek pontosan
ugyanannyi egyenletet szolgiltatnak, és az egész egyiitt egy linearis
egyenletrendszer. Az x* hatvanyok helyett az (x — x;)
hasznalatanak praktikus okai vannak.
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Harmadfoki, masodrendii Spline

Jeloljuk hj-vel az i-edik szakasz hosszat, azaz legyen h; = xj4+1 — X;
(i=1,...,n—1). A(2) — (6) feltételek felhasznaldsival az
ismeretlen a;, b;, c;és d; egylitthatdkat a kovetkezoképpen
hatarozhatjuk meg.

A (2), azaz az S(x;) = Si(x;) = yi interpolacids feltétel miatt
ai=y; (i=1,....,n—=1)

(ebbdl latszik, hogy mi az (x — x;) eltolds értelme),

valamint:

Sn—1(Xn) = an—1 + bp_1hn_1 + Coo1hh_g + dpo1h_; = yn.
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Harmadfoki, masodrendii Spline

A (3)-as csatlakozasi feltétel alakja:

Si(xi41) = yi + bihi + b +dih} =yis1  (i=1,...,n—2),

A (4)-es csatlakozasi feltétel:
5,{(X,'+1) = b,‘—f‘ZC,‘h,‘—i-?)d,'h,2 = b,'+1 = SI{+1(X;+1) (I = ]_, ey n—2).
Hasonldképpen kapjuk, hogy az (5)-6s feltétel alakja:

S/ (xi+1) = 2¢i+6d;h; = 2ciy1 = Sfy1(xir1)  (i=1,...,n=2).

Végiil a (6)-os végpont-feltétel:
SH(Xl) = 2C1 = An, S”(Xn) = 2Cn_1 + 6dn_1hn_1 = Bn.
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Harmadfoki, masodrendii Spline

fgy 4n — 4 darab egyenlet kapunk, ahonnan az a; és a c; értékei
azonnal adédtak. A tobbibdl a b; és d; ismeretleneket
(i=1,...,n— 1) fokozatosan ki lehet fejezni és a tobbibe
behelyettesiteni. Végiil a kovetkezohoz jutunk:

Yiel1 — Yi  2¢i + Gt

b, = h — 3 h; (i=1,...,n=2)
n—Yn—1 4ci-1— B,
bo1 = yhn_yl e T
tovabb3
d = Cgih_c (i=1,...,n—2)
B, — 2¢,_
Ghy = Tcll
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Harmadfoki, masodrendii Spline

A ¢ egylitthatdk ismeretében tehdt valamennyi ismeretlen
kozvetlenul szamolhaté. Minthogy ¢; = A, mar ismert, igy egy
n — 2 ismeretlenes egyenletrendszert kell megoldani, ami a

Ai = (Yigr — Yi) [his \i = hig1/ (hi + hiy1) , pi =1 = X

(i=1,...,n—2) bevezetésével a kovetkezé:
3 hy
2 = [Ar,— A — —=A 1
o + Aics h1—|—h2< 2 1= 5 n>, (1)
iCi +2¢i1 + Aic —;(A- —A)) (2)
i Ci i+1 iCi+2 hi+ hi+1 i+1 i)

(i=2,...,n—23)és

Pn—2Cpn—2+2Ch-1=T———F—— (Dp1 — Dy +
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Harmadfoki, masodrendii Spline

Ez egy n — 2 ismeretlenes linearis egyenletrendszer a
€2,C3,...,Cn1 ismeretlenekre. (mivel az a; (i=1,...,n—1) és a
c1 egylitthatdk kozvetlenil adédnak).

Az n = 3 esetén (1) és (2) nincs értelmezve, ¢ ekkor (3)-bdl
szamolhaté.

Az n = 4 esetén pedig (2) nem értelmezett, a cpés c3 a masik két
egyenletbdl hatdrozhaté meg. Ekkor az egyiitthaté matrix:

2 A\
A= .
[uz 2]
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Harmadfoki, masodrendii Spline

Az egyenletrendszer matrixa n > 4 esetén pedig

2 XM\ O 0
2 2 X
A_| O 0

Hn—3 2 An—3
0 c. 0 Hn—2 2

egy harom &tl6bdl 4ll6 sdvmatrix. Ez a matrix nemszingularis (ez
bizonyitani példaul a Gersgorin tétel segitségével lehet).
Minthogy az A mdtrix diagondlisan dominans is, ezért az
egyenletrendszer féelemkivélasztas nélkil Gauss-elimindcidval
megoldhaté O(n) régi flop miivelettel.
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Harmadfoki, masodrendii Spline

Tegylik fel, hogy az f fiiggvényrdl a kovetkezo tablazat all
rendelkezéstinkre:

Adjuk meg hozza a természetes Spline-t!

Megoldas. Természetes Spline esetén A = B = 0. Ekkor a; = y;
miatt a1 = 1 és a» = 0.

A (6)-os végpont-feltételbdl pedig c; = 0 adddik.

Mivel hy = hp =1 és A; = —1,Ar = 1, tovabba pi-etacp =0
miatt ki sem kell szimolni (egyébként
w=1-XA\=1-1/2=1/2).
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3 1 3
20y = —> (1-(=1)+=0) = _3
“ 1+1( ( )+60> 3T a=;

Tovabba a b-re vonatkozé egyenletekbdl by = —3/2 és b, =0
adédik; a d-re vonatkozéakbdl pedig di = 1/2 és dp = —1/2.

A Spline két tagja tehat

1 3, 1
Si(x) = 1—%(x+1)+§(x+1)3: §x2+§x3
3, 1
S(x) = §x2—§x3
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Harmadfoki, masodrendii Spline

Tétel

Az (1) — (6) feltételekkel meghatdrozott Spline létezik és
egyértelmdi.

Ha f € C?[xi, x], akkor létezik K > 0 konstans, amellyel fennall a
kovetkezo:

2
[f(x) = S(x)| < K <1 max h,-) (x € [x1,xn]) -

<i<n-1

Ha pedig f € C3 [x1,xn] , Ap = "(x1) és B, = f"'(xn), akkor
létezik K > 0 konstans, hogy

1<i<n-1
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Harmadfoki, masodrendii Spline

Megjegyzések

Ha az " (x1) és " (x,) informdcidk nem &llnak rendelkezésre,
akkor a természetes Spline-t definialé A, = B,, = 0 vélasztdssal
éliink. A kozelités hibajara ekkor az elsé becslés érvényes. A
természetes Spline az

b
/ [s"(x)]>dx = min  (s(x)=yi,i=1,...,n)

feltételes széls6értékfeladat megoldasa. A természetes elnevezés
pedig a mechanikai tartalmara utal. Ugyanis, ha tekintiink egy
idedlisan rugalmas rudat (Spline-t), amely atmegy az (x;, y;)
pontokon (gombcsiszkdkon, surlédds nélkiil), akkor a legkisebb
alakvaltozasi energia mechanikai elve miatt a Spline azt az alakot
veszi fel, amely az el6z6 kifejezést minimalizalja.
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Harmadfoki, masodrendii Spline

Megjegyzések
A (6) végpont-feltétel helyett mas kikotések is lehetségesek.

A Spline fiiggvények el6nyei: gyors és numerikusan stabil
kiszamitas, nagyon jé kozelitési tulajdonsagok. Hatranyuk a
bonyolult megadas, de ez szamitégépek hasznilata esetén nem
jelent komoly problémat.
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