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Legkisebb négyzetek mddszere, folytonos eset

Folytonos eset

Legyen f € Cla, blés h(x) = a1¢1(x) + a2¢2(x) + ... + andn(x).
Ekkor tehat az

o 2
F(ai,...,an) = f—Za,-qS,- =
i=1 )

2
n

b
= / f(x)— Z aj¢j (x) | dx — min
a =

(w (x) = 1) szélséérték-feladatot kell megoldani. Emlitettiik, hogy
a feladatnak linedrisan fliggetlen alapfliggvények esetén egyértelmii

megoldasa van.
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Legkisebb négyzetek mddszere, folytonos eset

OF (a1,...,an)
8a,-
egyenletrendszer megolddsara redukalédik a feladat. A parcialis
derivalds soran hasznaljuk ki, hogy itt a derivalds és integralds
sorrendje felcserélhetd és vezessiik be itt is a skalarszorzatot az

b
(u,v) = / u(x)v(x)dx, u,v € Cla,b]

értelmezéssel. Ekkor formailag ugyanahhoz az egyenletrendszerhez
jutunk, mint a diszkrét esetben. (Természetesen, vélaszthatunk
valamilyen w(x) > 0 (x € [a, b]) sdlyfliggvényt itt is; most

w(x) =1).
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Legkisebb négyzetek mddszere, folytonos eset

A Gram-mdtrix ugyanugy rosszul kondicionalt lehet, mint a
diszkrét esetben.

Legyen a=0,b=1, w(x)=1és ¢; (x) =x""1 (i=1,...,n).
Hatdrozzuk meg a Gram-matrixot.

Megoldas:
i (X) ¢ (x) = X772, gy = [Ix"H2dx =1/ (i +j— 1) és

1 n
G:|::| 3
i+Jj=11;2

ami nem mas mint az un. Hilbert-matrix.
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Legkisebb négyzetek mddszere, folytonos eset

Ortogonalis, ortonormalt eset

Ha a (¢i, ¢;) skalarszorzat zérust ad minden i # j esetén, akkor itt
is ortogondlis fliggvényrendszerrdl beszéliink az adott [a, b]
intervallumon. Ha még (¢;, ¢;) = 1 is teljesiil a szébanforgd i
indexekre, akkor ortonormalt rendszer a neve. llyen bazisra valé
attérésre folytonos esetben is van lehetéség. Példaul a C[—1,1],
w (x) =1 esetén a

1 2 1
\[2"30, \/ 7’7; P,(x) (n=1,2,..))

ortonormalt fliggvényrendszer, ahol

1 dn .
Pr () = srpign O 1)

az un. n-edik Legendre-polinom.
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Legkisebb négyzetek mddszere, folytonos eset

Az elsé néhany Legendre-polinom:
Po(x)=1, Pi(x)=x, Pa(x) = =x“— =, P3(x) = =x>— =x.

Ha rendelkezésiinkre all egy ortonormalt {¢; (x)},
fuggvényrendszer, akkor a legkisebb négyzetes approximacid
meghatdrozdsihoz (elvileg) csak az a; = (f,¢;) (i=1,...,n)
un. Fourier-egylitthatdkat kell kiszamolnunk.
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Legkisebb négyzetek mddszere, folytonos eset

Az f(x) = /x fliggvénynek adjuk meg az egyenessel valé legkisebb
négyzetes kozelitését az [1,4] intervallumon.

Megoldas: ¢1(x) = 1, ¢2(x) = x és
f(x) & h(x) = a1¢1(x) + aaha(x) = a1 + aa(x). A [(¢), 8117,y
egyiitthatématrixot és az [(f, ¢1) , (f, $2)]" jobboldalt itt is

kiszamolva a
3a1 + 7.5a, = 4.6667

7.5a, + 30a, = 21

egyenletrendszerhez jutunk. Ezt megoldva a
Vv/x =~ 0.7407 4 0.3259x egyenes egyenletét kapjuk.
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Legkisebb négyzetek mddszere, folytonos eset

Itt is attérhetnénk ortonormalt rendszerre. Nem nehéz beldtni,
1 7 2 oo e

hogy a ¢j(x) = 75 6sa #5(x) = 5 (x — 2.5) fiiggvények

ortonormdlt rendszert alkotnak az [a, b] = [1, 4] intervallumon. Az

f(x) = h*(x) = a1¢1(x) + a3¢5(x)

kozelitést haszndlva a normal egyenletrendszer egyiitthatdmatrixa
az egységmatrix és az eredmény természetesen ugyanaz az
egyenes, mint amit az elobb mar megkaptunk.
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Legkisebb négyzetek mddszere, folytonos eset

Megjegyzés

Az f € C [a, b] fiiggvények korében az Lp-norma mellett tobbféle
norma is fontos szerepet jatszik a gyakorlatban. Ezek koziil az
egyik a Csebisev-norma. A Csebisev-norma értelmezése

fllc = F(x)|,
Ifllc = max 1F(x)

a Csebisev-féle approximdcids feladat pedig adott f fliggvény és H
fuggvényhalmaz esetén: h € H és

If = hll ¢ = maxyefa,p [f (x) = h(x)| — min
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Legkisebb négyzetek mddszere, folytonos eset

Megjegyzés folytatdsa

A feladat megoldasat az f legjobb egyenletes approximacidjanak
nevezziik (természetesen az adott intervallumon és az adott H
mellett). Az elnevezést az indokolja, hogy a

Maxye[a,b] | (x) — h(x)| egyben az elkovetett hibdnak egy, az

[a, b]-n x-tdl fiiggetlen — tehat egyenletes — korlatja.

A linedris Csebisev-approximaciéra nem ismeretes olyan altalanos
megoldasi mddszer, mint az Ly-normaban valé kozelitésre.
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Az interpolacié

Az interpolacié alapfeladatat a kovetkezéképpen fogalmazhatjuk
meg.

Definicio

Ismerjiik egy f : R — R fliggvény
a<x1<x<...<x,<b

pontokban felvett értékeit, azaz az y = f(x)
yi=f(x;) (i=1,...,n)

fliggvényértékeket. Az f (x) fliggvényt, amely lehet a teljes [a, b]
intervallumon vagy csak {x;}7_; pontokban ismert, egy olyan,
altalaban konnyen szamithatd h(x) filiggvénnyel kozelitjik (vagy
helyettesitjiik), amelyre fennall, hogy

y,-:h(x,-) (izl,...,n).
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Az {x;};_; pontokat interpolaciés alappontoknak, a feltételt
interpolacios feltételnek vagy interpolacids

alap-egyenletrendszernek nevezziik.
Az interpoldcids feltétel teljesiilése esetén azt reméljiik, hogy a

h(x) = h(x{xi}izg s {vitieg)

interpolalé fiiggvény az (x;, x;+1) intervallumokban jél kozeliti az
f(x) fuggvényt.
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" s

Ezen a feltételen kiviil tovabbi feltétel(eke)t is elSirhatunk.
Példaul, ha ismerjik az f fuggvény derivaltjait is az
alappontokban, akkor megkovetelhetjiik az

f’(x,-) =K (x) (i=1,...,n)

teljesiilését is. A széba joheté h(x) fiiggvények H halmazdnak
megvalasztasitdl és a feltétel esetleges kibovitésétol fliggden
beszéliink kiilonbozo tipusu interpolacidkrdl.
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Az interpolacié

Ha a h(x) fiiggvénnyel f(x)-et az (x1, x,) intervallumon kiviil
kozelitjuk, akkor extrapolaciérdl beszéliink.

|

Linearis eset

Ekkor tehat a H fliggvényhalmaz ismert ¢; : [a, b] — R
(i=1,...,n) figgvények valamennyi linedris kombindcidja, tehat
a h(x) fuggvény alakja

h(x) = a1¢1(x) + a2¢2(x) + ... + andn(x) = Z aji(x

A ¢; fuggvényeket alapfiiggvényeknek, masképpen
bazisfiiggvényeknek nevezziik. Az ismeretlen ay, ..., a,
egylitthatdkat az interpolacids feltételbdl hatdrozhatjuk meg.
Tehat az alabbi egyenleteknek kell teljesiilni:
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Az interpolacié

a191(x1) + a2¢2(x1) + ...+ andn(x1) = f(x),
2101(xn) + @202(Xn) + ... + andn(xn) = f(xn).
Ez egy linedris egyenletrendszer az ismeretlen ay, ..., a,

egyutthatdkra nézve. Tomorebb felirdsa érdekében vezessiik be a
kovetkez6 jeloléseket:

B =[¢j(x))j=1,a=[a1,...,an] ", ésc=[f(x1),....f (xn)]" .

A feltétel alakja igy
Ba = c.

Ha det(B) # 0, akkor az egyenletrendszernek pontosan egy
megoldasa van: a = B~ 1c.
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Az interpolacié

A gyakorlatban sokféle {¢; (x)}7_; bazisfliggvényt alkalmaznak. Az
egyik legfontosabb a

P1(x) =1, d2(x) = x, ..., pn(x) = x"

fuggvényrendszer. Ekkor beszéliink Lagrange-féle
interpolaciordl.
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1 x x{'*l
B = : ,
1 x, xn—t

az Gn. Vandermonde-féle matrix, amely a

det(B)= ] 0 —x)

1<i<j<n

Osszefliggés miatt nemszinguldris. Tehat a Lagrange-féle
interpolacids feladatnak egyértelmii megolddsa van.
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Az interpolacié

Tovabbi fontos esetek

e A trigonometrikus interpolaciét a

¢1 (X) = 1a
¢2(x) = sinx, ¢3(x)=cosx,...,

Ok (x) = sin(kx), pak+1 (x) = cos(kx)
(k=1,...,(n—1)/2) fiiggvényrendszer, ahol n = 2k + 1,
[a, b] = [—m,7].

e Az exponenciilis interpolaciét a

pi(x) =M (i=1,...,mA1 <X <...<\)

fliggvényrendszer definidlja.
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Az interpolacié

Tovabbi fontos esetek
e Raciondlis tortfliggvényeket hasznal a

di(x)=1/(gi+x) (i=1,...,n,0<q1 <...<qn)

fuggvényrendszer. Itt fel kell tenniink, hogy x+ g1 > 0. Ez
konnyen teljesiil, ha x € [a, b] és a + g1 > 0.
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Az interpolacié

Megjegyzés

Nem minden {¢;(x)}"_; fliggvényrendszer és x; < xo < ... < Xy
alappontok esetén van megoldasa, illetve egyértelmii megolddsa a
linedris interpolacids feladatnak.

Legyen ¢1(x) =1, ¢o(x) = x%, x1 = =1, 2 = 1, f(3a) = 11,
f(Xg) = V.
Ekkor

igy, ha y1 = y», akkor végtelen sok megoldasa van a feladatnak,
egyébként pedig egyaltaldn nincs.
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agrange-féle interpoldcids feladat

Legyenek a bazisfuggvények:
¢1(x) = 1,¢2(x) = x,..., dn(x) = x"7

és legyenek adottak az x; < xp < ... < x, alappontok és az
yi = f(x;) (i=1,...,n) figgvényértékek. Hatarozzuk meg azt a
legfeljebb (n — 1)-ed fokd

p(x)=ap+aix+...+ At
polinomot, amelyre teljesiil a

yi=p(x) (i=1,...,n)

interpolacios feltétel.
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A Lagrange-féle interpolacids feladat

Geometriailag azt jelenti, hogy illessziink a sik n darab kiilonb6z6 x
koordindtajd pontjara egy legfeljebb (n — 1)-ed fokd polinomot.

A Lagrange-féle interpoldcids polinom létezését és egyértelmiiségét
mar belattuk. A polinom tobbféle ekvivalens alakban is felirhaté.
Kiilonosen fontos azonban a Lagrange-féle elédllitds. Legyen

n

)= [ Z=25 (i=1,...,n)

X — X
Pt e 0

az i-edik Lagrange-féle alappolinom. Ekkor az interpolacids
polinom eldall

p(x) =D yili(x)
i=1

alakban.
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A Lagrange-féle interpolacids feladat

Ennek igazoldsara vegylik észre, hogy

1, i=j
"'(Xf):{o, oy

és igy teljesil, hogy:
n
p(x) = ZYi/i(Xj) =ylix)=y; (=1,...,n).
i=1

Tehat
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A Lagrange-féle interpolacids feladat

/%

A Lagrange-alappolinommal valé eléallitas lehetéséget ad a
megoldas egyértelmii [étezésének kozvetlen beldtdsara is, anélkiil,
hogy a matrix determinansat ismernénk. A létezést konkrétan
mutatja az el6z6 felirds, ha pedig volna egy masik g(x) legfeljebb
(n — 1)-ed fokd polinom is, mely teljesiti a feltételeket, akkor a
p(x) — g(x) polinomnak minden alappont zérushelye lenne. Mivel
p(x) — q(x) is legfeljebb (n — 1)-ed fokd polinom, nem lehet n
darab zérushelye, csak ha p(x) = q(x).
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A Lagrange-féle interpolacids feladat

A Lagrange-féle interpolacids polinom hibdjara vonatkozik a
kovetkezd tétel:

Télel

Ha f € C"[a, b], [x1,xn] C [a, b] és x* € [a, b], akkor

A6

f(x*) — p(x*) = . (x* —x1)(x" —x2) ... (x* — xp),

ahol & = £(x*) az x* és az x1, x, pontok altal kifeszitett
intervallumban van.
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A Lagrange-féle interpolacids feladat

Bizonyitas
Ha van olyan i, hogy x* = x;,akkor allitasunk trividlis.
Egyébként legyen

w(x) = (x—x1)(x —x2) ... (x — xn)
és tekintsiik a kovetkez6 segédfiiggvényt:

w(x)

W(x) = f(x) = p(x) = [f(x") = p(x")]

w(x*)’

A W(x) € C"[a, b] fliggvénynek van n+ 1 zérushelye:
X* X1, ..., Xp.
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A Lagrange-féle interpolacids feladat

Bizonyitas

A Rolle—tétel miatt W(x) barmely két zérushelye kozott a W' (x)
derivéltfiiggvénynek is van zérushelye. Ezért W'(x)-nek legaldbb n
zérushelye van. Hasonléképpen okoskodva belathatd, hogy
W”(x)-nek legaldbb n — 1, W) (x)-nek legaldbb n — 2 zérushelye
van, és igy tovabb. Végiil W(")(x)-nek is van legalabb egy
zérushelye, amit jeldljon &. Minthogy p(")(x) = 0 és w("(x) = n!,

ezért
n!

W(")(g) = f(")(g) — [f(x*) — p(x")] =0,

w(x*)

ahonnan atrendezéssel kapjuk a tétel allitasat.
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A VLagrange—fele interpolacids feladat
A tételt a kovetkez6 formaban szoktuk alkalmazni, az
x € [a, b]-beli hiba becslésére.

Tétel
Legyen M, az n-edik derivalt abszolutértékének egy felsé korlatja,

azaz

A0 <My (x € [a,8]).

Ekkor

Megjegyzés

A masodik egyenlGtlenség altalaban sokkal durvabb becslést ad,
mint az elsd. Elénye, hogy x-tdl fliggetlen, egyenletes korlatot ad a
hibara a teljes [a
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A Lagrange-féle interpolacids feladat

Hany ekvidisztans alappontban kell megadnunk a sin x fliggvény
tablazatat a [O, %] intervallumon ahhoz, hogy a kozbiilsé
pontokban linedris Lagrange-interpoldciét haszndlva az elkovetett
hiba legfeljebb ¢ = 10~* legyen?

Megoldas. Vezessiik be a h = xj11 — x; jelolést. A

1F6) = PO < 2 (x = x)(x = 30) . (x — xn)| < (b 3"

alapjan olyan h-t keresiink, melyre (Myh?)/2 < 10~*. Mivel

(sin x)"” = —sin x, vélaszthatjuk az M, = 1 értéket. Ezzel
h <+/2/100, n > o5 Miatt n > 112 adddik.
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A Lagrange-féle interpolacids feladat

Ha viszont a hibakorlatot az
Mo
£(x) = p(x)] < 22 ma|(x = x)(x = xi11)

becslésbdl kozvetlenul vezetjuk le széls6érték szamitdssal, akkor az

élesebb, )
Msh
£0) = p()| < 2

eredményt kapjuk. Ez alapjan kidertl, hogy n = 28 pont is elég.
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A Lagrange-féle interpolacids feladat

Az interpolacids eljarasoktdl elvarjuk, hogy a pontok szamanak
novelése esetén a kozelités hibdja csokken. Ez azonban nem
minden esetben van igy, amint azt Runge kimutatta az

f(x) = 1/(1 + x?) fiiggvénynek az [a, b] = [-5, 5] intervallumon,
egyre novekvo fokszamu Lagrage interpolacids polinommal valé
kozelitésével.

Példa: Tegyiik fel, hogy az y; = f(x;) flggvény értékeket ¢;
hibaval ismerjik (i = 1,...,n). Ekkor az elméleti

p(x) = 3 F(x)i(x)
i=1

Lagrange-interpolaci6s polinom helyett a perturbalt

p(x) =D _(F06) +e)li(x)

i=1

polinommal szamolunk.
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A Lagrange-féle interpolacids feladat

A ketto eltérésére teljesiil, hogy

5(p(x)) = IB(x)—p(x)| = |D_eili(x)| <
i=1

n
> i1 < (oo ) 32 101
Ez a becslés pontos. Igazolhatd, hogy

Z\/ Iogn+c

ahol ¢ konstans. Ha n elég nagy, akkor a ¢ (p(x)) perturbaciés
hiba is nagy lesz.

A divergencia és numerikus instabilitds miatt sok esetben — mint
mar emlitettilk — mds tipusu interpolacids eljardsokat hasznalunk.
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A Lagrange-féle interpolacids feladat

Kozelitsik masodfokd fiiggvénnyel az f(x) = s(ﬂ ) fliggvényt a
[—1,1] intervallumon az x; = —1, x> = 0, x3 = 1 pontokra
tdmaszkodva.

Megoldas:

Ekkor f(x) ~ p(x) = A1 + Axx + A3x?. Az egyiitthatékra felirhaté
az

Al—A+A3 = 0
A =
A1+ Az + As

Il
o

egyenletrendszer. Innen p(x) =1 — x2.
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A Lagrange-féle interpolacids feladat

Példa

Természetesen ugyanezt kapjuk az /;(x) Lagrange-fiiggvényekkel is.
Az eléallitas szerint most f(x1) = f(x3) = 0 miatt elég az h(x)-t
meghatdrozni, ez 1 — x2, ami jelen esetben a p(x) polinommal
megegyezik.

A kozelités hibajat

3
h < ? _{T1<2)1<X<1 ‘(X + 1)X(X — 1)’

becsli, ahol M3 az |f"”/(x)| maximuma, jelen esetben m3/8.
Szélséérték-szamitassal adddik, hogy

1 —1)| ==
_max[(x+ Dx(x— 1)| = .

azaz h < 7r3/216 ~ 0.15 .
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