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Gauss-Jordan médszer ¢ ek es LNM, polinom

[ Jelele]e}

A Gauss-Jordan eliminacid, matrixinvertdlas

Gauss-Jordan mddszer

Ugyanazzal a technikaval, mint ahogy a k-adik oszlopban az ayx
alatti elemeket kinulldztuk, a folotte 1évd elemeket is zérussa lehet
tenni. Azaz az elimindcids fazisban k minden értékére az i
ciklusvéltozét nemcsak k + 1-tdl n-ig, hanem 1-t6l n-ig
futtathatjuk, kivéve az i = k esetet. (Ez annak felel meg, mintha
az xx-nak az k-adik egyenletbdl valé kifejezése utan azt az osszes
tobbibe behelyettesitenénk.)

Az |. fazis végeredménye igy egy diagonalmatrixd
egyenletrendszer, vagyis a lIl. fazis ekkor csupdn az x; = b;/aji
(i=1,2,...,n) utasitdsokbdl all (amiket menet kdzben, egy-egy
oszlop teljes kinulldzdsa utan — vagy még elGtte — azonnal is
megtehetiink).
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ordan médszer ¢ ek es LNM, polinom

A Gauss-Jordan eliminacid, matrixinvertdlas

Persze, szekvencidlisan végrehajtva ez a mdédszer nem el6nyos,
hiszen jelentésen megné a miveletek szama.

Ha viszont csak azutan kezdiink a f6atlé folotti elemek nulldzdsaval
foglalkozni, miutan kialakitottuk a fels6 haromszogmatrixot, és ezt
a nulldzdst a k = n, n—1,...,2 sorrendben végezziik (tehat az
oszlopok szerint visszafelé haladva), akkor az A méatrix elemeihez
mar nem kell hozzanyadlni.

Ugyanis az i-edik sor —/-szor a k-adik sor (i =1,2,..., k—1)
elvégzése soran a k-adik sorban az ay, elem kivételével minden
elem (elvileg) mar 0. A k-adik oszlopba sem kell a 0-at beirni. A
1l. fazis lgy tekinti, hogy ott zérus all. A f6atlé folotti elemek
nulldzdsa tehat nem mas, mint a mar targyalt Gauss-mddszer Il.
fazisa.
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Gauss-Jordan médszer b négyze enes LNM, polinom

[e]e] le]e}

A Gauss-Jordan eliminacid, matrixinvertdlas

Az algoritmus tobb, de ugyanolyan egylitthaté matrixi Ax = b;
(bj € R", j =1,2,..., m) egyenletrendszert oldjon meg.

F6atlé alatti nullazas (I. fazis):

Legyen B = [b1, b, ..., bm]
Legyen A = [A, B], azaz kibdvitjik az A-t a jobboldali b vektorokkal
FOR k< 1TO n-1 DO
// Hatdrozzuk meg a t indexet, hogy |as| = maxk<i<n |aik|-
IF k#t
cseréljiik fel a k-adik és t-edik sort
FOR i— k+1TO n DO
lic = aik/ak
FOR j— k+1TO n+ m DO
ajj = ajj — /,-kakj
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Gauss-Jordan médszer g gle gyenes LNM, polinom
[e]e]e] o] 0000

A Gauss-Jordan eliminacid, matrixinvertdlas

Foatlé folotti nullazas (11. fazis):

[y

FOR k — n DOWNTO 2 DO
FOR /—1TO k—1DO
lic = A/ Akk
FOR j<—n+1TO n+ m DO
a,-j:a,-j—/,-kakj
FOR j—n+1TO n+ m DO
Xk,j—n = akj/akk
FOR j—n+1TO n+ m DO
X1j—n = a1j/an

O© 00 ~NO 1B~ Wi

Végeredmény:
[x1, %2, ..., Xm] = X
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Gauss-Jordan médszer
0000e

A Gauss-Jordan eliminacid, matrixinvertdlas

Megjegyzés

Fenti algoritmus alkalmas matrixinvertdldsra. Konnyen beldthaté
ugyanis, hogy az Ax = e; egyenletrendszer megoldasa éppen az
inverz matrix i-edik oszlopvektora. Ha az algoritmusban B az
egységmatrix, akkor a végeredmény: X = A1,

Linedris algebra numerikus médszerei

6. el



Legkisebb négyzetek mddszere, egyenes LNM, polinom

[ Jolele]e}

A legkisebb négyzetek médszere, egyenes eset

Legyen N € N és adottak az xi, xp,...,xy € R alappontok és az
Yi,Y2,-..,yn € R fuggvényértékek (pl. mérési eredmények).
Keressiik azt az egyenest y = ag + a1x, melyre a

N
> Iyi — (a0 + av)P?
i=0
kifejezés minimalis.

A fenti feltételnek eleget tevd egyenest az (x;,y;) i =1i,..., N,
értékeket négyzetesen legjobban kozelitoé egyenesnek nevezziik.
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A legkisebb négyzetek médszere, egyenes eset

Jordan médsze Legkisebb négyzetek mddszere, egyenes LNM, polinom

A feladat megoldasdhoz az

N

F(ag,a1) = Z[y,- — (ao + alx,-)]2 "R> >R
i=1

fuggvényt kell minimalizalnunk. A tobbviéltozds fliggvények
széls6értékérdl tanultak szerint az F} (ag,a1) = 0 és

F; (a0, a1) = O feltételnek eleget tevé ag, ai-et keressiik. A
parcidlis derivaltakra

N

> 2Ly — (ap + a1x;)] = 0

i=1

N
> 2y — (a0 + a1x)]x; = 0
i=1
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Legkisebb négyzetek mddszere, egyenes LNM, polinom
[e]e] Tele]

A legkisebb négyzetek médszere, egyenes eset

Ezt az egyenletrendszert az alabbi alakban irhatjuk:

N N
Zy,- — Nao — Zalx,- =0
i=1 i=1

N N N
2

d xiyi = Y _aoxi — »_a1xf =0

i=1 =il i=1

amelybdl adédik, hogy

N N
Nag + Zx,- 3122%
i=1 i=1

N N N
2
§ X; | ao + E X; 3125 XiYi
i=1 i=1 i=1
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Legkisebb négyzetek mddszere, egyenes LNM, polinom
[e]e]e] o] [ )

A legkisebb négyzetek médszere, egyenes eset

1 x1 b4
1 x y2
A=| 7 7 | erM2 p=| 7 | eR", a_(zo>eR2.
: . . 1
1 xn YN
Ekkor
N N
N ox > v
ATA = =1 ATb =1
- N N - N
doxi DX > xivi
i=1 i=1 i=1
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dan mddszer Legkisebb négyzetek mddszere, egyenes LNM, polinom

[e]e]e]e] }

A legkisebb négyzetek médszere, egyenes eset

igy az egyenletrendszer
ATAa=ATb
alakban irhaté.

A det(AT A) = 0 csak akkor teljesiilhet, ha x1 = xp = ... = xy
(érdektelen eset).

Tehat feltehetjiik, hogy det(AT A) # 0. Ekkor az egyenletrendszer
egyértelmiien megoldhaté. Példaul az AT A invertalhatd, igy

a=(ATA)IATb.
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dan médsze é ek es LNM, polinom
[ JeJele]

A legkisebb négyzetek médszere, polinom eset

Legyen n, N € N (gy, hogy n << N, adottak az x1,x2,...,xy € R
alappontok és az y1, y», ..., yn € R fiiggvényértékek (pl. mérési
n

eredmények). Keressiik azt a P,(x) = Z ajx) polinomot, melyre a
j=0

N
> (5 = Palx))?
j=0
kifejezés minimalis.
A fenti feltételnek eleget tevé P, polinomot az (x;, yi)

i=1i,...,N, értékeket négyzetesen legjobban kozelité n-ed foki
polinomnak nevezziik.

Linedris algebra numerikus médszerei

6. el



LNM, polinom
0@00

2

F(ao,al,...,an)zz y,-—zn:ajx{ R SR

i=1 j=0

figgvényt kell minimalizalnunk. A tobbvéltozds fliggvények
széls6értékérdl tanultak szerint az F'(ag, a1, . . ., a,) = 0 feltételnek
eleget tevd aj-ket keressiik. A parcidlis derivaltakra

aj

N
g:(ao, al,...,an) = ;2()/; — Pa(xi)) <_(98P,',(Xi)) o
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LNM, polinom
[e]e] o]

N N
oP, oP,
ZP"(X’)@ (X:):ZYIa (xi) (=0,1,...,n)
- J — d
i=1 i=1
. 0P, ; : . . e
Mivel g(x;) = (x;), a fenti egyenlet a kévetkezd alakba irhaté:
J
N on n N ) N )
eV Y aa) =D a > (=D yila)
i=1 k=0 k=0 =1 i=1

(J=0,1,...,n). Ezzel ax -kra egy linedris egyenletrendszert
kaptunk (n+ 1 darab egyenlet, n+ 1 darab ismeretlennel).
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LNM, polinom
[e]e]e] )

1 x5 X{
n
A | D 0 gy
1 xy Xpy
Y1 a0
y2 ai
b=| T | eRr", a=| | | erR™L
YN dn

Ekkor az egyenletrendszer

AT Aa=ATbp




LNM, polinom LNM, fiiggvény

900000000

A legkisebb négyzetek médszere, tetszéleges fliggvény eset

Az f fliggvény helyettesitésére (kozelitésére) a széba johetd, el6re
rogzitett H fliggvényosztdlybdl azt a h € H fliggvényt keressiik,
amely az

IIf — h|| — min, he H

feltételes széls6érték feladat megoldasa. Tulajdonképpen minden
h € H tekinthet6 kozelitésnek, ezért a feladatot kielégito fliggvényt
szokas legjobb approximaciénak nevezni.
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an médszer i etek mddsze nes LNM, polinom LNM, fiiggvény

0@0000000

A legkisebb négyzetek médszere, tetszéleges fliggvény eset

Fliggvények [a, b] intervallumon valé legkisebb négyzetes
kozelitésérdl akkor beszéluink, ha a norma diszkrét esetben
(a<x1<x<...<xm<b)

2

IFll = { > 2 6) w(x)
i=1

folytonos esetben pedig

11, = (/b 7 () w () dx)é,

ahol a rogzitett w (x) silyfiggvényre diszkrétnél a w (x;) > 0
(i=1,2,...m), folytonosndl pedig a w (x) € C[a, b], w(x) > 0,
Vx € [a, b] teljesiilését megkoveteljiik. Fontos specilis eset a
w(x) =1.
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LNM, polinom LNM, fiiggvény

[e]e] le]ele]e]e]e]

A legkisebb négyzetek médszere, tetszéleges fliggvény eset

Linedris eset

Legyen a H fliggvényhalmaz olyan, hogy ismert
oi:la,b] = R(i=1,...,n)

fuggvények valamennyi linedris kombindcidjat tartalmazza, tehat a
h(x) figgvény alakja

h(x) = a1¢1(x) + a2¢2(x) + ... + andn(x) = Y _ aii(x).
i=1

1=

A ¢; fliggvényeket alapfiiggvényeknek vagy masképpen
bazisfiiggvényeknek nevezziik.
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LNM, polinom LNM, fiiggvény

[e]e]e] lelele]e]e]

A legkisebb négyzetek médszere, tetszéleges fliggvény eset

Diszkrét, liedris eset

Fontos kérdés az approximacids feladat megoldasanak létezése és
egyértelmiisége. Linearis approximaciéra igaz az aldbbi 4llitas.

Tétel

Ha {¢i};_; C C]la, b] linedrisan fliggetlenek, akkor barmilyen
normaban és minden f € C [a, b] esetén |étezik legjobban kozelité
h(x) = Y"1, aipi(x) figgvény.

Linedris algebra numerikus médszerei

6. el



dan mddszer b etek moc es LNM, polinom LNM, fiiggvény

[e]e]ele] Jelele]e]

A legkisebb négyzetek médszere, tetszéleges fliggvény eset

Diszkrét, linedris eset

Legyen F = F(ap, a1 ...,an). Ekkor meg kell oldani a

m

F = Z al¢1(xl)+”'+aj¢j(xi)+"-+an¢n(Xi))]2 s min

fi=(i

OF
szélsGértékfeladatot. Ennek megoldasa pedig v 0,
il

(j=1,2,...,n), vagyis a
2 Z [(xi) = (a16106) + .. + 3i5(6) + - + andn(i)] (1) = O

linedris egyenletrendszer megoldadsa. (Az egyenlet teljesiilése az
approximdciods feladat megoldasanak mar emlitett egyértelmii
létezése miatt elegendd.)
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LNM, polinom LNM, fiiggvény

00000e000

A legkisebb négyzetek médszere, tetszéleges fliggvény eset

Diszkrét, linedris eset

Egyszerlsités és a szokdsos alakra valé rendezés utdn kapjuk, hogy

< Z $1(xi)pj(xi) + ... + an Z On(xi)dj(xi) Z f(xi)oj(xi)

i=i

(j=1,2,...,n). Vezessiik be az

m

(u,v) = Z u(x;i)v(xi)w(x;)

i=i

jelolést.
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LNM, polinom LNM, fiiggvény
[e]e]e]e] 000000800

A legkisebb négyzetek médszere, tetszéleges fliggvény eset

Diszkrét, linearis eset

Ezzel az egyenletrendszer alakja a kovetkezo:

a1 (¢1,¢1) + a1 (P2, 01) + ... + an (én, 1)
a1 (@1, P2) + a1 (P2, 92) + ... + an (¢n, P2)

<fa ¢1>
<fa ¢2>

a <¢17 ¢n> + a1 <¢2a ¢n> +...+an <¢n7 ¢n>

(f, én)
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LNM, polinom LNM, fiiggvény

000000080

A legkisebb négyzetek médszere, tetszéleges fliggvény eset

Megjegyzések

A

m

(u,v) = 3 ula)v(x)wx)
i=i
Osszefliggéssel egy skalaris szorzatot definidltunk a diszkrét
pontokon értelmezett fliggvények kozott. Ez két R"-beli vektornak
a szorzata (ha w(x) = 1).

Az egyenletrendszer az lgynevezett normalegyenletrendszer. A
G = [<¢jv¢l>]ln’J:1 y d = [ala 000y an]T és a
b=[(f,¢1),...,(F,¢n)]" jelolésekkel tomobrebben:

Ga = b.

A G € R™" matrixot Gram-matrixnak nevezziik.
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LNM, polinom LNM, fiiggvény

00000000 e

A legkisebb négyzetek médszere, tetszéleges fliggvény eset

Diszkrét, linedris eset

Legyen A = [¢;(x;)]]2, € R™", a=[ay,..., an]” €R”,
b=y=1[y1,....,ym]" €R™és m > n.

Keresiink olyan a* paramétervektort, amely az Aa — b hibat
valamilyen normaban minimalizdlja. Ha létezik a Aa= b
egyenletnek megoldasa, akkor a minimumfeladat egyenértékii vele.

Az euklideszi normdban megfogalmazott

|Aa — b||, — min.

minimumfeladat megolddsa az aldbbi tétel:

Tétel
Az a € R" akkor és csak akkor megoldasa a feladatnak, ha

AT A= ATb.
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