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Az LU-felbontds
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Az LU-felbontds

Definicio
Az A € R™"™ matrix LU-felbontdsan a matrix

A=L-U

szorzatra bontdsat értjiik, ahol L € R™" als6, U € R™" pedig
fels6 haromszogmatrix.
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Az LU-felbontds
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Az LU-felbontds

Az LU-felbontds nem egyértelmii.

Bizonyitds

Ha D egy nemszinguldris diagonalis matrix, akkor

Li-Uy=L-(DD7Y) - Uy = (LiD)- (D ) = Ly - Us.
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Az LU-felbontds A Cholesky-felbontas Alkalma
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Az LU-felbontds

Megjegyzések
@ Ha A nemszinguldris, igazolhatd, hogy egyetlen

LU-felbontdsbdl az osszes tobbi csak ilyen mdédon
szdrmaztathatd.

® Amennyiben A nemszinguldris és van egy A = L - U szorzatra
bontasa, akkor olyan A = L - U faktorizaciét is talalunk,
melyben az [ vagy U fé4tlébeli elemeit tetszélegesen, de 0-tdl
kilonbozo szamként el6irjuk.

o llyenkor kozbesziirjuk azt a (DD~!)-et, amely
D = diag(d1,, do, ..., d,) elemeire d; = Ujj/ uj;, ha ott az U
fé4tlébeli eleme van @i;-nek megadva, és d; = I/, ha a
j-edik helyen az [ f84tI6beli elemét irjuk elo.
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Az LU-felbontds
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Az LU-felbontds

Megjegyzések

@ Ebbdl az is kovetkezik, hogy ha van LU-felbontdsa A-nak,
akkor egyértelmiien van olyan is, ahol az L (vagy az U)
minden f6atlébeli eleme 1-es. Az ilyen haromszogmatrixokat
egység (als6 vagy fels6) haromszégmatrixoknak nevezziik.
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~felbontas

Az LU-felbontds
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Az LU-felbontds

Tétel
Egy A € R™" nemszinguldris matrixnak akkor és csak akkor létezik
LU-felbontdsa, ha 0sszes féminor matrixa is nemszingularis, azaz

a11 412 - air
a1 azxp -+ a

det (Apy) =det | T | #£0  (r=1,...,n-1).
arl dar2 - Arr
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Az LU-felbontds AC ky-felbontas
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Az LU-felbontds

Emlékezziink a Gauss-médszer k-adik [épésére Minden
i=k+1,...,nésj=k,..., nesetén

= ey, fiy

(k+1) _ _(k)
i =i

pHD) — k) _ g, K0

K
— I af(j)

Ezt lgy is irhatjuk, hogy a Gauss-eliminacié soran a k-adik oszlop
kinulldzésa Ggy torténik, hogy elvégezziik a Akt = [, . A(K)
szorzast, ahol
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Az LU-felbontds A Cholesky-felbontas
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Az LU-felbontds

1 0 -+ .- e e 0

[EY
o
o

Lk _ . . : - ot - . . e Ran7
: — ik
0 - —ht1k

o O O o

o O O o
o

= O O O

o
OO = O

ahol [y = a,(-,f)/ag(i)
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Az LU-felbontds / esky-felbontas
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Az LU-felbontds

Bizonyitas

Ugyanis Az Ly - A szorzés az AKK) elsé k oszlopét véltozatlanul
hagyja, a k + 1-edikt6l kezdédbéen az i. sorhoz hozzdadja a k. sor
—li-szorosat. A Gauss-elimindcié alkalmazéasaval beldthatd, hogy
az Ly matrix inverze

10 0
01 O 0
00 1 O 0
L;]- _ - . : - AR . - . 6 Rnxn’
0 0 . cee /kk 0 0 0
00 0 hyie 10 0
0 0 O : 0 0
(00 0 I 0 1
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Az LU-felbontds \ C -felbontas
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Az LU-felbontds

Bizonyitas
A féelemkivalasztas nélkiili Gauss-eliminacid igy felirhaté a
kovetkez6 alakban is.

Ln—l'(Ln—Z'("’Ll))’A:Ua

L (L (L) u=1L-U,

ahol L alsé haromszog matrix, a féatléban 1-esekkel, az U pedig
fels6 haromszog matrix.
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Az LU-felbontds A Cholesky-felbontas T
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Az LU-felbontds

Tehat az U matrix nem mas, mint a Gauss-mddszer utolsd
lépésében kapott A" mitrix, az L métrix pedig az alsbbi alakban

irhato:
1 0 o 0]
b1 1 0 0
1 ko 1 0 5o 500 ... 0
_ ; ; L : P .
e S | o o ofCR
h+11 k12 k13 0 kg 1 0 0
L Inl In2 In3 o Ink In,k+1 os0 |
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Az LU-felbontds A Cholesky-felbontas T
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Az LU-felbontds

Az L és U matrix elemei megkaphatdak az alabbi képletekbdl:

i—1
uj = a5 — Y kg (i <))
k=1

1 i—1 . .
lj = — aij_zlikukj (i >J)
Y k=1

Hatdrozzuk meg az




Az LU-felbontds A Cholesky-felbontas Alkalmazasok
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Az LU-felbontds

Ha az r-edik Iépésben elakad az eliminacié, akkor at' > = 0, ami

azt jelenti, hogy det (A(,)) =0.

He nem tessziik fel, hogy det (A(,)) =% 0 minden r =1,..., n estén,
akkor van olyan nemszinguldris matrix, amelynek nincs
LU-felbontasa. Példaul az
0 1
A=[2 1]

matrixnak nincs LU-felbontasa.

Viszont részleges féelemkivalasztast haszndlva minden
nemszingularis A matrix esetén sikeresen elvégezheto a
Gauss-eliminacid.
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Az LU-felbontds
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Az LU-felbontds

Mivel a sorcserék alkalmazdsa a sorok permutaldsanak felel meg,
ezért kimondhatjuk a kovetkezo tételt.

Tétel

Minden A € R"*" nemszingularis matrixhoz létezik olyan P
permutdcidomatrix, hogy a PA matrixnak van LU-felbontasa.
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A Cholesky-felbontas
@000

A Cholesky-felbontds

Egy alsé haromszogmatrix transzponaltja felsé haromszogmatrix és
ez forditva is igaz. Felmeril a kérdés, hogy milyen matrixoknak van
olyan LU-felbontdsa, melyben a két tényez6 egymas transzponiltja.

Tétel

Ha az A € R™" matrix szimmetrikus és pozitiv definit, akkor
létezik A = L - LT szorzatra bontdsa, ahol L alsé haromszogmatrix.

Ezt a felbontast nevezziik Cholesky-felbontasnak.

Néha a Cholesky-felbontast A= UT - U alakban irjdk és vannak
szoftverek (példaul a Matlab is ilyen), amelyek az U matrixot
allitjak eld.
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Az LU-fe A Cholesky-felbontas Alkalmazasok
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A Cholesky-felbontds

A Cholesky-felbontast tigy is megkaphatjuk ezen matrixoknal, hogy
elkészitjik Gauss-eliminaciéval az LU-felbontast, majd
megkeressiik azt a D diagonalis matrixot, amelynél az

(LD) (D~1U) szorzatban az LD és az D~*U diagonalis elemei
egyenlok.

Ez azonban a miiveletszamot noveli jelentGsen, hisz a
Cholesky-felbontdsban elég az egyik tényez6t kiszamitani, ami
durvan fele annyi koltséggel jar.

ail ... ain hiy 0 ... O hi b1 ... In

a ... ap B b1 by . 0 hy ... Ip
0 I

anl ... ann b g Inn 0 0 I
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A Cholesky-felbontas
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A Cholesky-felbontds

egyenletbol
ak =l Tl + .+ R+l

€s

aik = lnla+Hlizlo+. . i g1l —1+ e ek (i=k+1,...,n),

azaz

e = \/akk — B+ Rt + Ry y)

k—1
/ik:(aik_zlijlkj)/lkk (f:k+1,...,n).
j=1
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A Cholesky-felbontas Alkalmazas
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A Cholesky felbontas

A Cholesky-felbontas algoritmusa

1 FOR k<~ 1TO nDO

k1 1/2
2 /kk = dkk — Z /I%_/
=1
3 FOR/<—k—|—l'TOnDO
4 lik = Z lili | / Tk

A Cholesky-felbontas koltsége a fenti implementaldsban

L n®
6"
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Az LU s A Cholesky-felbontds Alkalmazéasok
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Linedris egyenletrendszerek megolddsa LU- és Cholesky-mdédszerrel

Tekintslik az Ax = b megoldasat, ahol A nemszingularis. Van
olyan P permutdciématrix, hogy létezik a PA = LU faktorizacié és
innen azt kapjuk, hogy

PAx = LUx = Pb.

Bevezetve az y = Ux Uj valtozét, végrehajthaté tehat a kovetkezo:

Az egyenletrendszer megoldasa LU-moddszerrel
@ Hatarozzuk meg a PA = LU felbontast.
@ Oldjuk meg az Ly = Pb egyenletrendszert y-ra.
© Oldjuk meg az Ux = y egyenletrendszert x-re.

A 2. és a 3. |épésben haromszogmatrixi egyenletrendszert kell
megoldani, tehdt az osszkoltséget dominansan az 1. |épés
hatdrozza meg. Szimmetrikus, pozitiv definit A esetén az 1.
|épésben természetesen a Cholesky-felbontast alkalmazzuk.
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-felbontas Alkalmazéasok
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Megjegyzések

A P matrixot nem kell el6re ismerntink.

Az 1. |épésben a faktorizaciét a féelemkivalasztast alkalmazé
Gauss-eliminacidval végezziik el, és ott regisztraljuk a sorcseréket.
Ekkor egy PAP; = LU faktorizaciét végziink és az x megoldasnal
vessziik figyelembe a Pi-et. I,gy a fentebb leirt LU-mddszer
|ényegében ugyanaz, mint a féelemkivalasztasos Gauss-mddszer. A
kiilonbség ott jelentkezik, hogy az A-val nem parhuzamosan
transzformaljuk a jobboldali b vektort, hanem azt elhalasztjuk.

A 2. |épés pontosan a b transzformacidjat hajtja végre.
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felbontas

Az LU-moddszert akkor kiilonosen elényos hasznalni, ha egynél
tobb, elére nem ismert jobboldald

AX:b]_, AX:bz,...7 AX:bk

alaku egyenletrendszert kell megoldani. Ekkor elég az A matrix
LU-felbontdsat egyszer meghatarozni, majd rendre az Ly; = b;,
Uxi=y; (i=1,...,k), 6sszesen 2k darab haromszogmatrix
egyenletrendszert megoldani.

Alkalmazhatjuk példdul matrix invertalasdra, az elore rogzitett
b; = e; egységvektorokkal (i =1,2,...,n). Ekkor az eljaras
egyébként teljesen ekvivalens a Gauss-Jordan eliminacié
alkalmazasaval.
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