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A Fibonacci keresés

A Fibonacci keresés

Az aranymetszéses eljarasnal lattuk, hogy a bizonytalansagi
intervallumok hossza minden Iépésben azonos aranyban
csOkken, azaz Ly = aly . A Fibonacci modszernél a
redukcios arany lépésrol [épésre valtozik, de megmarad az
aranymetszéses modszernek az a j0 tulajdonsaga, hogy az
els6 intervallumban kettd, a tébbi intervallumban pedig csak
egy flggvény-kiértékelésre van sziikség. Az eljaras alapjat a
Fibonacci szamok képezik, amelyeket az alabbi rekurziv
formula definial:

Fo = F1=1,
Fx = Fx_1+ Fxko k=23,...

A sorozat elsé néhany eleme:
1,1,2,8,5,8,13,21,34,55,89,144, ...
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A Fibonacci keresés

A modszer elején kivalasztunk egy n természetes szamot,
amelyet a Iépésszam meghatarozasara fogunk hasznalni a
késbbbiekben. A Fibonacci médszernél az n és a Fibonacci
szamok segitségével az alabbi formulakkal szamitjuk ki az
[ak, bx| intervallum belsejében a ¢y, dx pontokat:

Fn_k—1

Ok = &+ Foole
— ank
dk = ag -+ Fr s L

Az elsd intervallumbeli kbzblilsé pontok szamitasanal a
nevezdben mindig F,, all, a szamlaléban pedig attél kettdvel
illetve eggyel kisebb indexti Fibonacci szam all. A tovabbi
lépésekben a Fibonacci szamok indexe mindig eggyel cs6kken.
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A Fibonacci keresés

Megjegyzés

Akar a baloldali, akar a jobboldali intervallum lesz az (j
bizonytalansagi intervallum, mindkét esetben

és az intervallumok hosszara igaz a Fibonacci szamok
képzéséhez formailag hasonlé 6sszefliggés

Lk:Lk+1—|—Lk+2, k=1,2,...,n—3.
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A Fibonacci keresés

Akar a baloldali, akar a jobboldali intervallum lesz az Uj
bizonytalansagi intervallum, mindkét esetben az Uj
bizonytalansagi intervallumbeli egyik pont megegyezik az el6z6
bizonytalansagi intervallum egyik bels6 pontjaval, azaz ha az (j
bizonytalansagi intervallum

[@k-+1, bk+1] = [Ck, bx], akkor dii1 = ¢,
ha pedig az 0] bizonytalansagi intervallum

[ak+1, bki1] = [ak, dk] , akkor ¢k 1 = dk.
Abban az esetben amikor k = n— 1,

Ch—1 = dn—1-
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A Fibonacci keresés

Ez az éllitas azt fejezi ki, hogy egy bizonyos |épés utan az
algoritmus megall, mivel a két belsd pont megegyezik.
Osszefoglalva, a Fibonacci médszernél az (ij bizonytalanséagi
intervallum és az abban 1évd két pont szamitasa a kévetkezo:
Ha f(ck) > f(dk), akkor az Uj bizonytalansagi intervallum

[@k+1, k1] = [k, D]
Ck+1 = Ok
_ ank
Okt1 = @kt + £ Lt

Ha f(ck) < f(dk), akkor az Uj bizonytalansagi intervallum

[@k+1, k1] = [ak, dk] .
Cki1 = @kt + oy Lirt
dk+1 = Ck,
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A Fibonacci keresés

A Fibonacci keresés algoritmusa

1 INPUT [ay, by] s n
2 Ly = by — aq

3 c=a+ F,":;z Ly

4 d1:a1+F"F;1L1

5 FORk=1TOn-1DO

6 IF f(ck) > f(dk)

7 THEN a1 = Ck, b1 = bk, Lk1 = bkt — ax4-1
8 Ck+1 = Ok, Qi1 = k1 + Ff:i‘ L1

9 ELSE aki1 = ak, bk11 = dk; Lk1 = brp1 — k41
10 Ckt+1 = k1 + ,;::E Lk1, Okt = Ck
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A Fibonacci keresés

Az eljarast k = n — 1 |épésig folytatjuk és a ¢,_1 = d,_1 kdzds
értékre valasztjuk a minimumpontot. Ekkor a hiba, amit
elkdvethetiink legfeljebb L, _1/2 . Kénnyen ellenérizhetd, hogy
a kdzos erték nem mas, mint a k = n— 1 -edik intervallum
kdzéppontja.
Az n értékét a kdvetkezdképpen valasztjuk: Az elsd intervallum
esetén kettd, a tovabbi intervallumokban csak egy
flggveény-kiértékelés szikséges. Ha az utolso, azaz a
k = n— 1 -edik intervallumban is kiszamitjuk a figgvény
minimumat, akkor a figgvény-kiértékelések szama n , tehat az
elére nem definialt n a figgvény-kiértékelések szamat jelenti.
Ha el6irjuk, hogy a valasztott minimumpontnak legfeljebb ¢ > 0
legyen a hibaja, azaz

Lhq < 2¢,

akkor az n értéke ennek a formulanak a segitségével
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A Fibonacci keresés

50 eljarasok

Ezt felhasznalva, k = n — 2 helyettesitéssel

Fs 2
Lpy =201 =21,
n—1 n1 Fn1

A hibéra vonatkoz6 képlet hasznalhaté formaban az alabbiak

szerint irhaté
L
— <&,
n
amelybdl az adott kezdeti intervallumhossz (L1 ) és egy el6re
megadott pontossagi tlirés ( ¢ ) ismertében n értékét ugy kell
megvalasztani, hogy
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A Fibonacci keresés

Példa

Oldjuk meg az f(x) = x2 — 7x + 12 — min! egyvaltozds
optimalizalasi feladatot Fibonacci médszerrel, ha a
bizonytalansagi intervallum [a, b] = [2, 4].
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A Fibonacci keresés

Példa

Oldjuk meg az f(x) = x2 — 7x + 12 — min! egyvaltozds
optimalizalasi feladatot Fibonacci médszerrel, ha a
bizonytalansagi intervallum [a, b] = [2, 4].

Megoldas

Let n = 4. Valasszuk meg az n értékét n =4 -re. Az
algoritmushoz sziikséges Fibonacci szamok:

Fo=F =1,F,=2,F3=3,F, =5.

1. lIépés: Az elsd kdzelitésbeli bizonytalansagi intervallum
[a1, b1] = [2,4] , melynek hossza Ly = 2. A két kdzblilsd pont
és a hozzajuk tartozé fuggvenyértékek:

¢t = a+pLi=2+%.2=28 f(cy) = 0.24,
dh = a+pL=2+¢%.2=32 f(dy) = —0.16.

2. eléadas

Numerikus médszerek és optimalizalas



Fibonacci
000000000800

A Fibonacci keresés

Megoldas

2. lépés: Mivel f(cy) > f(dy), igy az Uj bizonytalansagi
intervallum [ay, bo] = [2.8, 4], melynek hossza L, = 1.2 . A két
kdzbllsd pont és a hozzajuk tartoz6 fliggvényértékek az
alabbiak. A ¢, pont az el6z6 intervallumbeli d; értékkel azonos.

e = d; =32 f(Cg) = —0.16,
b = a+Rglp=28+%-12=386, f(db) = —0.24.

3. Iépés: Mivel f(c) > f(dk) , igy az Gj intervallum

[as, b3] = [3.2,4], melynek hossza Lz = 0.8. A két kbzbUllsd
pont és a hozzajuk tartozé6 fliggvényértékek az alabbiak. Most
a c3 pont lesz az el6z6 intervallumbeli d» értékkel azonos.

C3 = d2 = 3.6 f(C3) = —0.24,
dy = as+ Hl3=32+1-08=36, f(d5) = —0.24.
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A Fibonacci keresés

Megoldas

4. lépées: Mivel c; = ds , igy az algoritmust be kell fejezni. A

minimumpont kbzelitése xnin ~ 3.6 , vagyis a kézbllsdé pontok
értéke.

2. eléadas

Numerikus médszerek és optimalizalas



Fibonacci ek reso eljarasok
00000000000

A Fibonacci keresés

Megjegyzés

Megfigyelhetd, hogy a bizonytalansagi intervallumok
hosszanak cs6kkenése minden Iépésben a Fibonacci szamok
hanyadosaval aranyos. Példaul az L = %Lg .

Ha az n értékét 6nkényesen véalasztjuk meg, akkor - mint ahogy
tapasztaltuk - nem tudjuk befolyasolni a pontossagot.
Amennyiben azt szeretnénk, hogy a pontossagi tiirés példaul

e = 0.05 legyen, akkor az n értékét olyanra kell valasztani,
hogy fennélljon az

Fn>—.

Osszefliggés, ez pedig azt jelenti példankban, hogy
Fn > 53 = 40. A Fibonacci szamokbol adédik, hogy n=9 ,
mivel Fg = 55.
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A Newton médszer

Ahhoz, hogy az f(x) figgveénynek minimuma legyen az x*
pontban szikséges feltétel a kdvetkezd: f/(x*) = 0.

A direkt gyokkeresb eljarasok lényege az f'(x) = 0 egyenlet
gybkeinek a megtalalasa, kozelitése.

Harom gydkkerest algoritmust hasznalhatunk:

@ A Newton médszer,
@ A kvazi-Newton moddszer,
@ A szeldé modszer.
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A Newton médszer

Newton modszer

Tekintslk az f(x) fliggvény kvadratikus kdzelitését (a Taylor
sort alkalmazva) az x = x, pontban:

1(x) = k) + /() (X — 34) + 510X — x1)?

Ezt az egyenletet derivaljuk. Az igy kapott egyenletnek
egyenlének kell lennie 0-val (ez a minimumpontra vonatkozé
feltétel):

f'(x) = (%) + " (%) (x — Xi) = 0

Ha xi jel6li az f figgvény minimumpontjanak kdzelitését, akkor
a kdvetkezd approximaciot kapjuk:

f'(Xk)
Xk+1 = Xk — 7 (Xe)
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A Newton médszer

Ezért a Newton médszer ekvivalens azzal, hogy alkalmazzuk
az f flggvény négyzetes kbzelitését valamint a minimumpontra
val6 sziikséges feltételt. Az igy kapott iteracios eljaras akkor
lesz konvergens, ha a f'(xx. 1) derivalt kdzel lesz 0-hoz, azaz

|f'(Xk1) < e

ahol ¢ > 0 egy adott kicsi hibakorlat. A konverges eljaras a
kdvetkezd abraval szemléltetheto:
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Megjegyzések

@ A Newton médszert a numerikus analizis irodalmaban
Newton - Raphson modszerként is emlitik. (Az eljaras
alapgondolat Newton-tél szarmazik, de a nemlineearis
egyenlet megoldasi modszerét késdbb Raphson ujitotta
meg).

o Feltételezziik, hogy az f fliggvény kétszer differencialhaté.

@ Ha f”(xx) = 0 (a képletben), akkor a Newton médszer a
leggyorsabb konvergencia tulajdonsaggal rendelkezik.
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A Newton médszer

@ Ha a kezdd pontot nem megfeleléen valasszuk, akkor a
Newton mddszer lehet divergens is (és nem kézeliti az x*
megoldast). Példaul:

)
r Y

Tangent at A;

Tangent at &, .
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A Newton médszer

Példa
Keressik a kdvetkez6 figgvény minimumat:

0.75 1
f(x) =0.65 — T2 0.65x arctg (x)

Alkalmazzuk a Newton - Raphson médszert az x; = 0.1
kezdbpontbdl kiindulva. Hasznéljuk az e = 0.01 értéket a
konvergencia ellendrzéséhez.
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Megoldaas

Az elsd és masodik derivaltja a fliggvénybek a kévetkezo:

1.5x 0.65x

1
, f— J— —
f(x) = (1 + X2 4 112 0.65 arctg <x>

7/(x) = 1.5(1-3x%) 065(1-x%) 065 28-32x2
(1 +x2)3 (1 + x2)? 1+x2  (1+x2)3

1. lépés: x; = 0.1, f(x1) = —0.188197,f'(xq) =

—0.744832, f"(x;) = 2.68659,

f(x1)
Xo = X1 — i) 0.377241
A konvergencia ellenérzése: |f'(xz)| = | — 0.138230| > ¢.
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A Newton médszer

2. lépés:
f(xo) = —0.303279, f'(x2) = —0.138230, f"(x2) = 1.57296,
_ fx2) _
X3 = Xo — ilx) 0.465119.
A konvergencia ellendrzése: |f'(x3)] = | — 0.0179078| > ¢.
3. lépés:
f(x3) = —0.309881, f'(x3) = —0.0179078, f"(x3) = 1.17126 és
_ f'(xs) _
X4 = X3 — f’/(Xg) = 0.480409.
A konvergencia ellendrzése: |f'(x4)| = | — 0.0005033| < ¢.

Ezzel az eljaras veget ert a modszer konvergens és a
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