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Bevezetés

A direkt kereso eljarasoknal egy, az x* minimumhelyet biztosan
tartalmazé intervallumbol indulunk ki. Ezt az ugynevezett
befoglalé intervallumot (vagy mas néven bizonytalansagi
intervallumot, mivel csak azt tudjuk, hogy a minimumpont itt
keresendd, de a helyérdl nincs informaciénk) szlkitjik az
eljarasok soran lépésrdl |épésre.

Ehhez nem teszlink mast, mint az intervallumot részekre
osztjuk (altalaban két bels6 pont felvételével) és az
osztopontokban a fliggvényértéket kiszamitjuk, a
flggvényértékek nagysaga alapjan fogjuk az Uj (szlikebb)
bizonytalansagi intervallumot meghatarozni. Ahhoz, hogy az
eljaras konvergens legyen, a fliggvénynek bizonyos
konvexitasi, vagy mas tulajdonsaggal kell rendelkeznie.
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Megjegyezziik, hogy sok esetben anélkil is alkalmazzuk az
alabbi eljarasokat, hogy meggy6zédnénk a konvexitasroél, ekkor
azonban nincs garancia az eljarasok konvergenciajara.

Definicio
Az f € C|a, b] fuiggvényt unimodalisnak nevezzlk, ha
tetszbleges xq, x> € [a, b],, X; < X esetén

X < xp=f(xe) > f(x¥)
X1 < x*=1f(x3)>f(x*)

minden x1, X2 € [a, b], x; < xo esetén.
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Az unimodalis f fliggvény az x* minimumhelytdl balra
szigoruan monoton csdkkend, tdle jobbra pedig szigordan
monoton névd. A szigordan konvex és a szigortan kvazikonvex
flggvények unimodalisak. Az unimodalis fliggvények kereso
eljarasai a kdvetkezd észrevételen alapulnak.

Tétel

Legyen f € C|a, b] unimodalis fliggvény és a < ¢ < d < b.
Ekkor

@ Ha f(c) < f(d), akkor x* € [a,d] .
@ Ha f(c) > f(d), akkor x* € [c, b] .
@ Ha f(c) = f(d), akkor x* € [c, d] .
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0.4 0.4
0.2 0.3
0.z 0.2
0.1 0.1
a . c d L a c d 3 b
1. eset 2. eset

Megjegyezziik, hogy csak egy belsd pontbdl szarmazé
informacié alapjan nem lehet a minimumhelyet tartalmazé
intervallumot szlikiteni. A fenti tétel alapjan a kovetkezo eljarast
definialhatjuk unimodalis fliggvények minimumhelyének
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Altalanos minimum keresd algoritmus

1 Input [ay, b1]
2 FORk=1,2,...
Legyen cx, dx € (ax, bx) és cx < d .
IF f(Ck) < f(dk)
THEN ax 1 = ak , b1 = dk
IF f(Ck) > f(dk)
THEN ax 1 = ¢k, br1 = by
IF (ck) = f(dk)
THEN ax 1 = ¢k , br1 = dk

O© o0o~NOOLA~ W
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A kapott
[31,b1] D...D [ak,bk] D...

intervallumsorozat k6z6s pontként tartalmazza az x*
minimumbhelyet. Ha by — ax — 0, akkor a minimumhely adott

e > 0 pontossagu kozelitését véges iteracios lepésben
megkaphatjuk. A ¢ vagy dx pont ismételt felhasznalasaval az f
flggvény behelyettesitéseinek szamat csékkenthetjiik.
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A Dichotomous keresés

Legegyszerlibben Ugy tudjuk biztositani az Uj bizonytalansagi
intervallumok hosszanak megegyezését, ha az intervallum
kdzéppontjatol balra és jobbra azonos tavolsagra valasztjuk
meg a pontokat. Jeldlje a kzépponttdl vald tavolsagot egy
alkalmasan valasztott 6 > 0 szam.

Ekkor:
_ @&tbe o Lo
Ck = 5 (5—ak+2 d,
L
di = %bkﬂs:aﬁ?’w&. k=1,2.3,...
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Az (j bizonytalansagi intervallum szamitasa:
@ Ha f(cx) > f(dk), akkor az Uj bizonytalansagi intervallum
[@k-+1, bky1] = [Ck, bk]-
@ Ha f(ck) < f(dk), akkor az Uj bizonytalansagi intervallum
[@k+1, brt1] = [ak, dk]-
Nyilvanvald, hogy mindkét esetben L. 1 = % + 9.
Az eljarast addig folytatjuk, amig valamely k -ra Ly < 2¢, ahol
e > 0 a pontossagi eléiras. Ekkor, ha a minimumpontot a
megallasnal kapott [ak, bx] intervallum kézéppontjanak
valasztjuk, akkor ¢ -nal kisebb hibat kévetlink el a minimumpont
kdzelitésében.
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A dichotomous eljaras algoritmusa
1 Input [a4,b1] and 6, > 0
2 WHILE by — ax > 2¢
3 Legyen cx = 2P 5 = g, + 5 — 4,

ésdy = A 4 5= g + & 14

IF f(Ck) > f(dk)
THEN ay 1 = ¢k, bxy1 = by
ELSE ak1 = Aag, bk+1 = Ck
k=k+1

No oA~
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A Dichotomous keresés

Példa

Oldjuk meg az f(x) = x2 — 7x + 12 — min! egyvaltozds
optimalizalasi feladatot Dichotomous médszerrel, ha a
bizonytalansagi intervallum [a, b] = [2,4],5 = 0.3, = 0.4.
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Példa

Oldjuk meg az f(x) = x2 — 7x + 12 — min! egyvaltozds
optimalizalasi feladatot Dichotomous médszerrel, ha a
bizonytalansagi intervallum [a, b] = [2,4],5 = 0.3, = 0.4.

Megoldas

1. lépés Az elsd kozelitésbeli bizonytalansagi intervallum
[a1, b1] = [2, 4], melynek hossza L1 = 2 . A két k6zbUils6 pont
és a hozzajuk tartozo figgvényértékek:

o = a+4-5=27, f(ct) = 0.39,
d = a+3+6=33, f(dy) = —0.21
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Megoldas

2. lépes Mivel f(cq) > f(dy), igy az Uj bizonytalansagi
intervallum [ap, bo] = [2.7, 4], melynek hossza L, = 1.3 . A két
kdzbulsd pont és a hozzajuk tartozo fliggvényértékek:

c = 3.05, f(02)=—0.0475,
&b = 3.65, f(do) = —0.2275

3. lepés Mivel f(co) > f(dz), igy az Uj bizonytalansagi
intervallum [as, b3] = [3.05, 4], melynek hossza L3 = 0.95. A
két kdzblilsd pont €s a hozzajuk tartozo fliggvényértékek:

3.225, f(c3) = —0.174375,
dy = 3.825, f(ds) = —0.144375
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Megoldas

4. lepes Mivel f(c3) < f(d3), igy az Uj bizonytalansagi
intervallum [ag, bs] = [3.05, 3.825], melynek hossza L4 = 0.775
. Itt megallunk, mivel Ly < 2¢ . A minimumpont kdzelitése

Xmin =~ 3.4375.

Altalaban kisebb ¢ értéket szokas megadni, de ezzel is elég
kdzel kerultink a pontos minimumhelyhez, az x = 3.5
értékhez.
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Aranymetszéses keresés

Az aranymetszéses keresés

Ez az eljaras egyike a leggyakrabban hasznaltaknak. Elénye,
hogy minden Iépésben csak egy olyan Uj pont adodik, ahol ki
kell kiszamolni a fliggvényértéket.

Legyen 7 = @ ~ 0.618.

Ha az aranymetszéses keresés (Golden section) eljaras
befejezddik, akkor az x* lokalis minimumhely a legfeljebb 2=
hosszUsagu [ak, bk] intervallumban van. Az intervallum
barmelyik pontja valaszthaté az x* kozelitéseként. Célszeri
azonban az x = %"k kozelitést alkalmazni, mert ekkor
biztosan teljesill az |x — x*| < ¢ feltétel.
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Az aranymetszéses keresés eljarasa

1 INPUT [31,b1],€ >0,k=1
2 c1:a1+(1—r)(b1—a1), FC:f(C1)

3 di=b—(1-7)(br—ar), Fq="1(d)

4  WHILE by — ay > 2¢

5 IF Fp < Fy

6 THEN ay 1 = ak, bxr1 = dk, k1 = Ck
7 Ck+1 = ak1 + (1= 7) (b1 — @kt1)
8 Fd = Fc, Fc = f(ck—H)

9 ELSE axy1 = C«k, bky1 = bk, Cky1 = dk
10 Ot = brept + (1 = 7) (D1 — k1)
1 Fe=Fa, Fg=f(dkt1)

12 k=k+1
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Az aranymetsz0 keresés sebessége linearis. Ugyanis az
[@ki1, bky1] intervallum hossza pontosan 7 -szorosa
(0.618-szorosa) az [ag, bk] intervallum hosszanak. Jeldljik el
Ly -val az [ak, bk] hosszat, azaz Ly = by — ax . Ekkor

Lip1 =7l =1Lk 4 = - = 7%L,.

Ezért adott [ay, by] intervallum és adott ¢ ismeretében elére
meg lehet hatarozni, hogy hany Iépést kell végrehajtanunk
ahhoz, hogy Lk ¢ kisebb legyen ¢ -nal. Példaul, ha L =1 és
e =10"% akkor a 7% < 2- 10~® egyenletet kell megoldanunk.
Innen k > log2107° 27.2694 , azaz 28 intervallumot kell

log 7

meghatarozni.
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Aranymetszéses keresés

Példa

Oldjuk meg az f(x) = x2 — 7x + 12 — min! egyvaltozds
optimalizalasi feladatot aranymetszés mddszerrel, ha a
bizonytalansagi intervallum [a, b] = [2,4] ,e = 0.3 .
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Példa

Oldjuk meg az f(x) = x2 — 7x + 12 — min! egyvaltozds
optimalizalasi feladatot aranymetszés mddszerrel, ha a
bizonytalansagi intervallum [a, b] = [2,4] ,e = 0.3 .

Megoldas

1. Iépés Az elsd kozelitésbeli bizonytalansagi intervallum
[a1, b1] = [2,4], melynek hossza Ly = 2 . A két kozblils6 pont
és a hozzajuk tartozé fliggvényértékek:

ci = aj+0.382L; = 2.764, f(ci) = 0.291696,
di = a; +0.618L; = 3.236, f(dy) = —0.180304
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Megoldas

2. lépés Mivel f(cq) > f(dy) , igy az Uj bizonytalansagi
intervallum [ap, bo] = [2.764, 4], melynek hossza L, = 1.236 . A
két kbzbllsd pont és a hozzajuk tartozé fliiggvényértékek az
alabbiak. Ne feledjik, hogy most a ¢, pont az el6zé
intervallumbeli d; értékkel azonos.

c = di =3.236, f(co) = —0.180304,
d» = ap+0.382L, = 3.527848, f(db) = —0.24922449

3. lepés Mivel f(co) > f(dz) , igy az Uj bizonytalansagi
intervallum [as, b3] = [3.236, 4], melynek hossza L3 = 0.764. A
két kdzbiilsd pont é€s a hozzajuk tartozo figgvényértékek az
alabbiak. Ez esetben a c3 pont lesz az el6z6 intervallumbeli db
értékkel azonos.
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Megoldas

c3 = db=3.527848, f(c3) = —0.24922449,
ds = as+0.618L; = 3.70806, f(ds) = —0.20671104

4. lepés Mivel f(c3) < f(d3), igy az Uj bizonytalansagi
intervallum [ay4, bs] = [3.236, 3.70806], melynek hossza

Ly = 0.47206 . Itt megallunk, mivel Ly < 2¢. A minimumpont
kozelitése xmin ~ 3.47203.

Most még kdzelebb keriiltiink a pontos minimumhelyhez (az
X = 3.5) értékhez, mint a Dichotomous keresés esetén.
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