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Iterativ-eljarasok

Tekintstk az
Ax=b (1)

linearis egyenletrendszert, ahol A € R"*" nemszingularis
matrix, b € R".

Feladat: Keressiik az egyenletrendszer kdzelitdé megoldasat.

A direkt modszer-tipus a feladat paramétereinek
felhasznalasaval eléallitia, megkonstrualja a modszer altal
szolgaltatott kdzelitd megoldast.

Az iteracios modszer-tipus a feladat paramétereinek
felhasznalasaval eldallit, képez valamilyenfajta iteraciés
képletet és bizonyos Un. kezdeti értékbdl kiindulva, az iteracios
képlet alkalmazasaval kdzelitd megoldasok sorozatat allitja eld.
Ekkor az alabbi kérdéseket kell megvalaszolni:
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oe

Iterativ-eljarasok

s

@ az elballitott kdzelitd megoldasok sorozata konvergens-e;
@ ha a konvergencia teljesul, hova tart ez a sorozat;

@ ha a sorozat az egzakt megoldashoz tart, milyen a
konvergencia sebessége.

Célunk az, hogy az x(©) ¢ R" kezdeti vektorbdl kiindulva olyan
x(N e R" r=1,2,... vektor-sorozatot generaljunk, melyre

lim x( = x*
r—oo

teljesil, ahol x* az egyenletrendszer egzakt megoldasa.
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Stacionaris iterativ-eljarasok

Tekintsik az
Ax=0>b

linearis egyenletrendszert, ahol A € R™" nemszingularis
matrix, b € R", b # 0.
A fenti linearis egyenletrendszer. iteraciés megoldasahoz

tekintsik a
<I>O(Aa b)

4 (X(0)7 Aa b)
do(x(, x(0), A b)

&, (x-1, ... X, xO) A b)

fliggvényeket, melyek révén az x("), r = 1,2, ... sorozatot az
alabbiak szerint definialjuk:
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Stacionaris iterativ-eljarasok Jacobi-modszer

O®00000000

X(r) : (I)r(X(r_1),...,X(1)7X(O)7A7b)

Gyakran x(@ x() . x(S) ¢ R" vektorok az 6nkényesen
valasztott &g, d4 ..., dg_4 fliggvényekre, valamely s > 0 esetén
® =g =g ¢ =..., 9 teljestl. Ha minden r > s esetén a ¢,
flggveény r-tél fiiggetlen, ahol s valamely pozitiv egész szam,
akkor a modszert starcionarius-nak nevezzik.

Stacionérius esetben legyen ® = ¢ = &g, ; = .... Ekkor x("+1)
legfeljebb az eléz6 x(0, x(r=1) . x(r=s+1) darab vektortdl
flgg.
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acionaris iterativ-eljarasok

s = 1 esetén:

xO = (A, b)
XD = o(xD Ab) (r=1,2,..)

s = 2 esetén:

x© = ®o(A, b)
X(1) = (DO(X(O)aAv b)
x(N = o(x(r=1) x(r=2) A p) (r=2,8,...)

A fentiekben definialt modszerek foka legfeljebb 1, ill. 2.
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Stacionaris iterativ-eljarasok

Ha &, az x(=1 ... x(W) x(0) vektorok lineéris fliggvénye, akkor
a modszert linearisnak nevezzik. Egyébként a modszer
nemlinearis.

Elsofoka, linearis stacionarius médszer esetén

x(N = o(x(r=1) A, b) a kdvetkezd alakot dlti:

xUHD) = Gx(0 4 k (2)

ahol G € R"™" és k € R" az eredeti linearis egyenletrendszer
paramétereibdl valamilyen modon képezett matrixot, ill. vektort
jeldl. Ezt az alakot iterativ alaknak is nevezik.
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Stacionaris iterativ-eljarasok

Megvizsgaljuk, hogy a fenti iterativ alak alkalmazasaval nyert
vektor-sorozatot milyen feltételek mellett konvergens, mikor
konvergal a megoldashoz, s milyen a konvergencia sebessége.
Vezesslk be az un. kapcsolt linearis egyenletrendszert:

(E-G)x=k 3)

ahol E € R™" az egységmatrix.

Megvizsgaljuk, hogy mi a kapcsolat az eredeti linearis
egyenletrendszer és a kapcsolt linearis egyenletrendszer.
kozott, s ezaltal elemezzik az iterativ alak altal definialt
modszert.

Jelblje ((A, b) az Ax = b megoldas-halmazat és jeldlje

C(E — G, k) a kapcsolt (E — G)x = k megoldas-halmazat.
Legyen x* € R" az Ax = b egyenlet egzakt megoldasa (azaz
x*=A"1h).
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Stacionaris iterativ-eljarasok
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Stacionaris iterativ-eljarasok

Azt mondjuk, hogy a x(+1) = Gx(") + k képlettel definialt
iteraciés modszer az Ax = b linearis egyenletrendszerrel
@ konzisztens, ha ((A, b) C ((E — G, k),
@ reciprok konzisztens, ha ((E — G, k) C ((A,b),
@ teljesen konzisztens, ha ((A, b) = ((E — G, k).
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Stacionaris iterativ-eljarasok

Tétel

Legyen A € R"™" nemszingularis matrix, b € R", b # 0 és x*
az (1) egzakt megoldasa. Ha a (2) altal meghatarozott

x© x(M x(@) e R"sorozat minden x(©) esetén az x*
megoldashoz konvergal, akkor (2) teljesen konzisztens.
Masrészt, ha (2) teljesen konzisztens és az altala
meghatarozott x(©, x(1) x(2) _ sorozat konvergens, akkor ez
az x* megoldashoz tart.
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Stacionaris iterativ-eljarasok

Tétel

Legyen A € R nemszingularis matrix A (2) iteracios
modszer akkor és csak akkor teljesen konzisztens az (1)
egyenletrendszerrel, ha konzisztens és az E — G € R™" matrix
nemszingularis. Ha E — G € R™ " nemszingularis, a teljes
konzisztencia akkor és csak akkor all fenn, ha a médszer
reciprok konzisztens és A € R"*" nemszingularis.
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Stacionaris iterativ-eljarasok

Tétel

Legyen A € R™" nemszingularis matrix, b € R". A (2) iteracios
modszer akkor é€s csak akkor konzisztens az (1) linearis
egyenletrendszerrel, ha létezik olyan M € R"*" matrix, melyre

G=E-MA k = Mb

teljesdl, ahol E € R™" az egységmatrix.
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Stacionaris iterativ-eljarasok

Legyen A € R nemszingularis matrix és b € R". Ekkor (2)
iteracios médszer akkor és csak akkor konzisztens (1) linearis
egyenletrendszerrel, ha

k=(E-GA b

teljesul.
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@00

Jacobi-médszer

Tekintstk
Ax=0>b

linearis egyenletrendszert, ahol A € R"*" nemszingularis
matrix és b € R", b # 0. Legyen x(9) € R” valamely kezdeti
értek.
Tekintstk az

A=L+D+U

felbontast, ahol

L € R™" als6 haromsz6g matrix, melyre [; = aj
(1<i<ni1<j<i,

D € R"™" diagonalis matrix, melyre d; = a; (1 <i < n),
U € R"™" fels6 haromsz6g matrix, melyre u; = aj
(1<i<nji<j<n).
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Jacobi-médszer

Ekkor

(L+D+Ux=0b
Dx =b— (L+ U)x
x=D'b-(L+U)x)=-D "L+ U)x+D'b

adaddik, amely a
x=0Gx+k

eldallitast eredményezi, ahol

G=-D'(L+U)eR™" k=D 'beR"
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Jacobi-médszer
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Megmutatjuk, hogy teljesil a teljes konzisztencia, azaz, van
olyan M € R"™" matrix, amelyre

G=E-MA k= Mb

teljesul.
Meghatarozzuk az M € R"*" matrixot.

E-G=E+D ' (L+U)=E+D"(A-D)=E+D 'A-D'D=D""A
és
k=D"b

Fentiekbdl M = D~ kdvetkezik. igy az E — G nemszingula-
ritasabol kdvetkezik, hogy a mddszer teljesen konzisztens.
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Gauss-Seidel-médszer
@000

Gauss-Seidel-médszer

Tekintstk
Ax=0>b

linearis egyenletrendszert, ahol A € R"*" nemszingularis
matrix és b € R", b # 0. Legyen x(9) € R” valamely kezdeti
értek.
Tekintstk az

A=L+D+U

felbontast, ahol

L € R™" als6 haromsz6g matrix, melyre [; = aj
(1<i<ni1<j<i),

D € R"™" diagonalis matrix, melyre d; = a; (1 <i < n),
U € R"™" fels6 haromsz6g matrix, melyre u; = aj
(1<i<nji<j<n).

Numerikus analizis
6. eléadas



Gauss-Seidel-médszer
[e] lele}

adaddik, amely a
x=0Gx+k

eldallitast eredményezi, ahol

G=—(L+D)'UeR™"  k=(L+D) 'beR"

Numerikus analizis
6. eléadas



Gauss-Seidel-médszer
[e]e] e}

Gauss-Seidel-médszer

Megmutatjuk, hogy teljesul a teljes konzisztencia, azaz, van
olyan M € R"™™" matrix, amelyre

G=E-MA k= Mb

teljesal.
Meghatarozzuk az M € R"*" matrixot.

E-G=E+(L+D) "U=E+(L+D)""(A-(L+ D))
=E+(L+D)'"A—(L+ D) Y(L+ D)
—E+(L+D)TA-E=(L+D)'A
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Gauss-Seidel-médszer

k=(L+D)'b.
Fentiekbdl M = (L + D)~ kévetkezik. igy az E — G

nemszingularitasabol kdvetkezik, hogy a modszer teljesen
konzisztens.
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